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《太阳神的宴会》命题报告 福建省福州第一中学 陈雨昕

《太阳神的宴会》命题报告

福建省福州第一中学 陈雨昕

摘 要

《太阳神的宴会》1是我为 IOI2021候选队员自主互测活动2命制的一道试题，本题要求

选手探究一种等价关系下的字符串匹配。以往基于后缀数组的算法具有运行时间略高、不

够直观的局限性。本文介绍了本题在不同的特殊条件下的解决思路与算法选择，其中满分

算法通过引入辅助序列描述等价类，并将转移不同的等价类分开，将后缀自动机的应用范

围扩展到了等价关系上，作者称它为子形状自动机；将本题所要求的相似关系和拼接过程，

对应到子形状自动机上，转化为自动机所对应的有向无环图的带权路径计数；在此基础上

用合并相同转移的手段进一步优化，从而解决了本题。进一步地，本文指出，针对一类字符

串上的等价关系，子形状序列自动机可用于处理字符串的本质不等价子串相关问题。

记号的约定

本文讨论的字符串与序列均为有限长的。

字符集为 Σ的全体字符串记作 Σ∗，空串记为 ϵ。对于字符串 s，记其长度为 |s|，从第
一个字符到最后一个字符依次为 s1, s2, . . . , s|s|，记作 s = s1s2 · · · s|s|。字符串 s和 t的连接记

作 st。如果 x, y, z ∈ Σ∗ 使得 s = xyz，则称 x为 s的前缀，y为 s的子串，z为 s的后缀。s

的子串 s[l, r]是指字符串 slsl+1 · · · sr（1 ≤ l ≤ r ≤ |s|），特别地，对于不在上述范围内的 l, r，

s[l, r] = ϵ。两个字符串 s, t的最长公共前缀长度简称 LCP，记为 LCP(s, t)。字符串集合 S 的

全体元素的最长公共前缀记为 LCP S。

空序列也记作 ϵ。对于序列 a，记其长度为 |a|，第一项到最后一项依次为 a1, a2, . . . , a|a|，

记作 a = (a1, a2, . . . , a|a|)。序列 a和 b的连接记作 a · b，如无歧义也可记作 ab。如果序列

x, y, z使得 a = xyz，则称 x为 a的前缀，y为 a的连续子序列，z为 a的后缀。a的连续子

序列 a[l, r]是指序列 (al, al+1, . . . , ar)（1 ≤ l ≤ r ≤ |s|），特别地，对于不在上述范围内的 l, r，

a[l, r] = ϵ。两个序列 a, b的 LCP记为 LCP(a, b)。序列集合 A的全体元素的最长公共前缀记

为 LCP A。

1https://uoj.ac/problem/595
2https://uoj.ac/contest/58
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一个部分确定有限状态自动机简称部分 DFA，用五元组 (Q,Σ, δ, q̄, F)表示。其中，Q是

状态集合，Σ是字符集，δ是转移函数，q̄是初始状态，F 是终态集合。在部分 DFA中，状
态 q的 α转移 δ(q, α)可以存在，也可以不存在，如果不存在，记 δ(q, α) = 0。

对于命题 P，记艾弗森括号 [P] = 1当且仅当 P为真，[P] = 0当且仅当 P为假。

1 试题

1.1 题目描述

设字符集 Σ为前 k个小写英文字母的集合，题中所有字符串均由 Σ中的字符构成。

对于 Σ上的置换 f 和 s ∈ Σ∗，令 s作用 f 后的结果为 f (s) = f (s1) f (s2) · · · f (s|s|)。

我们称字符串 s与字符串 t相似，当且仅当存在一个 Σ上的置换 f，使得 f (s) = t，记

作 s ∼ t。例如，字符串 aab与 bba相似，与 abb不相似。
现给出 n个字符串 S 1, S 2, . . . , S n. 记 Ci 为全体与 S i 的至少一个子串相似的字符串的集

合。

称字符串 T 是好的，当且仅当存在字符串 T1,T2, . . . , Tn，使得 Ti ∈ Ci，且 T = T1T2 · · · Tn。

求有多少个好的字符串。

1.2 输入格式

第一行两个正整数 n, k。

接下来 n行，每行一个字符串，依次表示 S 1, S 2, . . . , S n。

1.3 输出格式

输出好的字符串的数量，对 998244353取模。

1.4 样例 1

1.4.1 样例输入

2 2
aa
a
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1.4.2 样例输出

11

1.4.3 样例解释

S 1的子串有 ϵ, a, aa，与它们之一相似的串有 ϵ, a, b, aa, bb。
S 2的子串有 ϵ, a，与它相似的串有 ϵ, a, b。
连接起来，好的串有：ϵ, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, bba, bbb。

1.5 数据规模与约定

简记 L =
∑n

i=1 |S i|。
保证 2 ≤ k ≤ 26，S i 非空，L ≤ 106。

子任务一（2分）：n = 1，k = 2，L ≤ 1000。

子任务二（7分）：n = 1，L ≤ 1000。

子任务三（11分）：n = 1，L ≤ 105。

子任务四（13分）：k = 2，L ≤ 1000。

子任务五（17分）：L ≤ 1000。

子任务六（31分）：k ≤ 5。

子任务七（19分）：无特殊限制。

1.6 时空限制

时间限制：3s
空间限制：2GB

2 做题情况

本次互测活动共 3题，本题为其中第一道。
活动面向全体 Universal OJ用户，共 122位选手参与了本次互测活动。
共 28位选手在本题上得分：2分 6位、9分 13位、15分 1位、22分 1位、39分 6位，

最高分为 50分，1位。

3 初步分析

首先我们说明：
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性质 3.1. ∼是一个等价关系。

证明. 自反性：对于字符串 s，取置换 f = idΣ，得 s ∼ s。

对称性：设 s ∼ t。则 |s| = |t|，且存在置换 f 满足 ∀1 ≤ i ≤ |s|， f (si) = ti。由于 f 是置

换，可取其逆置换 f −1，则 f −1(ti) = si。所以 t ∼ s。

传递性：设 r ∼ s，s ∼ t。则 |r| = |s| = |t|，且存在置换 f , g满足 ∀1 ≤ i ≤ |r|， f (ri) = si，

g(si) = ti。那么取置换的复合 h = g ◦ f，得 h也是置换，且 ∀1 ≤ i ≤ |r|，h(ri) = ti。所以

r ∼ t。 □

其次，题中字符串的相似关系具有以下性质：

性质 3.2. 若 s ∼ t，则 ∀1 ≤ l ≤ r ≤ |s|，s[l, r] ∼ t[l, r]。

证明. 因为 s ∼ t，所以存在置换 f，∀1 ≤ i ≤ |s| = |t|， f (si) = ti。|s[l, r]| = |t[l, r]| = r − l + 1，

且 ∀l ≤ i ≤ r， f (si) = ti。故 s[l, r] ∼ t[l, r]。 □

4 单字符串情形下的经典算法

对于只有一个字符串的情形，只需求出 |C1|。

4.1 算法一：n = 1，k = 2，L ≤ 1000

在 k = 2的情形下，Σ上只有两种置换，S 1只有 O(L2)种子串。因此 C1中所有可能出

现的字符串可以直接枚举。考虑这些字符串的去重问题，容易想到用 Trie来解决。
因此得出一个简单的算法：枚举 Σ上的置换 f，将 S 1 的所有后缀作用 f 后插入 Trie。

最终 Trie的结点数即为所求。时空复杂度 O(L2)，期望得分 2分。

4.2 形状序列

当 k更大时，枚举置换将带来巨大的时空复杂度。因此，我们要考虑一种更高效的方法

来描述相似关系的等价类。

为了判定相似性，我们试图将字符串对应到一种辅助序列上，使得它记录字符间的相

等关系，而丢弃字符的具体取值。

4.2.1 形状序列的引入

定义 4.1. 对于字符串 s，定义其形状序列为一个长度为 |s|的非负整数序列 a：

对于 1 ≤ i ≤ |s|，
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• 若字符 si 在 s中首次出现，令 ai = 0；

• 若字符 si 在 s中并非首次出现，那么在 s[1, i − 1]中，找到所有字符的最后一次出现
位置，从大到小记作 j1 > j2 > · · · > jz。如果 s jx = si，令 ai = x。

由定义可得，字符串的形状序列有以下性质：

性质 4.1. 对于字符串 s和整数 0 ≤ r ≤ |s|，如果 s的形状序列为 a，那么 s[1, r]的形状

序列为 a[1, r]。

性质 4.2. 一个字符串的不同字符个数，等于其形状序列中 0的个数。

推论 4.1. 一个字符串的形状序列中 0的个数不超过 k。

以下记 n0(a)表示非负整数序列 a中 0的个数。

性质 4.3. 设一个字符串的形状序列为 a，则 ∀1 ≤ i ≤ |a|，有 ai ≤ n0(a[1, i − 1])。

接下来我们说明形状序列在相似关系方面的显著作用。

引理 4.1. 如果两字符串 s, t相似，那么 ∀1 ≤ i < j ≤ |s|，有 si = s j ⇐⇒ ti = t j。

证明. 由于 s ∼ t，可得 |s| = |t|，且存在置换 f，使得 ∀1 ≤ i ≤ |s| 有 f (si) = ti。对于

1 ≤ i < j ≤ |s|，si = s j =⇒ ti = f (si) = f (s j) = t j。

由于 t ∼ s，同理可得 ti = t j =⇒ si = s j。因此 si = s j ⇐⇒ ti = t j。 □

定理 4.1. 两字符串 s, t相似，当且仅当 s和 t的形状序列相同。

证明. 先证必要性。对于 1 ≤ i ≤ |s|，

• 若 si 是首次出现的，则由引理 4.1，可得 ti 也是首次出现的，即 ai = bi = 0；

• 若 si不是首次出现的，那么在 s[1, i−1]中，找到所有字符的最后一次出现位置，从大
到小记作 j1 > j2 > · · · > jz。设 si = s jx，由引理 4.1，可得 t jx = ti，且 jx也是 t[1, i− 1]
中 t jx 的最后一次出现位置。所以 ai = bi = x。

再证充分性。设 s, t具有相同的形状序列 a，则 |s| = |a| = |t|。
设 a所有为 0的位置为 i1, i2, . . . , iz。根据形状序列的构造方式可知，si j 互不相同，ti j 也

互不相同。因此存在置换 f，使得 f (si j) = ti j。

以下利用数学归纳法证明：对于任意的 1 ≤ i ≤ |s|，上述 f 均满足 f (si) = ti。

对于 1 ≤ i ≤ |s|，假设对于任意的 1 ≤ j < i，均有 f (s j) = t j。

• 若 ai = 0， f (si) = ti。

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 5
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• 若 ai = x > 0，那么在 s[1, i − 1]中，找到所有字符的最后一次出现位置，从大到小记
作 j1 > j2 > · · · > jz。应用归纳假设， f (si) = f (s jx) = t jx = ti。

综上所述，∀1 ≤ i ≤ |s|， f (si) = ti。所以 s ∼ t。

□

为了求一个字符串 s的形状序列 a，我们可以依次枚举 i = 1, 2, . . . , |s|，同时维护 last(α)

表示字符 α在 s[1, i − 1]中最后一次出现的位置（不存在设为 0）。若 last(si) = 0，则 ai = 0；

否则 last(si)是所有 last(α)（α ∈ Σ）中第 ai 大的。因此，一个字符串 s的形状序列可以在

O(k|s|)的时间复杂度、O(k)的空间复杂度内求出。

4.2.2 形状序列对应的字符串数

接下来我们讨论，怎样的非负整数序列是一个字符串的形状序列：

定义 4.2. 对于非负整数序列 a，称 a 是一个合法形状序列，当且仅当 n0(a) ≤ k，且

∀1 ≤ i ≤ |a|，均有 ai ≤ n0(a[1, i − 1])。

由推论 4.1、性质 4.3可得以下结论：

引理 4.2. 一个字符串的形状序列一定是合法形状序列。

接下来我们关注，如何从形状序列还原回字符串。形状序列丢失了信息，为了将这些

信息补回，我们引入以下概念：

定义 4.3. 对于字符串 s，将其所含有的字符，按照第一次出现位置从左到右的顺序写下

来，形成一个字符串 t，称为 s的提示串。

由定义可得以下结论：

引理 4.3. 字符串 s的提示串长度等于其不同字符个数。

引理 4.4. 字符串 s的提示串的字符两两不同。

现在我们可以根据形状序列和提示串还原一个字符串了。

引理 4.5. 设 a是合法形状序列，字符串 t的字符两两不同，且 |t| = n0(a)。则存在唯一

字符串 s使得其形状序列为 a，提示串为 t。

证明. 以下设 |t| = n0(a) = z。我们利用数学归纳法证明。

当 |a| = 0时，可得 |t| = 0。有且只有 ϵ 满足条件，引理显然成立。

对于正整数 N，假设 |a| = N − 1的情况下引理成立。当 |a| = N 时：

首先可得字符串 s的长度为 N。根据性质 4.1，可得 s[1,N − 1]的形状序列为 a[1,N − 1]。
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• 若 aN = 0，则 sN 在 s中首次出现，可得 sN = tz，且 s[1,N − 1]的提示串为 t[1, z − 1]。
对于 a[1,N − 1]和 t[1, z − 1]应用归纳假设，可得存在唯一字符串 s[1,N − 1]使得其形
状序列为 a[1,N − 1]，提示串为 t[1, z − 1]。因此引理成立。

• 若 aN = x , 0，那么 sN 在 s中非首次出现，s[1,N − 1]的提示串为 t。对于 a[1,N − 1]
和 t应用归纳假设，可得存在唯一字符串 s[1,N − 1]使得其形状序列为 a[1,N − 1]，提
示串为 t。

根据性质 4.2，在 s[1,N −1]中，不同字符有 z种。找到所有字符的最后一次出现位置，

从大到小记作 j1 > j2 > · · · > jz。因为 a是合法形状序列，可得 x ≤ z。那么 si = s jx。

因此引理成立。

综上所述，引理成立。 □

最后我们得出以下定理：

定理 4.2. 对于合法形状序列 a，恰有 An0(a)
k 个字符串的形状序列为 a。其中 Am

n 表示排

列数 n!
(n−m)!

。

证明. 满足 n0(a) = |t| 的合法形状序列 a 与字符两两不同的字符串 t 所构成的全体二元组

(a, t)集合记作 P。

根据性质 4.2、引理 4.2、引理 4.3、引理 4.4，可构造映射 f : Σ∗ → P，对于字符串 s，

设其形状序列为 a，提示串为 t，令 f (s) = (a, t)。根据引理 4.5， f 是可逆映射。

现在已知合法形状序列 a，可得长度为 n0(a)的、字符两两不同的字符串 t 恰有 An0(a)
k

个。因此恰有 An0(a)
k 个二元组 (a, t) ∈ P，所以恰有 An0(a)

k 个字符串使得其形状序列为 a。 □

4.2.3 形状序列与子串

前缀的形状序列与原串的形状序列的关系，已经在性质 4.1中说明。
现在我们分析后缀的形状序列的性质。对于字符串 s和整数 1 ≤ l ≤ |s|+1，设 s的形状

序列为 a，s[l, |s|]的形状序列为 b。

依次考虑 i = 1, 2, . . . , |s| − l + 1：

• 若字符 sl+i−1在 s[1, |s|]中首次出现，那么显然它也在 s[l, |s|]中首次出现，因此
al+i−1 = bi = 0；

• 若字符 sl+i−1在 s[1, |s|]中并非首次出现，那么在 s[1, l + i − 2]中，找到所有字符的最
后一次出现位置，从大到小记作 j1 > j2 > · · · > jz。设 al+i−1 = x，即 sl+i−1 上次出现

位置为 jx。
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设 n0(b[1, i − 1]) = z′，由性质 4.1和性质 4.2，s[l, l + i − 2]中有 z′ 种不同字符。那么

在 s[l, l + i − 2]中，所有字符的最后一次出现位置从大到小为 j1 > j2 > · · · > jz′。所

以若 x > z′，则 sl+i−1在 s[l, |s|]中首次出现，那么 bi = 0；否则 sl+i−1在 s[l, |s|]中并非
首次出现，所以 bi = x。

因此我们得到结论：

性质 4.4. 对于字符串 s和整数 1 ≤ l ≤ |s|+ 1，设 s的形状序列为 a，s[l, |s|]的形状序列
为 b。

对于 1 ≤ i ≤ |s| − l + 1，bi =

al+i−1, al+i−1 ≤ n0(b[1, i − 1]);

0, al+i−1 > n0(b[1, i − 1]).

根据该性质，我们可以遍历 i = 1, 2, . . . , |s| − l + 1递推确定 bi，它只和形状序列 a而不

和原字符串 s有关。我们把子串看作后缀的前缀，可作如下定义：

定义 4.4. 对于合法形状序列 a和整数 1 ≤ l ≤ r ≤ |a|，令 a关于区间 [l, r]的子形状序列

为一个长度为 r − l + 1的序列 b，满足：

对于 1 ≤ i ≤ r − l + 1，bi =

al+i−1, al+i−1 ≤ n0(b[1, i − 1]);

0, al+i−1 > n0(b[1, i − 1]).
a关于区间 [l, r]的子形状序列记作 subshape(a, l, r)。
特殊地，对于不在上述范围内的 l, r，subshape(a, l, r) = ϵ。
对于整数 1 ≤ l ≤ |a|+ 1，subshape(a, l, |a|)统称为 a的后缀形状序列。

需要指出的是，子形状序列不同于子序列和连续子序列，它不仅要求截取连续的一段，

还需要对越界的项进行处理。

由性质 4.1、性质 4.4立得：

性质 4.5. 设字符串 s的形状序列为 a，则子串 s[l, r]的形状序列为 subshape(a, l, r)。

现在讨论合法形状序列和其子形状序列的 0的个数的关系。

性质 4.6. 对于合法形状序列 a和整数 l, r，n0(subshape(a, l, r)) ≤ n0(a)。

证明. 设 a是字符串 s的形状序列，则 subshape(a, l, r)是 s[l, r]的形状序列。

所以 n0(subshape(a, l, r))为 s[l, r]中不同字符数，自然不超过 s中不同字符数，即 n0(a)。

□

4.3 算法二：n = 1，L ≤ 1000

将 S 1的所有后缀的形状序列插入 Trie。对最终 Trie的每个结点，统计其代表的形状序
列对应的字符串数。

时间复杂度 O(L2)，空间复杂度 O(kL2)，期望得分 9分。
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4.4 算法三：n = 1，L ≤ 105

算法三基于后缀数组 [3]。
沿用后缀数组的思想，我们试图求出任意两个后缀的形状序列的 LCP，并比较字典序

大小。

记 S 1的形状序列为 A，非空后缀 S 1[l, L]的形状序列为 A(l)。设 A(l)中所有为 0的位置

集合为 Pl，那么对于 1 ≤ i ≤ L − l + 1，A(l)
i =

Al+i−1 i < Pl;

0 i ∈ Pl.

注意到，i ∈ Pl 当且仅当 S 1,l+i−1在 S 1[l, L]中第一次出现，可以通过简单的倒序递推求

出。

因此，为求出 LCP
(
A(l), A(l′)

)
并比较 A(l)和 A(l′)的字典序大小，我们可以按照如下步骤

进行：

1. 利用后缀数组预处理 A的任意两个后缀的 LCP；

2. 预处理 P1, P2, . . . , PL；

3. 设 Pl ∪ Pl′ 含有元素 i1 < i2 < · · · < iz，称它们为特殊点；

4. 对特殊点直接比较，对相邻两个特殊点间的连续子序列，利用后缀数组求它们的 LCP
后比较。

如果采用 O(L)时间预处理、O(1)时间查询的后缀数组算法，以上算法预处理时间复杂

度 O(Lk)，单次查询时间复杂度 O(k)。

将 A(1), A(2), . . . , A(L)按照字典序从小到大排序，设排在第 i位的形状序列是 A(sai)，A(i)

排在第 ranki 位。记 hi = LCP
(
A(sai), A(sai+1)

)
（1 ≤ i < L）。根据后缀数组的相关结论，对于

S 1的两个非空子串 S 1[i, i + l − 1]和 S 1[ j, j + l − 1]（i , j），若不妨设 ranki < rank j，则它们

相似当且仅当 l ≤ min{hx | ranki ≤ x < rank j}。
如果采用快速排序，由于单次比较时间为 O(k)，总时间为 O(kL log L)，这是本算法的

时间瓶颈。

现在我们可以开始统计了。先考虑怎么快速求一个合法形状序列的所有非空前缀对应

的字符串数量。

对于合法形状序列 a，设它的所有 0 的位置从小到大为 i1 < i2 < · · · < iz。如果设

iz+1 = |a|+ 1，那么 a的所有长度位于区间 [ix, ix+1)的前缀均含有 x个 0，也就是对应 Ax
k 个

字符串。因此它的所有非空前缀对应的字符串数量为：

z∑
x=1

(ix+1 − ix)Ax
k
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记G(l, r) =
∣∣∣{s | ∃r′ ∈ [l, r], s ∼ S 1[l, r′]}

∣∣∣，它可以对 subshape(A, l, r)做上述算法求得，单
次求算时间复杂度 O(k)。

现在我们着手解决原问题。

设 T (i, j)表示全体满足 l ∈ {sai, sai+1, . . . , sa j}，l ≤ r ≤ L的子串 s[l, r]的形状序列集合，

F(i, j)表示 T (i, j)总共对应的字符串数量。

当 i = j时 F(i, j) = G(sai, L)。

当 i < j 时，设 hi, hi+1, . . . , h j−1 中最小的是 hm（若最小值有多个，任取一个）。那么，

hm = LCP{A(sax) | i ≤ x ≤ j}。所以 u ∈ T (i,m) ∩ T (m + 1, j)当且仅当 u是 A(sai) 的长度不超

过 hm的非空前缀。换句话说，两部分形状序列的交集是 T (sai, sai + hm − 1)。因此，将两部
分的贡献相加，再扣除重复贡献，我们可以写出如下的式子：

F(i, j) = F(i,m) + F(m + 1, j) −G(sai, sai + hm − 1)

按照这个式子递归求解 F(1, L)即为答案。由于 1 ≤ m < L作为最小值点只能出现在一

次递归中，总共递归到的状态数是 O(L)级别的。

综上所述，这个算法时间复杂度 O(kL log L)，空间复杂度 O(kL)，期望得分 20分。

5 设计新算法解决一般情况下的问题

当 n ≥ 2时，字符串相互影响较大，并且难以化归到单字符串的情况下求解，我们必须

另寻出路。

我们考虑怎样的字符串是好的。

定义 5.1. 字符串 T 是i–好的，当且仅当存在字符串 T 的一个划分 TiTi+1 · · · Tn，使得

∀i ≤ j ≤ n，T j ∈ C j。特别地，字符串 T 是 (n + 1)–好的，当且仅当 T = ϵ。

引理 5.1. 对于 1 ≤ i ≤ n和字符串 T，设 T [1, r]是 T 的最长前缀，使得 T [1, r] ∈ Ci。则

T 是 i–好的，当且仅当 T [r + 1, |T |]是 (i + 1)–好的。

证明. 充分性显然，只需证必要性。
假设 T 是 i–好的，相应划分为 TiTi+1 · · · Tn。

由 T [1, r]的最长性，得 |Ti| ≤ r。

对于子串 T j（i < j ≤ n），若 T j = ϵ，则令 T ′j = ϵ；否则若 T j 对应的位置区间是 [a, b]，

则令 T ′j = T [max{a, r + 1}, b]，它为 T j 的子串，由性质 3.2及 T j ∈ C j 自然可得 T ′j ∈ C j。又

T [r + 1, |T |] = T ′i+1T ′i+2 . . . T
′
n，故 T [r + 1, |T |]是 (i + 1)–好的。 □

反复应用引理 5.1，可得以下定理：
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定理 5.1. 对于字符串 T，设 R1 = T。

对于 1 ≤ i ≤ n，取 Ri 的最长前缀 Ri[1, r]，使 Ri[1, r] ∈ Ci。令 Ri+1 = Ri[r + 1, |Ri|]。
则 T 是好的，当且仅当 Rn+1 = ϵ。

获取了一个字符串为好字符串的充要条件后，我们需要建立模型来描述上述定理，从

而进行计数。

5.1 算法四：k = 2，L ≤ 1000

不难想到一种思路，即构造一个自动机使得其恰好接受好的字符串，随后利用递推对

其接受的字符串数计数。

对于每个字符串 S i，令部分 DFA Mi = (Qi,Σ, δi, q̄i,Qi)为一棵 Trie。枚举 f，将 S i的每

个后缀作用 f 后插入到 Mi 上。则 Mi 接受的字符串集合恰为 Ci。

我们现在考虑构造部分 DFA M′i = (Q′i ,Σ, δ
′
i , q̄
′
i , F

′
i )，使得其恰好接受所有 i–好的字符

串。

首先构造 M′n+1。这是容易的：Q′n+1 = F′n+1 = {q̄′n+1}，无转移。
对于 i = n, n− 1, . . . , 1，我们递推地构造 M′i。根据引理 5.1，我们应该在自动机 Mi中接

受尽量长的前缀，并将剩余部分输入自动机 M′i+1中继续判定。

因此，构造如下：

• Q′i = F′i = Qi ∪ Q′i+1

• q̄′i = q̄i

• 对于 q ∈ Q′i+1及 α ∈ Σ，δ′i(q, α) = δ′i+1(q, α)。

• 对于 q ∈ Qi 及 α ∈ Σ，δ′i(q, α) =

δi(q, α), δi(q, α) , 0;

δ′i+1(q̄
′
i+1, α), δi(q, α) = 0.

那么，自动机 M′1接受的就是所有好的字符串。

记 f (u)表示在 M′1中状态 u接受的字符串数，进行递推。
∑

u∈Q′1 f (u)即为所求。

这个算法，总时空复杂度 O(L2)，期望得分 15分。

5.2 算法五：L ≤ 1000

根据之前的分析，形状序列是我们判定字符串相似的有力工具。我们试图从形状序列

入手。

首先，我们将定义 5.1与引理 5.1改写到形状序列上。
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定义 5.2. 合法形状序列 A是i–好的，当且仅当存在整数 0 = pi−1 ≤ pi ≤ · · · ≤ pn = |A|，
使得 ∀i ≤ j ≤ n，subshape(A, p j−1 + 1, p j)是 S j 的至少一个子串的形状序列。特别地，合法

形状序列 A是 (n + 1)–好的，当且仅当 A = ϵ。

一个合法形状序列是好的，当且仅当它是 1–好的。

对照定义 5.1与定义 5.2，可得：

引理 5.2. 一个字符串是 i–好的，当且仅当其合法形状序列是 i–好的。

引理 5.3. 对于 1 ≤ i ≤ n和合法形状序列 A，设 A[1, r]是 A的最长前缀，使得 A[1, r]是

S i的至少一个子串的形状序列。则 A是 i–好的，当且仅当 subshape(A, r+1, |A|)是 (i+1)–好
的。

我们沿用算法四的思路，对于各字符串的所有子串的形状序列建立自动机。以下我们

讨论的字符集均为 Σ′ = {0, 1, . . . , k}。
对于每个字符串 S i，令部分 DFA Mi = (Qi,Σ

′, δi, q̄i,Qi)为一棵 Trie，将字符串 S i 的所

有后缀的形状序列插入到 Mi上。则 Mi能接受所有 S i的子串的形状序列。记 zq表示状态 q

接受的合法形状序列中 0的个数。

对于 a > zq，令 δi(q, a) = δi(q, 0)。那么根据定义 4.4，合法形状序列 A的子形状序列

subshape(A, l, r)被自动机 Mi 接受，当且仅当其连续子序列 A[l, r]被自动机 Mi 接受。

构造部分 DFA M′i = (Q′i ,Σ
′, δ′i , q̄

′
i , F

′
i )以接受所有 i–好的合法形状序列，构造同算法四。

那么一个合法形状序列是好的，当且仅当它被 M′1 接受。但是，M′1 接受的序列并不一定是

合法形状序列。

现在我们着手统计答案。记 f (q) 表示形状序列被自动机 M′1 的状态 q 接受的字符串

数。考虑 q接受的所有合法形状序列，设为 A1, A2, . . . , Am。由性质 4.6，有 zq ≤ n0 (Ai)。设

n0 (Ai) = z，对每个整数 0 ≤ a ≤ z，考虑接受合法形状序列 Ai · (a)的状态及这一转移贡献的
字符串数：

• a = 0，那么 Ai · (a)被状态 δ′1(q, 0)接受，字符串数：Az+1
k = (k − z)Az

k。

• 1 ≤ a ≤ zq，那么 Ai · (a)被状态 δ′1(q, a)接受，字符串数：Az
k。

• zq < a ≤ z，那么 Ai · (a)被状态 δ′1(q, a) = δ′1(q, 0)接受，字符串数：Az
k。

那么 Ai 对 f (δ′1(q, 0))贡献了 (k − zq)A
n0(Ai)

k ，对 f (δ′1(q, a))（1 ≤ a ≤ zq）贡献了 An0(Ai)

k 。

结合 f (q) =
∑m

i=1 An0(Ai)

k ，可得一个状态 q对 f (δ′1(q, 0))贡献了 (k − zq) f (q)，对 f (δ′1(q, a))

（1 ≤ a ≤ zq）贡献了 f (q)。对于 a > zq，转移 δ
′
1(q, a)的贡献已经在 δ

′
1(q, 0)中计算过，可

以删去。至此，我们可将自动机 M′1 对应为一张加权有向无环图，对其进行带权路径计数。∑
q∈Q′1 f (q)即为所求。

值得一提的是，在删去多余的转移后，M′i 事实上等同于：
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• Q′i = F′i = Qi ∪ Q′i+1

• q̄′i = q̄i

• 对于 q ∈ Q′i+1及 0 ≤ a ≤ zq，δ
′
i(q, a) = δ

′
i+1(q, a)。

• 对于 q ∈ Qi 及 0 ≤ a ≤ zq，δ
′
i(q, a) =

δi(q, a), δi(q, a) , 0;

δ′i+1(q̄
′
i+1, 0), δi(q, a) = 0.

对于每个转移 δi(q, a) , 0，若 a = 0，其权值为 k − zq，否则其权值为 1。

这个算法，时空复杂度为 O(kL2)，期望得分 39分。

5.3 后缀自动机的扩展——子形状自动机

不难发现，算法五的劣势在于自动机的状态数过多。很多状态彼此等效，因此有巨大

的优化空间。事实上，对于合法形状序列 A，本节将构造一种状态数与转移数均为 O(k|A|)
的部分 DFA，使得其恰好接受 A的所有子形状序列。

既然我们可以建立后缀自动机 [1, 4]来接受一个字符串的其所有子串，联想一下，能否
建立子形状自动机，使得其接受一个合法形状序列的所有子形状序列呢？

5.3.1 子形状自动机的定义及其大小

现在设 A 为某合法形状序列。对于 A 的子形状序列 B，设 B 在 A 中的右端点集合为

RA(B) = {r|subshape(A, r − |B|+ 1, r) = B}。特别地，令 RA(ϵ) = {0, 1, . . . , |A|}。
若 A的子形状序列 B, B′ 满足 |B| ≤ |B′|，且 RA(B) ∩ RA(B′) , ∅，则 B是 B′ 的后缀形状

序列，RA(B) ⊆ RA(B′)。因此，所有子形状序列的右端点集合，若相同的只保留一个，则包

含关系可构成一棵树。一个结点要么有至少两个子结点，要么是一个元素出现的最深的集

合。因此，可得不同的右端点集合只有不超过 2|A|+ 1种。

对于 A的子形状序列 B, B′，我们说 B ≡A B′，当且仅当 RA(B) = RA(B′)。显然 ≡A 是一

个等价关系。在 ≡A 下，子形状序列 B所在的等价类记为 [B]A。它有以下性质：

引理 5.4. 若 B,C, B′ 是非负整数序列，BC, B′C 都是 A 的子形状序列，B ≡A B′，则

BC ≡A B′C。

推论 5.1. 若 B,C, B′是非负整数序列，BC是 A的子形状序列，B ≡A B′且 n0(B) = n0(B′)，

则 B′C也是 A的子形状序列，BC ≡A B′C且 n0(BC) = n0(B′C)。

引理 5.5. 若 A的子形状序列 B, B′满足 B ≡A B′，则 B是 B′的后缀形状序列，或者反之。
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因此，存在部分 DFA DA = (Q,Σ′, δ, q̄,Q)，使得其每个状态均形如 q = (E, z)，其中 E

为 ≡A 下的一个等价类，z 为一个非负整数，表示该状态接受 A 的子形状序列 B当其仅当

[B]A = E且 n0(B) = z。对于 q = (E, z)，记 Eq = E, zq = z。构造如下 [2,引理 2]：

• 初始状态 q̄ = ([ϵ]A, 0)。

• 对于状态 q和状态 q′，若存在序列 B和非负整数 a使得 B被 q接受，B · (a)被 q′ 接

受，则 δ(q, a) = q′。

这个部分 DFA DA 称作形状序列 A的子形状自动机。

由于不同的右端点集合数为O(|A|)级别，0的个数不超过 k，所以DA的状态数为O(k|A|)。
这个级别是容易达到的，只需构造 (0)k(1)|A|−k。

以初始状态为根，取 DA 对应的有向无环图的一棵外向树。对于图的每条非树边 ⟨u, v⟩，
从根沿树边到 u、u到 v、v沿树边到任意一个叶结点的路径对应了 A的至少一个后缀形状

序列，且一个后缀形状序列与其转移路径的第一条非树边（如果存在）对应。所以非树边至

多 |A|条。因此，DA 的转移数与状态数同阶。

5.3.2 子形状自动机的构造算法

现在我们给出 DA 的构造算法。

对于每个状态，定义其代表元为其接受的序列中最长的那一个。若 B是 q的代表元，则

q接受的所有字符串均为 B的后缀形状序列。

因此对于一个状态 q，设它的代表元为 B，则令 lenq = |B|。对于 B 的后缀形状序列

Bl = subshape(B, l, |B|)，|R(Bl)|随 l非严格递增（由性质 4.5），n0(Bl)随 l非严格递减（由性

质 4.6）。于是可得：存在非负整数 L使得 q接受了 B的长度不小于 L的所有后缀形状序列。

对于 q , q̄，L , 0，则定义状态 q的后缀连接 parentq 是接受 B的长度为 L − 1的后缀形状
序列的状态。特别地，记 parentq̄ = 0。

定义状态 q的后缀链 S C(q)是指从 q开始沿后缀连接跳转所经过的状态序列。形式化

地，可递归定义：S C(q̄) = (q̄)，S C(q) = (q) · S C(parentq)。那么，S C(q)接受了 q的代表

元的所有后缀形状序列。

考虑从空串开始，每次在末尾添加一个字符，并维护每个状态 q对应的 zq, lenq, parentq。

Dϵ 是平凡的。

设序列 B、非负整数 a，使得 B′ = B · (a)为合法形状序列，假设现在已知 DB，考虑在

其基础上构造 DB′。则新加入的字符串为 B′的所有后缀形状序列。

对于整数 1 ≤ l ≤ |B′|有：

subshape(B′, l, |B′|) =

Bl · (a), a ≤ n0(Bl);

Bl · (0), a > n0(Bl).
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以下记 tr(q, a) =

a, a ≤ zq;

0, a > zq.

于是，若 q接受 Bl，则 subshape(B′, l, |B′|)应被 δ(q, tr(q, a))接受。
以下设在自动机 DB中，B由状态 sinkB = ([B]B, n0(B))接受。

增加一个字符的过程与一般的后缀自动机类似，不同点为：

• 对于 sinkB的后缀链上的状态 q，其对应转移的项为 tr(q, a)而不是 a。

• 对于 sinkB的后缀链上的状态 q、当前增加的状态 p，若 zq + [tr(q, a) = 0] < zp，则需

要按照后缀自动机的拆分算法来拆分 p。

明确起见，我们给出伪代码：

Algorithm 1 update(B, a)
Require: 当前自动机为 B的子形状自动机，B · (a)为合法形状序列
Ensure: 修改后自动机为 B′ = B · (a)的子形状自动机
1: q := sinkB

2: 新建状态 p

3: sinkB′ := p

4: zp := zq + [a = 0]

5: lenp := lenq + 1

6: while q , 0 and δ(q, tr(q, a)) = 0 do
7: if zq + [tr(q, a) = 0] < zp then
8: p := split_new_node(p, q, tr(q, a))

9: end if
10: δ(q, tr(q, a)) := p

11: q := parentq

12: end while
13: if q = 0 then
14: parentp := q0

15: return
16: end if
17: r := δ(q, tr(q, a))

18: if lenr = lenq + 1 then
19: parentp := r

20: else
21: parentp := split_old_node(r, q, tr(q, a))

22: end if
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在算法 1中，我们用到了 split_new_node(p, q, c)表示从新状态 p中拆分出从 δ(q, c)转

移而来的区间。该算法实现如下：

Algorithm 2 split_new_node(p, q, c)
1: 新建状态 p′

2: zp′ := zq + [c = 0]

3: lenp′ := lenq + 1

4: parentp := p′

5: return p′

在算法 1中，我们用到了 split_old_node(r, q, c)表示从旧状态 r中拆分出从 δ(q, c)转移

而来的区间。该算法实现如下：

Algorithm 3 split_old_node(r, q, c)
1: 新建状态 r′

2: zr′ := zq + [c = 0]

3: lenr′ := lenq + 1

4: parentr′ := parentr

5: parentr := r′

6: for all x ∈ Σ do
7: δ(r′, x) := δ(r, x)

8: end for
9: while q , 0 and δ(q, c) = r do
10: δ(q, c) := r′

11: q := parentq

12: end while
13: return r′

现在我们分析该算法的时间复杂度。注意到，如果使用数组保存各转移，空间复杂度

为 O(k2|A|)，任意单次操作时间为 O(1)。每次增量，至多拆分 k个新状态，每次拆分需 O(1)

时间；至多拆分一个旧状态，每次拆分中，复制信息和转移需 O(k)时间。故这些操作的总

时间为 O(k|A|)。因此只需考虑新增或修改后缀链的转移的时间。
考虑 |S C(sinkB′)|相对于 |S C(sinkB)|的变化。对于状态 q̄ , p ∈ S C(sinkB)，均存在

q ∈ S C(sinkB)，使得 δ(q, tr(q, a)) = p。对于新增或修改后缀链的转移，其要么指向新状态，

要么指向拆分出的旧状态，因此至多有 k +1种不同的后继状态。因此若新增或修改了后缀

链上 t个状态的转移，则有

|S C(sinkB′)| ≤ |S C(sinkB)| − t + k + 1
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初始 |S C(q̄)| = 1，且 |S C(sinkB)| > 0恒成立。所以新增或修改后缀链的转移的总次数

也为 O(k|A|)级别。
所以我们可得结论：

定理 5.2. 对于合法形状序列 A，可以在 O(k|A|)时间、O(k2|A|)空间内，构造一种状态
数与转移数均为 O(k|A|)的部分 DFA，使得其恰好接受 A的所有子形状序列。

5.4 算法六：k ≤ 5

记 S i 的形状序列为 Ai，Mi 为 Ai 的子形状自动机，其余部分同算法五。

优化后，M′1的状态数为 O(
∑n

i=1 k|Qi|) = O(kL)，每个状态的有效转移数均为 O(k)，因

此总时空复杂度 O(k2L)，期望得分 70分。结合算法三，期望得分 81分。

5.5 合并相同转移

事实上，子形状自动机还有优化的空间。

在合法形状序列 A的子形状自动机 DA = (Q,Σ′, δ, q̄,Q)中，若状态 q , q′ 但 Eq = Eq′，

则对于 1 ≤ a ≤ min{zq, zq′}，有 Eδ(q,a) = Eδ(q′,a)。对于 1 ≤ a ≤ zq，若 δ(q, a) 存在，则有

zδ(q,a) = zq。

于是，对于等价类 E，若其中最长的序列为 B，我们定义 δ(E, a) = [B · (a)]A。特别地，若
B·(a)不是 A的子形状序列，则 δ(E, a) = 0。于是，对于 1 ≤ a ≤ zq，均有 δ(q, a) = (δ(Eq, a), zq)。

因此，对于每个状态 q = (E, z)，都只需要额外记录 δ(q, 0)。

由于非空的等价类只有 O(|A|)个，可得只需要 O(k|A|)空间来记录转移，因此我们得到
更强的结论：

定理 5.3. 对于合法形状序列 A，可以在 O(k|A|)时间、O(k|A|)空间内，构造一种状态数
与转移数均为 O(k|A|)的部分 DFA，使得其恰好接受 A的所有子形状序列。

5.6 算法七：无特殊限制

上述优化无法直接用于算法五中构造的 M′1，考虑进一步优化。仍然设 f (q)表示在自

动机 M′1对应的加权有向无环图中，从 q̄′1到 q的所有路径上，各边权值积之和。

现在我们放弃显式建立自动机 M′1。对于 ≡Ai 的等价类 E，统一考虑所有状态 (E, z)在

递推中对后继状态的贡献。

在原自动机中，转移只有 O(kL)条，这部分转移可以直接枚举。对于新加入的转移，设

Mi 的状态 q = (E, z)和整数 0 ≤ a ≤ z使得 Mi(q, a) = 0，对于这样的转移，我们有：

• 若 a = 0，则枚举状态直接转移，总共有 O(kL)条转移。
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• 若 1 ≤ a ≤ z，这意味着 δi(Eq, a) = 0，则 q对 f (δ′i+1(q̄
′
i+1, 0))贡献了 f (q)。可以换一

个角度看：对于每个等价类 E，记 mE 和 ME 分别表示使得状态 (E, z)存在的 z的最小

值和最大值。所有状态 (E, z)总共对 f (δ′i+1(q
′
i+1, 0))贡献了

∑ME
z=max{mE ,a} f ((E, z))，这

可以用后缀和快速计算。所以这部分的时间复杂度优化到了 O(kL)。

这样，这个算法的总时空复杂度降低到 O(kL)，期望得分 100分。

6 讨论与扩展

6.1 子形状自动机的优点

子形状自动机在处理子串的相似关系时，较基于后缀数组的算法（见算法三），构建的

时间复杂度更低，空间复杂度不变。由于自动机的结构更加直观，在面对一些问题如本题

时，容易设计出优秀的算法；而本题特意抓住后缀数组算法的弱点来命制，暴露出了后缀数

组或后缀树在处理字符串匹配问题的场景中信息大量压缩、不够直观的问题。

6.2 子形状自动机的局限性

子形状自动机的各项复杂度仍然与字符集大小有关，难以处理字符集较大的情况。不

过，基于后缀数组或后缀树的算法同样无法处理字符集较大的情况。

6.3 子形状自动机在其它一类关系下的应用

本题中，从字符串对应到形状序列，可以用自动机变换 [2]3 M : Σ∗ → (Σ′)∗描述。

M : Σ∗ → (Σ′)∗是自动机变换，当且仅当存在四元组 (Q,MQ,MΣ′ , q̄)，其中，Q是一个

有限的状态集合，MQ : Q × Σ → Q 是转移函数，MΣ′ : Q × Σ → Σ′ 是变换函数，q̄ ∈ Q

是初始状态，满足 ∀s ∈ Σ∗，存在状态序列 (q0, . . . , q|s|)，使得 q0 = q̄，qi = MQ(qi−1, si)，

M(s)i = MΣ′(qi−1, si)，且 |M(s)| = |s|。其中使得 |Q|最小的四元组 (Q,MQ,MΣ′ , q̄)称为 M的

最小自动机 [2,引理 2]。
本题主要利用了等价关系 ∼的下列性质：

• 存在自动机变换 M : Σ∗ → (Σ′)∗，使得 ∀s, t ∈ Σ∗，s ∼ t ⇐⇒ M(s) = M(t)。仍然称

M(s)为 s的形状序列，如果 a ∈ ImM，称 a为合法形状序列。

• 一个合法形状序列的后缀，可以按照长度分成 K个区间，每个区间均被 M的最小自

动机的同一个状态接受。

3这里与原文的定义略有区别。
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对于满足这些性质的等价关系，利用本文的算法，均能在 O(K|a|)时间、O(K|a||Σ′|)空
间内建立合法形状序列 a对应的子形状自动机，其状态数、转移数均为 O(K|a|)级别，从而
解决这类子串等价关系问题。如果 |Σ′|较大，还可以利用可持久化线段树保存转移，时空复
杂度均为 O(K|a| log |Σ′|)。

这类性质不但包括本题中的相似，还包括例如：

例 6.1. 在字符集 Σ上定义一个全序 ≤，对于 s, t ∈ Σ∗，s ∼ t当且仅当 |s| = |t|且
∀1 ≤ i, j ≤ |s|，[si ≤ s j] = [ti ≤ t j]。

解. 对于字符串 s，其形状序列为非负整数序列 a，使得 |a| = |s|。设在 s[1, i]中出现的各字母

中，si为第 x小的。若 si在 s[1, i−1]中出现过，则 ai = 2x，否则 ai = 2x−1。Σ′ = {1, 2, . . . , 2k−1}，
K = |Σ|+ 1。

例 6.2. Σ是 M以内全体正整数集，对于 s, t ∈ Σ∗，s ∼ t当且仅当 |s| = |t|且 ∀1 ≤ i ≤ |s|，
si/ gcd(s1, s2, . . . , si) = ti/ gcd(t1, t2, . . . , ti)。

解. 对于序列 s ∈ Σ∗，其形状序列为非负整数序列 a，使得 |a| = |s|，ai = si/ gcd(s1, s2, . . . , si)，

Σ′ = {1, 2, . . . ,M}，K = ⌊log2 M⌋+ 1。

7 总结

7.1 命题思路

在 2019 年由日本经济新闻社与 AtCoder 共同主办的第二届全日统一编程之王决赛中，
出现了一道新颖的试题。该题的研究对象是一类与其反串相似（定义同本题）的字符串，参

考解法通过巧妙地扩展 Manacher算法，并对这种情况下的 Manacher算法的时间复杂度进
行仔细的分析，最终得到了一种高效而简洁的解法。作者学习该题时很受启发，进一步地

对类似问题进行了扩展研究。

于是，同一个字符串的两个子串的相似关系首先进入了作者的视线。针对此类问题，以

往有一种基于后缀数组的算法。而作者对此类问题下后缀自动机的扩展应用展开了研究，通

过引入辅助序列描述等价类、将转移不同的等价类分开，发现了在该类问题上相较于后缀

数组更高效、更直观、更简便的数据结构——子形状自动机。

为了进一步体现子形状自动机建图直观的优势，作者将 2017年山东一轮集训《字符串》
4与子形状自动机结合，命制了《太阳神的宴会》一题。

本题在部分分的设计上，覆盖了单串情形的经典算法，选手思考单串情形，可以发现形

状序列这一重要工具。在多串情形下建立自动机，对选手的知识和模型积累提出了一定要

求，作者对不同层次的算法给出了多样的部分分，引导选手往正解的方向思考。

4https://loj.ac/p/6071
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7.2 算法扩展

本文探究了一类基于自动机变换的等价关系，针对这类等价关系提出了子形状自动机

及其构造算法，直观、快速、简便地处理了本质不等价子串的有关问题。在题中相似关系的

特殊情形下，还通过合并相同转移节省了空间，在这一问题上取得了优于原有算法的进展。

我希望《太阳神的宴会》这道题能够带给大家更多关于子形状自动机以及字符串的等价类

问题的思考。
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后缀树的构建

广州市第二中学 代晨昕

摘 要

后缀树是处理字符串匹配问题的利器。本文主要介绍它的两种在线构建方法，并给出

了一些应用。

1 前言

后缀数据结构，如后缀自动机和后缀树，在若干年以前进入了国内信息学竞赛选手们

的视野，现在已经有了广泛的应用。然而，不同于后缀自动机，国内鲜有介绍后缀树构建方

法的资料，本文力图弥补这方面的空白。

本文第二、三节主要讲述关于字符串和后缀树的一些基础定义。第四节将介绍从后往

前构造后缀树的方法。第五节将介绍从前往后构造后缀树的方法。第六节介绍了一些例题。

第七节总结全文。

2 基础定义

记构建后缀树的母串为 S，长度为 n。

令 S [i]表示 S 中的第 i个字符，其中 1 ≤ i ≤ n。

令 S [l, r]表示 S 中第 l个字符至第 r个字符组成的字符串，称为 S 的一个子串。

记 S [i, n]为 S 的以 i开头的后缀，S [1, i]为 S 的以 i结尾的前缀。

若 str1，str2为单一字符或字符串，令 str1+ str2表示将 str1和 str2拼接后得到的字符

串。

如无特殊说明，本文默认字符串 S 的字符集为所有小写字母，即字符集大小为常数。

3 后缀树的定义

定义字符串 S 的后缀 trie为将 S 的所有后缀插入至 trie树中得到的字典树。在后缀 trie
中，节点 x对应的字符串为从根节点走到 x的路径上经过的字符拼接而成的字符串。记后
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缀 trie中所有对应 S 的某个后缀的节点为后缀节点。

容易看出后缀 trie的优越性质：它的非根节点恰好能接受 S 的所有本质不同非空子串。

但构建后缀 trie的时空复杂度均为 O(n2)，在很多情况下不能接受，所以我们引入后缀树的

概念。

如果令后缀 trie中所有拥有多于一个儿子的节点和后缀节点为关键点，定义只保留关
键点，将非关键点形成的链压缩成一条边形成的压缩 trie树为后缀树 (Suffix Tree)。

如果仅令后缀 trie中所有拥有多于一个儿子的节点和叶结点为关键点，定义只保留关
键点形成的压缩 trie树为隐式后缀树 (Implicit Suffix Tree)。容易看出隐式后缀树为后缀树
进一步压缩后得到的结果。

在后缀树和隐式后缀树中，每条边对应一个字符串；每个非根节点 x对应了一个字符

串集合，为从根节点走到 x的父亲节点 f ax经过的字符串，拼接上 f ax至 x的树边对应的字

符串的任意一个非空前缀。

令 mxx 表示 x对应的字符串集合中最长的字符串，lenx 表示 mxx 的长度。

图 1: 字符串”cabab”对应的后缀 trie、后缀树和隐式后缀树

引理 3.1：长度为 n的字符串 S 构建的后缀树节点数不超过 2n。

证明.考虑将 S 的后缀逐个插入至后缀 trie中。从第二次插入开始，每次最多新增一个
拥有多于一个儿子的节点和一个后缀节点，所以后缀 trie中关键点个数最多为 2n个，得证。

4 支持从后往前添加字符的后缀树构建

一个广为人知的结论是：后缀自动机的 parent数组即为反串的后缀树 [1]，利用反串的

后缀自动机来构建后缀树也成为了现在构建后缀树的主流算法。接下来将从后缀树的角度

来描述此算法的过程。

4.1 一些定义

在后缀 trie中，记 transx,c表示在节点 x对应的字符串开头添加字符 c后对应的节点，如

果不存在设为空状态 NULL。
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对 S 的某子串 str，令 le f tposstr 表示 str在 S 中出现位置的左端点集合。

由后缀树的定义推出：在后缀树上每个节点 x对应的字符串集合的 le f tpos集合相同，

可以记为 le f tposx，且不同的两个节点的 le f tpos集合不相同。易得节点 x对应的所有字符

串开头添加字符 c后得到的字符串的 le f tpos集合都相同，在后缀树中一定对应同一节点 y，

可以直接定义 transx,c = y。实际上，这就是反串的后缀自动机的转移边。

4.2 算法过程

考虑增量法，从后往前加入字符。假设已经维护好 S [i + 1, n]的后缀树以及所有节点的

trans转移边，现在需要在后缀树中加入后缀 i。设 S [i] = x。

记录后缀 i + 1 对应的节点 last，新增后缀节点 np 表示 S [i, n]。现在，我们希望求出

S [i, n]在原树中出现过的最长前缀。由于 S [i, n]的前缀即为 S [i + 1, n]的前缀在前端添加字

符 x，所以找出 last的深度最深的祖先 p使得 transp,x 存在，那么 x + mxp 就是 S [i, n]在原

树中出现过的最长的前缀。令 q = transp,x，有两种情况：

1.mxq = x +mxp，即 lenq = lenp + 1。此时在后缀树中会新增一条 np至 q的边，将 f anp

设为 q即可。

2.lenq > lenp + 1。此时在 q与 f aq 之间需要新建节点 nq，令 lennq = lenp + 1，并将 f anq

设为 f aq，f anp和 f aq设为 nq。同时，我们还需要维护 trans的变化。nq的转移边可以直接

复制 q的转移边得到。同时，transp,x 需要设为 nq；如果 trans f ap,x = q，也需要重新设为 nq

……从 p点不断往根移动，不断修改转移边，直到发现当前节点 p1添加字符 x不会转移到

q为止。

图 2: 情况 2示意图

最后，从 last到 p之间的节点也需要新增到 np的转移，再将 last设为 np即可。
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4.3 算法时间复杂度证明

算法的正确性是显然的，但是时间复杂度仍有疑问。

引理 4.1：所有 trans转移边的个数为 O(n)级别（事实上，也与字符集大小无关）。

即证反串后缀自动机转移边数量为 O(n)级别。证明可见 [2]，这里不再赘述。

考虑算法过程，除了情况 2中“将连向 q的转移边重新设为 nq”，其余步骤都伴随着新

增节点或转移边，所以只需考虑这一步的时间复杂度即可。

设节点 x的深度为Depx。考虑Dep f anq和Depp1。由于 f anq的任何祖先（不包括 root）一定

可以由某个 p1的祖先（包括 root）通过前端添加字符 x转移而来，所以有Dep f anq ≤ Depp1+1。

设转移边重定向进行了 k次，那么有：

Depnp = Dep f anq + 2 ≤ Depp1 + 3 = Depp − k + 3 ≤ Deplast − k + 3

将每一步操作后的 Deplast 设为势能函数。每次转移边重定向都伴随着 Dep的减小，且

Dep每次只会增加常数，通过势能分析可以得出这一步操作的总时间复杂度为均摊 O(n)。

综上所述，此算法构建后缀树的时间复杂度为 O(n)。

4.4 算法总结

当字符集大小视为常数时，本算法达到了 O(n)的时间复杂度下界，同时实现不算复杂，

是离线构建后缀树的首选。然而，本算法只能支持在前端动态插入字符构造后缀树，在很

多问题中，我们需要支持动态末端插入的构造方法，在下一节中将介绍另一种支持动态末

端插入的后缀树构建算法——Ukkonen算法 [3]。

5 支持从前往后添加字符的后缀树构建

Ukkonen算法维护了 S 的隐式后缀树，并支持在末端插入字符。

称 S 的隐式后缀树为 S Tree(S )。

在 S Tree(S )中，每个叶结点对应了 S 的一个后缀。称在 S Tree(S )中不作为叶结点出

现的后缀为 S 的隐式后缀，其余后缀为显式后缀。考虑隐式后缀具有什么样的性质。

引理 5.1：若 S [i, n]为 S 的隐式后缀，则对于 ∀ j > i，S [ j, n]也为 S 的隐式后缀。

证明.由 S [i, n]为隐式后缀可知，存在字符 c使得 S [i, n]+ c为 S 的子串，所以 S [ j, n]+ c

也为 S 的子串，由隐式后缀树的定义可知 s[ j, n]也不作为叶结点出现。证毕。
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所以，S 的隐式后缀一定为 S 的后缀中最短的那些。在算法流程中，我们同时维护 S

的最长隐式后缀 S [k, n]在树中的位置，用二元组 (active, remain)表示，意为：S [k, n]在树中

所属节点的父亲为 active，位置为从 active往下走 remain步。

图 3: (active, remain)示意图

由于我们已经知道剩下的 remain个字符为 S [n− remain+ 1, n]，所以我们不需刻意记录

S [k, n]位于 active的哪一条出边上，只需 remain即可确定位置。

为了完成本算法，我们还需引入一个概念：后缀链接。

5.1 后缀链接

引理 5.2：对隐式后缀树中任意非叶非根节点 x，在树中存在另一非叶节点 y，使得 mxy

为 mxx 删去开头的字符。

证明.令 str表示 mxx 删去开头字符形成的字符串。由隐式后缀树的定义可知，存在两

个不同的字符 c1,c2，满足 mxx + c1与 mxx + c2均为 S 的子串。所以，str + c1与 str + c2也

为 S的子串，所以 str在后缀 trie中也对应了一个有分叉的关键点，即在 S Tree中存在 y使

得 mxy=str。证毕。

由引理 5.2，我们可以对 S Tree中的所有非根非叶节点 x，定义 Linkx = y，Linkx 称为 x

的后缀链接 (Suffix Link)。
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5.2 算法流程

为了构建 S Tree(S )，我们从前往后加入 S 中的字符。假设当前已经建出 S Tree(S [1,m])

且维护好了后缀链接。S [1,m]的最长隐式后缀为 S [k,m]，在树中的位置为 (active, remain)。

设 S [m + 1] = x,现在我们需要加入字符 x。

此时，S [1,m]的每一个后缀都需要在末尾添加字符 x。由于所有显式后缀都对应树中

某个叶结点，它们只会让叶结点对应父边的长度增加 1，而不会改变树的形态，这很方便我

们记录。所以，现在我们只用考虑隐式后缀末尾添加 x对树的形态产生的影响。

首先考虑 S [k,m]，有两种情况：

1、(active, remain)位置已经存在 x的转移。此时后缀树形态不会发生变化。由于 S [k,m+

1] 已经在后缀树中出现，所以对于 j > k，S [ j,m + 1] 也会在后缀树中出现，此时只需将

remain + 1，不需做任何修改。

2、(active, remain)不存在 x的转移。如果 (active, remain)恰好为 S Tree中的节点，则

此节点新增一条出边 x;否则需要对节点进行分裂，在此位置新增一个节点，并在新增节处
添加出边 x。此时对于 j > k，我们并不知道 S [ j,m]会对后缀树形态造成什么影响，所以我

们还需继续考虑 S [k + 1,m]。考虑怎么求出 S [k + 1,m]在后缀树中的位置：如果 active不为

root，可以利用后缀链接，令 active = Linkactive；否则，令 remain − 1。最后令 k + 1，再次重

复这个过程。

上述过程可以用 while 循环来完成，同时分裂节点时还需注意维护新增节点的后缀链
接，下面给出完整修改过程：

维护最后一次新增出边的节点 last，初始设为 NULL。在循环过程中保证只有 last可能

还未确定后缀链接。

while (还有尚未考虑的隐式后缀)
{

由于在上一次循环中对 (active, remain)作出了修改，可能使 remain超出了 active的对

应出边的长度，所以需先在 S Tree中从 active往下搜索，直到 remain不超出范围为止。由

于保证当前隐式后缀在原 S Tree中出现过，这一步很容易实现。

接下来分两类讨论：

1、(active, remain)存在 x的转移。此时，如果 last存在，由引理 5.2，(active, remain)位

置必定恰好为 S Tree中某个非叶节点，将 Linklast 设为当前节点并将 remain + 1，即可退出

循环。

2、(active, remain)不存在 x的转移。此时，视当前位置是否恰好在 S Tree中，可能新

增一个分裂节点。记此时 (active, remain)对应的节点为 p。新增叶子结点 q，并添加一条从

p连向 q的边。显然，如果 last存在，那么 Linklast = p，再将 last设为 p即可。
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最后，如果还没有退出循环：如果 active 不为 root 则将 active 设为 Linkactive，否则将

remain − 1。

}

图 4: 过程示意图

至此，我们成功维护出了 S Tree形态的变化、所有后缀链接的变化和最长隐式后缀的

变化。

5.3 算法时间复杂度证明

除了退出循环时，循环的每次运行都伴随着最长隐式后缀长度的减小，而最长隐式后

缀长度只会增加 n次，所以循环只会运行 O(n)次。

当 remain超出 active对应出边的长度时，我们会在 S Tree上往下搜索，但是每次移动

都伴随着 remain的减小，而 remain总共只会增加 n次，所以这一移动的时间复杂度也为均

摊 O(n)。

综上所述，算法的时间复杂度为均摊 O(n)。

5.4 算法总结

由于 Ukkonen算法只能处理出 S 的隐式后缀树，而隐式后缀树在一些问题中的功能可

能不如后缀树强大，所以在需要时，可以在 S 的末端添加一个从未出现过的字符 #，这时 S

的所有后缀可以和 S Tree的所有叶子一一对应。

Ukkonen算法主要利用了后缀链接来优化每次寻找隐式后缀的过程，而且与上一节的
算法相反，支持在字符串末端动态插入字符，时间复杂度也达到了 O(n)的下界。下面简单

介绍上述算法的一些应用。
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6 例题

6.1 例题一：SWERC 2015 Text Processor[4]

6.1.1 题目大意

给定一个长度为 n的小写字母字符串 S，再给定 1 ≤ w ≤ n，对于所有 i ∈ [1, n − w + 1]，

求出 S [i, i + w − 1]有多少本质不同字串。n ≤ 105。

6.1.2 题目分析

求区间本质不同子串个数是一个经典问题，可以利用后缀自动机和动态树得到时间复

杂度为 O(nlog2n)的做法 [5]，实际上本题可以做到线性复杂度。

由于不同子串个数即为后缀 trie节点数，如果我们对每个区间 [i, i + w − 1]建出后缀树，

后缀树的边长总和即为答案。由于本题区间长度固定，可以考虑采用滑动窗口，每次在末

尾添加一个字符，或在开头删掉一个字符，维护后缀树边长总和即可。

考虑利用 Ukkonen算法维护后缀树。在开头删掉一个字符即为删掉当前深度最深的叶
子，可以用队列维护当前所有叶子，快速找到当前需要删除的节点 x。删去 x以后，可能会

使某个隐式后缀变为显式后缀，也可能会使 f ax 的儿子节点个数减少至一个，需要压缩掉

f ax节点。仔细维护当前 (active, remain)的位置和边长总和的变化即可，时间复杂度为O(n)。

6.2 例题二：北大集训 2018 Day3 close

6.2.1 题目大意

维护一个字符串 S，支持双端插入，要求在线维护 S 的本质不同子串个数。

6.2.2 题目分析

令 n为字符串 S 最后的总长。

出题人给出了利用平衡树维护后缀的时间复杂度为 O(nlog2n)的做法 [6]，实际上本题同

样可以优化至 O(n)[7]，下面简单介绍做法。

上文已经给出利用 trans转移边和后缀链接 Link 维护插入的两种算法，容易想到同时

维护 trans和 Link，将两种算法结合。

由于末端插入时，S 的隐式后缀对后缀树的形态影响是难以预料的，所以仍然考虑维

护 S 的隐式后缀树 S Tree(S )。首先需要解决的问题是：在隐式后缀树上，我们仍然可以类

似的定义 trans吗？
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设 S 的最长隐式后缀为 S [k, n]。对 S 的一个子串 str，定义 le f tpos′str 表示 le f tposstr 在

[1, k− 1]中的位置。类似后缀树，在 S Tree中有：节点 x代表的字符串集合的 le f tpos′相同，

可以记为 le f tpos′x，且不同节点的 le f tpos′ 集合不相同。x代表的所有字符串 str 开头添加

字符 c后的 le f tpos′集合相同的一个充分条件是：所有 str的 le f tpos集合在 [1, k]中出现的

位置相同。所以，transx,c 在 S Tree中几乎是良定义的，只有一种特殊情况：某些 le f tposstr

中出现了位置 k，而某些不出现位置 k。这种节点在 S Tree中至多只有一个：(active, remain)

所在的节点。

所以，在 S Tree中，我们仍然可以类似地定义 trans转移边：如果 x代表的所有 str在

开头添加字符 c后对应同一节点 y，那么令 transx,c = y，否则令 transx,c = NULL。只有在

(active, remain)所处的树边上需要特判：在这条边上，位于 (active, remain)上方的位置在前

端添加字符 S [k − 1]后，会转移到 S [k − 1, n]对应节点。

现在，可以开始考虑算法流程。

6.2.3 算法流程

首先考虑在前端添加字符。沿用 4.2中的算法流程，注意特判 (active, remain)位置的转

移边即可。如果此时新增了分裂节点 nq，我们还需维护 Linknq，显然 Linknq = p。同时，可

能会有一个显式后缀变为隐式后缀，简单讨论即可。

然后考虑在末端插入字符。沿用 5.2中的算法流程。如果此时新增了节点，我们还需维
护新增节点的转移边。

对于新增的叶子结点 q，显然会有到上一个加入的叶子结点 q′的转移。

对于新增的分裂节点，可以复制它的孩子的转移。

同时，对于上一个新增的分裂节点 last，可能会需要将一些转移边修改为它。可以发现，

影响的所有节点恰好为从 Linkactive′ 在 S Tree中寻找合适的 active的位置往下搜索时遍历到

的所有节点 (active′为上一次 active所处的位置)。当 active′为 root时可能需要特殊判断。

图 5: 虚线为需要修改的转移边
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至此，我们完成了整个算法流程。将两种算法的时间复杂度证明结合到一起，可以得

到本做法的时间复杂度也为 O(n)。

7 总结

在本文中，我们主要介绍了后缀树的动态前端插入、末端插入，并在例题中给出了将

两种算法结合的支持动态双端插入的做法。

希望本文能激发读者的思考，让读者对后缀树和它的优美性质有更加深刻的理解，并

带领读者领略到后缀树的魅力。
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一类调整算法在信息学竞赛中的应用

中国人民大学附属中学 邓明扬

摘 要

调整是一种非完美算法，在许多情形下难以证明复杂度但却有着优越的表现。本文致

力于研究一类调整算法在信息学竞赛中的应用，包括求解部分提交答案题，以及在随机数

据下求解一些传统图论问题。

1 引言

组合优化题目在信息学竞赛中占了很大比重。一般地，组合优化问题有如下形式：一

个问题有一些合法解和不合法解。每个合法解有一个对应的权值。你需要在所有合法解中

找出权值最大的一个。

一种显然的做法是：先任取一个合法解，然后对合法解进行微调使得权值变大。一直

操作直到无法进行。这一算法看似简单，但在许多问题中有出色的表现。

2 算法描述

本文中的调整算法有如下形式：

对一个组合优化问题，记 S 为所有可能状态的集合。∀x ∈ S ,定义 F(x)为 x的权值。

T ⊂ S 为合法状态的集合。你需要求出 x ∈ T，使得 F(x)取得最值。1

在实际问题中，集合 T 往往具有某种局部性质。一般地，对于 x ∈ T，往往能找到

N(x) ⊂ T，满足 ∀y ∈ N(x)，y与 x的差异较小。我们称 N(x)为 x的一个“邻域”。

我们考虑一种显然的搜索算法。首先任取一个 x ∈ T，一直重复以下过程直到超时：

1. 如果 N(x)中存在 y，满足 F(y) > F(x)，我们将 x修改为 y，并进入下一轮。

2. 如果不满足 1中的条件，但存在一些 y ∈ N(x)，满足 F(x) = F(y)，我们从中随机选

取一个 y，将 x修改为 y并进入下一轮。

我们称这一算法为调整法。容易发现，每一轮我们在当前解的局部邻域内寻找一个较

优解并更新。最终我们将求出一个局部较优解。

1本文中，如无特殊说明，默认最值为最大值
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这一简单的算法，在设计得当的情况下，有着优越的表现。我们将用许多具体的例子

说明这一点。

3 匹配问题

匹配问题时常可在信息学竞赛中见到。对于经典的问题，例如一般图/二分图最大匹配，
已经有了多项式时间的传统算法。然而调整法给出了一个在随机数据实践中表现优越的简

洁解法。

除此之外，一些不常规的隐式匹配问题往往是 NPC的，或是需要特殊性质下的特殊解
法。而调整法在这些问题中仍然有突出的表现。

3.1 一般图最大匹配

一般图最大匹配是图论中的经典问题。利用带花树或 Tutte矩阵，可以在O(nω)或O(n3)

复杂度内求解。下面我们介绍一种在许多数据下运行表现良好的调整算法。

3.1.1 问题描述

一般图最大匹配指这样一个问题：

给定图 G = (V, E),其中 V是顶点集，E是边集。求出最大的子集 S ⊂ E，满足 ∀v ∈ V，

S中以 v为端点的边至多只有一条。

3.1.2 调整算法

以下是一种调整算法：

对于图 G = (V, E)，我们维护一个子集 S ⊂ E，表示当前匹配的边。每次随机选取 V 中

一个未匹配的顶点 v。如果 v存在未匹配邻点，从中随机选取一个，将它与 v的连边加入 S。
否则随机选取 V 的一个邻点 U，将 U 和 V 匹配并将 U 原先匹配的边断开。

一直重复直到超时。

在这一过程中，我们一直在对 S 进行局部微调，其大小不减且有可能增大。这符合我

们之前对调整算法的描述。

3.1.3 算法运行表现

这一算法十分简洁，但最坏复杂度不是多项式级的。然而，在针对这一算法的数据出

现前，该算法能通过评测网站 uoj.ac上一般图最大匹配的全部测试点。在随机图中，经过实
验，我们发现该算法均在较少的轮次中就找到了最大匹配。

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 2



一类调整算法在信息学竞赛中的应用 中国人民大学附属中学 邓明扬

笔者测试了算法在 |V | = 500的随机图下的表现。具体随机方式为：先生成 |E|，然后在
所有 |V |个点，|E|条边的图中等概率选取一个。

经过实验，当 |E|在 700到 800的范围内随机时所需的期望轮次较多。笔者在此范围内

随机了 5000张图，算法所需的最多轮次数为 1114612，平均轮次数约为 13367。

我们可以看出，该算法在随机数据下表现良好。

然而，对于一些特殊图，算法并不能在短时间内求解。例如，对于一张二分图 V =
(Ai, Bi|1 ≤ i ≤，E = ((Ai, B j)|i + j ≤ n + 1)，当 n = 40 时算法需要很久才能求出完美匹

配。

3.1.4 算法分析

算法在最坏数据下的期望运行时间是指数级的。

这里给出算法期望复杂度 O(nn/2+4)的证明。

考虑一个最大匹配 T . 设当前匹配为 S。不妨当前匹配不是最大匹配。

我们考虑新建一个图 G1 = (V, E1)，一条边在 G1中当且仅当这条边出现在 T 和 S 恰好

之一中。（即：G1 为当前匹配与最大匹配的对称差。）对于 G1 中的一条边，如果它在 T 中

则将该边染为蓝色，如果它在 S 中则将该边染为红色。

由于每个点在 T 中和 S 中的度数均不超过 1，每个点在G1中的度数均不超过 2。因此，
G1由一些环和链构成。由于任何相邻两条边不同色，G1中没有奇环；又因为蓝色边比红色

边多，因此存在一条链首尾均是蓝色，链上红蓝交替（用到相邻两条边不同色）。

此时任取一条这种链，该链上除了首尾点外均已匹配。期望至多 O(n)轮后，调整算法

随机取点会取到这条链的链首或链尾。此时如果匹配了该点连接的红边，这条链的长度将

减小 2。否则链长增加至多 1。由于长度减少的概率至少为 1/n，在期望 O(nn/2+1)次选取首

尾之后长度会有连续的 n/2次减少，此时匹配数增加了 1。由于最大匹配的大小是 O(n)的，

因此期望 O(nn/2+1 ∗ n ∗ n)轮之后可以得到最大匹配。由于每轮花费 O(n)的时间，算法的期

望复杂度不超过 O(nn/2+4)。

这一理论上界非常巨大，但算法在极限数据下的运行速度的确很慢。但该算法便于实

现，且在许多随机数据及非精心构造的数据下表现优越，因此很适用于解决现实生活中遇

到的问题，以及信息学竞赛中的提交答案题或在一些特定模型下、数据有特殊性质的传统

题。

对于一般图最大匹配，该算法的正确性有保证。我们也需要说明，后文中的许多调整

算法笔者并不能证明其正确性，但同样在现实生活/提交答案题中有出色的表现。

3.2 隐式匹配问题

在信息学竞赛中，另有一大类问题与匹配相关，但常常无法转化成常规的一般图最大

匹配。我们称其为隐式匹配问题。对于这类问题，前文提及的调整算法常常奏效。尽管复杂
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度并没有严格的证明，但往往有出色的实际表现。后文将列举两道隐式匹配例题。

3.3 CF Round 562 E

3.3.1 问题描述

给定序列 xi (0 ≤ i < 2n)，请你构造两个 0 到 2n − 1 的排列 pi, qi (0 ≤ i < 2n)，满足

∀0 ≤ i < 2n，有 pi ⊕ qi = xi 或输出无解。

n ≤ 12.

3.3.2 调整算法

容易发现，当 ⊕0≤i<2n xi 不为 0时，原问题无解。下面考虑 ⊕0≤i<2n xi = 0的情形。可以证
明此时原问题均是有解的，证明参见参考文献 [2].

考察这样一种调整算法。

我们试图将 0到 2n − 1与 x0到 x2n 匹配，使得每一对匹配数的异或和不同。此时 x0到

x2n 所匹配的数，及其所处对子的异或和，构成了符合要求的两个排列。

我们参考最大匹配的调整做法，采取类似的解法：每次随机一个 0到 2n − 1中未匹配的
数，如果与 x0 到 x2n 中某个未匹配数匹配后与当前异或和均不同则将其匹配，否则随机匹

配 x0到 x2n 中一个未匹配数，并将其异或和原先所处的对子断开。

3.3.3 算法运行表现

在比赛中，该算法可以在 265ms（约 1/5时限）内通过原题，从表现上有接近 O(n2)的

运行效率。碍于水平所限，笔者无法证明其正确性、复杂度的下界也无法构造数据使其答

案错误或超时。笔者猜想该算法在这一数据范围内无法卡掉，希望有意愿的同学能在未来

给出证明。

3.4 JOI2020制作团子

3.4.1 问题描述

这是一道提交答案题。

你是制作团子的专家。你现在有若干个团子和竹签，团子被整体摆放在一个 R行 C列
的格子里，每个格子恰好有一个团子。团子颜色为粉色 (P),白色 (W),绿色 (G)。

你每次会选择三个连续的团子，这三个团子必须沿着竖直方向 (从上往下)，水平方向
(从左往右)或者对角线方向 (从左上至右下，或从右上至左下)。例如，如果你选择了竖直方
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向的三个团子，你会按照上-中-下的顺序依次将团子串到竹签上。一个团子只能被串在一根
竹签上。

一串团子是漂亮的当且仅当竹签上串的团子的颜色依次为粉-白-绿或者绿-白-粉。
你想要制作尽量多的漂亮的团子。

其中最大的测试点大小约为 500 * 500。

3.4.2 调整算法

我们仍然考虑调整算法。每次我们随机考虑一个未匹配的W色点，并考虑以其为中心
的竹签。如果存在一个竹签上不包含匹配点，我们在这样的竹签中随机选择一个添加。否则

枚举以它为中心、且只与一根已有竹签冲突的竹签，我们有一半概率用新竹签替换原来的。

3.4.3 算法运行表现

该算法可以在十分钟左右获得 95分，在一小时左右得到 99到 100分。鉴于其非常容
易实现，这样的得分效率可以说很高。

4 NP问题
在许多 NP问题中，调整算法能给出优秀的解。下文将介绍图染色和有向图哈密顿链的

调整解法。

4.1 图染色

4.1.1 问题描述

图染色问题是经典的 NP问题。
给定一张图G = (V, E)，让你构造一种方案将顶点用 k种颜色染色，满足每条边的两端

点不同色。

4.1.2 调整算法

我们需要最小化两端点同色的边的数目。当这一数目被减少到 0，我们便得到了合法的
染色方案。

考察这一种调整算法：首先为每个点随机染一种颜色。之后每次随机一个点，考虑固

定其余点的颜色不变，该点染不同颜色对同色边数量的贡献，在贡献最少的颜色中等概率

选取一个作为该点的颜色。
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4.1.3 算法运行表现

虽然得到染色方案很难，但一个染色是否合法是容易判定的，且生成一个可以 K 染色

的数据并不困难。因此我们可以在随机生成数据下考虑调整算法的表现。

我们采取以下方式生成可三染色的图：首先固定 |V |, |E|。然后对于每个顶点，将其随机
染成三种颜色之一，并随机生成 |E|条两端点不同色的边。

笔者生成了 120张 |V| = 500，|E|在 0到 45000内随机的三染色图。这些图中，算法在
118张上得到了正确的结果，调整的最大轮次数为 98587，平均轮次数为 5904.75.

4.1.4 算法分析

该算法的正确性并没有保证：因为存在一个染色方案，使得局部无法调整，但是全局并

非最优。例如一个四元环，四个点颜色分别为黑黑白白，每个环上黑点外接一个白点、每个

环上白点外接一个黑点。此时该染色无法调整，但是原图存在合法的二染色。

然而算法在随机数据下表现出色，因此可以常常应用于提交答案题或实际问题中。

4.2 有向图哈密顿链

4.2.1 问题描述

有向图哈密顿链也是经典的 NPC问题。
给定一张有向图G = (V, E)，请你构造一条经过每个点恰好一次的路径（起点终点不给

定）。

4.2.2 调整算法

维护边的一个尽量大的子集，满足只考虑这些边时每个点出入度都不超过 1，且不构成
圈。

如果子集大小达到 n − 1，则找到了一条哈密顿路。
考虑调整维护子集。按随机顺序考虑边，如果加入后不构成圈，且加入之后所有点度

数均仍合法，则加入这条边。

否则如果不构成圈，但有一个点度数不合法，则以一半概率加入并把该点相连的与新

加入边矛盾的边断掉。

使用 LCT判断是否成圈。

4.2.3 算法运行表现

笔者采用以下方法生成了大量的图进行试验：
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首先加入边 (i, i + 1)，其中 1 ≤ i ≤ n − 1，以保证存在哈密顿链。然后随机加入若干有
向边，并将顶点重标号。

笔者按以上方法随机生成了 20张 |V| = 50000，|E|在 |V| - 1到 |V| + 200000间等概率随
机的图。其中有 1张图该算法未能求出哈密顿链；对于其余的图，算法最多考虑的边数为
4170064，平均约为 2000000。换言之，在实验数据中百分之 95的随机图均能在几秒内求解。

4.2.4 算法分析

该算法不一定是正确的。因为有可能加入了一些边后，局部无法调整，但是全局并非

最优。例如：对于 5个点的有向图，边集为 { (4, 1), (1, 3), (5, 2), (4, 2), (5, 1), (3, 4) }，(5, 1,
3, 4, 2)为一个合法的哈密顿链。然而，当选择了边集 { (4, 1), (1, 3), (5, 2) }后，无法进行任
何调整。这也是实验部分一些图未能求解的原因。但此时改变随机顺序再次求解，往往能

求出答案。

4.2.5 一些规约

事实上，给定起点终点的哈密顿路径问题及哈密顿圈问题均可归约到这一问题。

如果给定起点终点，只需新建两个点 U,V ；然后 U 到起点连一条边，终点到 V 连一条

边

如果要求哈密顿圈，可以枚举一条边，转化成给定起点终点情形。

如果是无向图，只需正反边各加一遍即可。

4.3 NP问题的近似解

调整法也可以用于求解许多 NP问题的近似解。一般地，许多 NP问题可以归约到每个
变量取值在 {0, 1}中的线性规划。对于这种线性规划问题，常常有如下的近似算法：

首先忽略变量取值在 {0, 1}中的条件，弱化为变量取值在 [0, 1]中。弱化版本是一个正
常的线性规划问题，可以用弱多项式的内点法求解。此时得到了一个解，但每个变量的取

值是分数。我们想将这组解转化成一组整数解，并保持原先尽量多的性质。

转化成整数解的方法通常有以下两种：一种是对于一个分数解中取值为 x的变量，有 x

的概率将其转化为 1，1 − x的概率将其转化为 0. 这一算法保证了各线性组合的期望。另一
种是调整法，固定一些限制不变的情况下，调整剩余变量的取值直到剩余变量中有一些变

为 1或 0. 这一算法能得到较优的近似比。算法中固定的限制往往是：在余下变量任意取的
情形下，可能超额较多的限制。由于剩余变量越少，可能超额较多的限制也越少，通常可以

选取近似比，使得固定的限制数小于变量数。此时调整总能进行。

这一类调整算法以及调整和概率方法的结合可以参见参考文献 [1].

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 7



一类调整算法在信息学竞赛中的应用 中国人民大学附属中学 邓明扬

5 算法前景

5.1 实际应用

调整算法具有广泛的适用性，在许多题目中均可应用，并且能用于解决许多困难的问

题。信息学竞赛中，用调整法解提交答案题往往能在短时间内取得大量分数；另外，对于部

分传统题目，调整法也能取得不错的效果。

5.2 一些可能的优化

本文中提到的调整方法较为朴素简洁、容易实现。在此基础上，有一些可能的优化。

5.2.1 局部多次调整

由于目前的随机化算法每次在全局随机取一个变量调整，有可能一个刚被调整过的变

量很快又被调整回去，加大了时间开销。因此一种可能的优化方式是：在一个调整过后将

其固定，并在其附近寻找其影响到的位置再进行调整，直到该轮调整次数达到某一阈值后，

将所有固定的变量改回不固定并开始下一轮调整。

5.2.2 调整与模拟退火

模拟退火是一类基于概率的调整算法，与文中提及调整算法的区别在于：就算解变的

更劣，模拟退火也以一定概率接受新解。这样的算法不保证调整的单调性，但是扩大了调

整的状态空间，因此也是一个可能的优化方向。

参考文献

[1] Nikhil Bansal, On a generalization of iterated and randomized rounding. In Proceedings of the
51stAnnual ACM SIGACT Symposium on Theory of Computing, pages 1125–1135, 2019.

[2] CodeForces Round 562 Editorial
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再探线性规划对偶在信息学竞赛中的应用

南京外国语学校 丁晓漫

摘 要

线性规划（Linear Programming）是数学规划的一个重要分支，常用于解决各种最优化
问题，许多信息学竞赛中的模型均能用线性规划表示。直接求解线性规划复杂度一般较高，

而利用线性规划对偶原理对问题进行转化后能以更优秀的复杂度求解问题。本文介绍了线

性规划对偶以及拉格朗日对偶，并对二者的应用进行介绍和总结。

1 引言

在信息学竞赛中，题目中给出线性的约束和线性的目标函数时，就可以得到线性规划

的模型。有些线性规划可以轻松转化成最短路、网络流等容易求解的问题，但另一部分线

性规划较难直接求解。此时使用线性规划对偶进行转化是另一个值得尝试的思路。

早在 2013 年，正式 OI 比赛中就已经出现了利用线性规划对偶求解的问题1。实际上，

2016年的集训队论文中已经出现了对线性规划以及对偶算法的介绍2。而在 2020年，浙江
省选中又出现了可以运用这个算法的题目3，且在近些年，线性规划对偶在各种线上比赛中

出现的频率也有所提升，类型更加多样，故作者认为有必要针对对偶算法再作一个整理和

总结。

在第二节中，作者简单介绍了线性规划模型和一般线性规划的通用解法。

在第三节中，作者介绍了线性规划对偶、对偶原理和拉格朗日对偶。

在第四节中，作者以例题为引，详细介绍了第三节中算法的应用。

1[ZJOI2013]防守战线
2董克凡，《浅谈线性规划与对偶问题》，2016年信息学奥林匹克中国国家队候选队员论文集
3[ZJOI2020]序列
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2 基本介绍

2.1 定义

对于一组变量 x1, x2, ..., xn来说，不等式
∑n

i=1 aixi ≤、=或 ≥ b被称为一个线性约束，而∑n
i=1 cixi 则是关于这组变量的线性目标函数。

规划问题可分为线性规划、整数规划、非线性规划、动态规划等，而线性规划是在一组

线性约束条件下，求一线性目标函数最大或最小的问题。

2.2 标准型

为了方便表达一般的线性规划，我们作出规定：

• 如果原模型中需要最小化
∑n

i=1 cixi，则令 c′i = −ci，目标即变成最大化
∑n

i=1 c′i xi 。

• 如果某条约束要求
∑n

j=1 ai jx j ≥ bi，同样令 a′i j = −ai j，约束即变为 ≤ −bi；如果某条约

束要求
∑n

j=1 ai jx j = bi ，拆成 ≤ bi 和 ≥ bi 即可。

• 如果对于某个变量 xi 没有约束，引入两个变量 x′和 x′′，令 x′, x′′ ≥ 0且 x = x′ − x′′，

容易验证和原模型等价。

经过上述转换，任意模型就转换成了标准型，可写成

max cTx

Ax ≤ b

x ≥ 0

(1)

此处 c为长度为 n的向量表示目标函数的系数，x为长度为 n的向量表示变量，A为 m × n

的矩阵表示约束的系数，b为长度为 m的向量表示约束中的常数。4。

2.3 解法

目前为止，线性规划问题还没有找到特别高效的算法。

多项式复杂度的算法有椭球算法和内点法等，非多项式复杂度的算法有单纯形法5。由

于后者实现难度较低，且实际应用中远远达不到理论复杂度上限，信息学竞赛中一般使用

单纯形法求解。

4称两个长度都为 n的向量 x ≤ y当且仅当 ∀i xi ≤ yi

5可参考 Spyros Reveliotis of the Georgia Institute of Technology.,An Introduction to Linear Programming and the Simplex Algorithm

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 2



再探线性规划对偶在信息学竞赛中的应用 南京外国语学校 丁晓漫

3 线性规划对偶

3.1 标准型的对偶

由于任意线性规划都可以被转化成标准型，下面直接给出(1)的对偶，为

minyTb

ATy ≥ c

y ≥ 0

(2)

此处 y称作对偶变量。

同时，(1)也是(2)的对偶，故称二者互为对偶。

3.2 对偶定理

对偶定理即是线性规划对偶满足的性质。

对偶的基本思想是不断寻找 cTx的上界。考虑任意长度为 m的向量 y满足

ATy ≥ c

，那么有

yTA ≥ cT

yTb = yTAx ≥ c

感性理解，yi 是第 i个线性约束的权重，这 m个线性约束加权求和后每个变量的系数

都 ≥目标函数中的系数，那么目标函数的值肯定 ≤加权后的约束值。

弱对偶定理. 即是说，在(1)和(2)的定义下，有

max cTx ≤ minyTb

强对偶定理. 强对偶定理告诉我们，进一步地有

max cTx = minyTb (3)

6

6强对偶定理的证明较为困难，可参考 Gärtner, Bernd; Matoušek, Jiří (2006). Understanding and Using Linear Programming.在此
略去。

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 3



再探线性规划对偶在信息学竞赛中的应用 南京外国语学校 丁晓漫

3.3 拉格朗日对偶

3.3.1 一般的拉格朗日对偶

假设 f (x), g(x)均为关于 x的函数，x的定义域为 P。此时要求

max f (x)

g(x) ≤ 0
(4)

我们引入拉格朗日乘子 λ，记 L(λ) = max f (x) − λg(x)，有

(4) ≤ min L(λ) (5)

（注意此处的 x和 λ不一定是一个数，也可能是向量）。

拉格朗日对偶的性质 考虑

L(aλ1 + (1 − a)λ2)

= f (x∗) − (aλ1 + (1 − a)λ2)g(x∗)

= a( f (x∗) − λ1g(x∗)) + (1 − a)( f (x∗) − λ2g(x∗))

≤ aL(λ1) + (1 − a)L(λ2)

也就是说 L(λ)关于 λ是凸的，可以通过二分斜率或三分求得最小值。

3.3.2 线性规划中的拉格朗日对偶

在线性规划中，还是考虑(1)，令 f (x) = cTx，g(x) = Ax− b，λ = yT 。那么 (5)即变成

max cTx ≤ min
y≥0

max
x≥0

cx − yT (Ax − b) = min
y≥0

max
x≥0

(c − yTA)x+ yTb = (2) (6)

上式中的最后一步是因为 x的系数为 c − yTA，若 c − yTA > 0则(6)能取到 ∞，不符合
min的要求。

在线性规划的条件下，拉格朗日对偶和线性规划对偶本质相同，但形式不同。如遇到

拉格朗日对偶的 minmax形式，可以考虑转化成线性规划问题求解。
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4 在信息学竞赛中的应用

4.1 转化成最小费用流模型

4.1.1 建立模型

对于边 uv ∈ E，令变量 fuv 为边 uv的流量，常量 cuv 为流量限制，wuv 为单位流量的代

价，bu 为 u点的流量需求（即要求流出的流量减去流进的流量为 bu），写成线性规划就是

min
∑

uv

wuv fuv

− fuv ≥ −cuv∑
v

fvu −
∑

v

fuv = −bu

(7)

令 zuv 为 fuv ≤ cuv 的对偶变量，pu 为
∑

v fvu −
∑

v fuv 的对偶变量，写成对偶形式就是

max
∑

u

−bu pu −
∑

uv

cuvzuv

pv − pu − zuv ≤ wuv

再整理一下并把 zuv 消去，可得

min
∑

u

bu pu +
∑

uv

cuv max(0, pv − pu − wuv) (8)

这也告诉我们，如果题目所求为 (8)的形式，就可以用最小费用流解决。

4.1.2 整数性的探讨

在实际应用中，转化成 (8)的形式之后，有时题目会要求所有 pu都为整数。观察 (8)的
形式，实际上有一个很强的结论：

关于整数性的引理. 在(8)中，如果满足所有 wuv 均为整数，那么一定可以在所有 pu 都为整

数时取到最优解。也就是说，每条边的单位流量代价都为整数的费用流的对偶一定有整数

最优解。

证明. 考虑对于最优解所有 pu 的本质不同的非零小数部分个数 k进行归纳。

如果 k = 0，结论成立；

如果 k > 0，任选一个非零小数部分记为 x，记 S 为所有满足 pu的小数部分为 x的 u的

集合，这里显然有 |S | > 0。考虑计算令所有 u ∈ S 的 pu 都 +ϵ（ϵ 为极小量）对式子贡献的

变化以及令所有 u ∈ S 的 pu 都 −ϵ 对式子贡献的变化之和。对于
∑

u bu pu 来说，贡献变化之

和显然为 ϵbu + (−ϵbu) = 0；对于
∑

uv cuv max(0, pv − pu − wuv)来说，需要分类讨论：
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• 如果 u, v ∈ S ，显然两种情况下 pv − pu 都不变，贡献变化之和为 0

• 如果 u, v < S，同样两种情况下 pv − pu 都不变，贡献变化之和为 0

• 如果 u ∈ S , v < S 或 v ∈ S , u < S，此时有 pu的小数部分 , pv的小数部分。又有 wuv是

整数，那么 pv − pu −wuv , 0。如果 pv − pu −wuv < 0，两种情况下变化后仍有 < 0，贡

献变化之和为 0；如果 pv − pu −wuv > 0，两种情况贡献变化之和为 ϵcuv +(−ϵcuv) = 0

综上，向两个方向变化的贡献变化之和= 0，那么向某一个方向变化贡献一定不会变劣。不

断向那个方向变化（x也向那个方向变化），直到 S 发生变化或者 x变为整数。这两种情况

下，k的大小都会减小。根据归纳，结论成立。 □

由于上述引理，在本节中可以略去对于整数性的讨论。

4.1.3 例：[ZJOI2013]防守战线

题目描述 战线可以看作一个长度为 n的序列，现在需要在这个序列上建塔来防守敌兵，在

序列第 i号位置上建一座塔有Ci的花费，且一个位置可以建任意多的塔，费用累加计算。有

m个区间 [L1,R1], [L2,R2], ..., [Lm,Rm]，在第 i个区间的范围内要建至少 Di座塔。求最少花费。

数据范围 n ≤ 1000,m ≤ 10000

解题思路 令 pi 为前 i个位置建的塔总数，把问题用线性规划描述即为

min pi(Ci −Ci+1)

pi+1 − pi ≥ 0

pRi − pLi−1 ≥ Di

此时，可以将目标函数写成∑
v

pv(Cv −Cv+1) +
∑

v

∞max(0, pv − pv+1) +
∑

i

∞max(0, pLi−1 − pRi + Di)

，变成 (8)中的形式。

4.1.4 例：[Aizu 2230] How to Create a Good Game

题目描述 给定 n个点 m条边的有向无环带权图。可以增长一些边的边权，使得点 0和点

n − 1的最长路不变。求出最多能增长多少边权。

数据范围 n ≤ 100,m ≤ 1000

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 6



再探线性规划对偶在信息学竞赛中的应用 南京外国语学校 丁晓漫

解题思路 令 pv 为点 0到点 v的最长路长度。对于边 uv，记 wuv 为原本的边权，xuv 为边

uv增长的边权，D为原图上 0到 n − 1的最长路长度，把问题用线性规划描述即为：

max
∑

uv

xuv

pn−1 − p0 ≤ D

pv − pu ≥ wuv + xuv

xuv ≥ 0

目标函数即为 min
∑

uv −xuv 。又有 −xuv ≥ pu − pv + wuv ，故可以消去 xuv ，将目标函数写成

min
∑

uv

∞max(0, pu − pv + wuv) + pu − pv + wuv

，变成 (8)中的形式。

4.1.5 例：[Utpc2012.12]じょうしょうツリー

题目描述 给定 n个节点的有根树，每个点有一个权值 ci。每次操作可以选一个给权值 +1

或 −1，需要使用最少的次数使得对于任意 u, v满足 u是 v的父亲都有 cu ≥ cv 。

数据范围 n ≤ 100000

解题思路 令 pv 为最终 v的点权，把问题用线性规划描述即为：

min
∑

v

|pv − cv|

pu ≥ pv

引入新变量 p0 = 0，那么目标函数可以写成∑
v

max(0, pv − p0 − cv) +max(0, p0 − pv + cv) +
∑

uv

∞max(0, pv − pu)

，变成 (8)中的形式。7

4.2 转化成动态规划模型

4.2.1 例：[XX Open Cup. GP of Moscow] Circles

题目描述 给定一个长度为 n的非负整数序列 s1, s2, ..., sn，称长度为 n的非负序列（不一定要

是整数）x1, x2, ..., xn是平衡的当且仅当对于任意 i都有 xi+xi mod n+1 ≤ si。定义 f (s1, s2, ..., sn)

7直接最小费用流仍旧无法通过本题，需要根据费用流的特殊结构使用数据结构模拟费用流。由于和线性规划对偶无关，具

体细节在此略去。
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为所有平衡的序列的中 x1+ x2+ ...+ xn的最大值。给定长度为 n的非负整数序列 a1, a2, ..., an

。对于所有 3 ≤ k ≤ n，求出 f (a1, a2, ..., ak)。

数据范围 3 ≤ n ≤ 100000, 0 ≤ ai ≤ 100000。

解题思路 首先考虑如何计算 f (s1, s2, ..., sn)，写出线性规划：

max
∑

i

xi

xi + xi mod n+1 ≤ si

xi ≥ 0

令 yi 为 xi + xi mod n+1 ≤ si 的对偶变量，那么对偶为：

min
∑

i

yisi

yi + yi mod n+1 ≥ 1

yi ≥ 0

发现对偶之后 yi的取值范围被限制在 [0, 1]。如果能证明 yi的整数性，问题会简单许多。实

际上，除了 y1 = y2 = ... = yn = 0.5的情况外，yi 一定为整数。

整数性的证明. 在环上，如果 yi + yi+1 < 1就在 i和 i + 1之间分段，那么每一段一定都是

a, 1 − a, a, 1 − a交替的。考虑对 0 < a < 1的段数 k进行归纳。

如果 k = 0，说明全部为 0/1，结论成立；

如果 k = 1且 n为奇数，只可能是 y1 = y2 = ...yn = 0.5的情况，结论成立；

如果 k > 1或 k = 1且 n为偶数，任取一段，假设是 a, 1 − a, a, 1 − a, ...交替的，如果段

内奇数位置 si 之和 ≤偶数位置 si 之和，令 a加上 ϵ 贡献不变劣；否则令 a减去 ϵ 贡献不变

劣。如此不断调整，直到 a = 0/1或者和另外一段合并，这两种情况下 k都会减小，根据归

纳结论成立。 □

有了上述结论，令 dp[i][0/1][0/1]表示 y1 = 0/1，yi = 0/1时的最小贡献，最后和全部

为 0.5取 min即可在线性时间内通过本题。

4.2.2 例：[ZJOI2020]序列

题目描述 有一个长度为 n的非负整数序列 a1, a2, ..., an。每一步你可以从以下三种操作中

选择一种执行：

• 选择一个区间 [l, r]，将下标在这个区间里的所有数都减 1。
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• 选择一个区间 [l, r]，将下标在这个区间里且下标为奇数的所有数都减 1。

• 选择一个区间 [l, r]，将下标在这个区间里且下标为偶数的所有数都减 1。

求最少需要多少步才能将序列中的所有数都变成 0。

数据范围 多组测试数据，组数 T ≤ 10，n ≤ 100000。

解题思路 如果只有第一种操作，容易发现答案为
∑

i max(0, ai − ai−1)。那么记 xi 为第 i个

数被第一种操作覆盖的次数，就可以写出线性规划：

min(
∑

i

max(0, xi − xi−1) +max(0, ai − ai−2 − xi + xi−2))

xi ≤ ai

xi ≥ 0

(9)

（此处规定对于 i ≤ 0，有 ai = xi = 0。）

发现目标函数是最小费用流的形式，故整数性得到证明。

上述线性规划目标函数和 0取 max比较难处理，考虑引入新变量 yi 和 zi，有

min(
∑

i

yi + zi)

− xi ≥ −ai

yi − xi + xi−1 ≥ 0

zi + xi − xi−2 ≥ ai − ai−2

xi, yi, zi ≥ 0

令 Xi为 −xi ≥ −ai的对偶变量，Yi为 yi− xi + xi−1 ≥ 0的对偶变量，Zi为 zi + xi− xi−2 ≥ ai−ai−2

的对偶变量，写出对偶：

max(
∑

i

−aiXi − (ai − ai−2)Zi)

Yi ≤ 1

Zi ≤ 1

− Xi − Yi + Yi+1 + Zi − Zi+2 ≤ 0

Xi,Yi,Zi ≥ 0

将 Xi 消去，得

max(
∑

i

−ai max(0,−Yi + Yi+1 + Zi − Zi+2) − (ai − ai−2)Zi)

Yi ≤ 1

Zi ≤ 1

Yi,Zi ≥ 0

(10)
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由于系数是整数的费用流的对偶也存在整数最优解，说明只需要考虑 Yi,Zi ∈ {0, 1}。
那么此时有 Yi,Zi ∈ {0, 1}，dp[i][0/1][0/1][0/1]表示考虑到第 i个数，Yi−1 = 0/1，Zi−2 =

0/1，Zi−1 = 0/1的最大贡献，转移枚举 Yi 和 Zi 即可在线性时间内通过本题。

4.3 拉格朗日对偶的特殊应用

有两类拉格朗日对偶可以应用的问题：

• 利用拉格朗日对偶去掉一些约束

• 问题本身是 minmax的形式，可以通过拉格朗日对偶转换成更简单的形式。

以下分别举例说明。

4.3.1 例：[POJ Monthly 2015.5] Min-Max

题目描述 定义函数 F(x1, x2, ..., xn) =
∑n

i=1 µixi ，这里 µi 是常数，满足
∑n

i=1 µi = 1且对于

任意 i有 0 ≤ µi ≤ 1。已知 F(p1, p2, ..., pn) = C，找到可能的 µi使得 F(q1, q2, ..., qn)取到最大

值或者最小值。

数据范围 n ≤ 50000

解题思路 以求最大值为例。令 g(µ) =
∑

i piµi −C，那么固定了 λ后问题变成最大化∑
i

(qi − λpi)µi + λC

，只需要找到 qi − λpi 最大的 i令 µi = 1即可。8

4.3.2 例：[Utpc2012.10]きたまさの逆襲

题目描述 给定一张二分图 (U,V)，边 u→ v有边权 wuv。有 k个互相不交的集合 Ui，可以

用 bi的代价让所有边 u→ v满足 u ∈ Ui的 wuv +1。希望最大化最小权完美匹配的权值 −花
费的代价。（这里完美匹配指匹配的大小 = |V |）。

数据范围 |U | ≤ 100, |V | ≤ 1000

8本题也可以直接线性规划对偶，对偶后线性规划的约束为半平面交，最优值一定在凸包上取到。两个做法本质一样。
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解题思路 令 λi为集合 Ui加权的次数，fuv表示 u→ v这条边是否在 f 这个完美匹配中，为

那么可以写出目标函数：

max
λ1,...,λk≥0

min
| f |=|V |

∑
i

(
∑
u∈Ui

∑
v

(wuv + λi) fuv − biλi) (11)

整理一下，得到

max
λ1,...,λk≥0

min
| f |=|V |

∑
uv

wuv fuv +
∑

i

(
∑
u∈Ui

∑
v

fuv − bi)λi (12)

正好是 minmax的形式。把 λi看作拉格朗日乘子，
∑

u∈Ui

∑
v fuv − bi ≤ 0看作约束，那么 (12)

就是拉格朗日对偶后的形式，对偶回去就是

min
| f |=|V |

∑
uv

wuv fuv∑
u∈Ui

∑
v

fuv ≤ bi

由于 Ui不相交，约束即为对于 Ui中的点流量总和要 ≤ bi，要求最小费用的完美匹配，直接

最小费用流即可。

最后还剩下一个问题，原题意中要求 λi 都为整数，而 (11)中并没有这一要求。想到之前已
经说明拉格朗日乘子和对偶变量等价，而根据上文中的费用流的关于整数性的引理，整数

费用流的对偶也一定有整数最优解，那么也就说明一定可以在拉格朗日乘子为整数处取到

最优解，从而说明了本题做法的正确性。

4.4 总结

在本节中，作者总结了三类线性规划对偶的应用。

转化成费用流模型，模型较为固定且整数性有保证，困难之处在于把题目中原来的目

标函数和约束改写成我们需要的形式。有时转化成费用流后还需要数据结构优化。

转化成动态规划模型，一般针对序列上的问题，原问题目标函数的系数较小故对偶后

可能的状态较少。此种转化较为困难的地方在于证明最优解的整数性，需要具体问题具体

分析，常用调整法和归纳法证明。

利用拉格朗日对偶的特殊应用有两种，其中第一种和线性规划对偶的做法本质相同，而

第二种将 minmax的问题转化成只有 min或 max的问题，简化了目标函数。同样，需要注
意整数性的分析。

在信息学竞赛中，转化成其它模型（如半平面交）的线性规划对偶也有许多。线性规划

将题目的约束和目标本质地、显式地表达出来，而线性规划对偶有时能挖掘出原问题的优

越性质，从而高效地解决问题。

对于线性规划对偶的应用，应该还有许多的发展空间。欢迎大家在这类问题上进行更

多的思考和总结。
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浅谈信息学竞赛中的弦图问题

湖南省长沙市长郡中学郭城志

摘 要

弦图是一类特殊的图，很多一般图上的 NPC问题在弦图上都有优秀的解法。本文介绍
了一些与弦图有关的知识，并通过几个例题展示了这些知识在信息学竞赛中的应用。

1 引言

弦图出现在信息学竞赛中已经有至少十年，但是没有得到广泛的普及，近几年出现在

信息学竞赛中的弦图问题非常少，许多选手对弦图的了解也止步于基本定义和最大势算法

的记忆上。本文较详细地介绍了一些与弦图有关的知识，希望能够帮助大家更加了解弦图。

本文第 2节介绍了一些用到的记号和定义。

第 3节介绍了一些弦图的基础知识。

第 4节介绍了弦图的团树，以及团树、子树图、弦图之间的关系。

第 5节通过几道例题，展示了弦图知识在信息学竞赛中的一些应用。

2 定义与约定

如无特殊说明，本文中的图均指无重边、自环的无向图。

对于图 G = (V, E)，令 n = |V |表示点集的大小，m = |E|表示边集的大小。为了方便，
有时会直接将点从 1 . . . n编号。

定义 2.1 (邻域). 对于任意 v ∈ V，记 v的邻域 N(v) = {u|(u, v) ∈ E}，即与 v有边直接相连的

点集。

定义 2.2 (导出子图). 对于任意 A ⊆ V，令 A 在 G 上的导出子图为 G′ = (A, E′)，其中

E′ = {(u, v)|(u, v) ∈ E, u, v ∈ A}，即点集 A和 G中两端都在点集 A中的边组成的子图。

定义 2.3 (团). 对于任意集合 A ⊆ V，A是一个团当且仅当 ∀u, v ∈ A, u , v，有 (u, v) ∈ E，即

点集 A中任意两个不同的点都有边相连。如果不存在 A′ ⊃ A使得 A′ 是一个团，则称 A为

极大团。
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定义 2.4 (弦图). G是弦图当且仅当对于 G中任意一个长度大于 3的简单环，都存在环上不

相邻的两个点之间有边。环上不相邻的两个点之间的边也叫做弦。

3 基础知识

3.1 弦图的点割集

定义 3.1 (点割集). 对于任意集合 A ⊆ V，定义 A 是 G 关于 u, v 两点的点割集，当且仅当

u, v < A，且 V \ V ′ 在 G上的导出子图中 u, v不连通。如果不存在 A′ ⊂ A满足 A′ 也是 G关

于 u, v的点割集，则称 A是极小点割集。

关于弦图的极小点割集，有以下性质：

引理 3.1. 令 G = (V, E)是弦图，A是 G关于两个点 u, v的极小点割集，则 A是一个团。

证明. 令 V \ A中 u, v所在的连通分量分别为 V1,V2。

显然，∀x ∈ A,N(x)包含 V1,V2中的点，否则删去 x可以得到一个更小的点割集，与 A

是极小点割集矛盾。

那么，对于任意 x, y ∈ A(x , y),N(x) 包含 V1,V2 中的点，N(y) 也包含 V1,V2 中的点。

令 x, y之间在 V1,V2 内部的最短路径分别为 x → x1 ⇝ y1 → y和 y → y2 ⇝ x2 → x。那么，

x→ x1⇝ y1 → y→ y2⇝ x2 → x是 G中一个长度 > 3的环。

因为 G是弦图，所以该环上必然存在一条连接不相邻点的边。可以发现，如果该边不

是 (x, y)，那么 x→ x1⇝ y1 → y和 y→ y2⇝ x2 → x两条路径中至少有一条不是最短路径，

产生矛盾。因此边 (x, y)存在，故结论成立。 □

3.2 弦图的单纯点

定义 3.2 (单纯点). 对于图 G = (V, E)和任意 v ∈ V，v是单纯点当且仅当 N(v)是一个团。

利用引理 3.1，我们可以证明一个结论：

引理 3.2. 所有弦图 G = (V, E)存在单纯点，不是完全图的弦图存在两个不相邻的单纯点。

证明. 按 n归纳。n = 1时显然成立。

假设结论对于更小的 n都成立。

G是完全图或 G不是连通图的情况是平凡的。

假设 G不是完全图且 G是连通图。任取两点 (u, v)满足 (u, v) < E，令 A为 G关于 u, v

的极小点割集。根据引理 3.1，A是一个团。令 G \ A中 u, v所在的连通分量分别为 V1,V2。
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令 L = V1 ∪ A。若 L是一个团，那么 V1 中任取一点都是 V1 的导出子图的单纯点。否

则，L的导出子图中存在不相邻的单纯点 x, y，它们不可能都在 A中，因为 A是一个团。也

就是说，x, y至少有一个点在 V1中，它是 V1的导出子图的单纯点。

同理，V2的导出子图中也存在单纯点。又因为 A是点割集，所以 V1,V2之间不可能有

边，我们就找到了 G的两个不相邻的单纯点。 □

3.3 弦图的完美消除序列

定义 3.3 (完美消除序列). 若 G是弦图，则 G的完美消除序列是一个点集的排列 p1, . . . , pn，

满足 ∀i ∈ [1, n]，{pi} ∪ (N(pi) ∩ {pi+1, . . . , pn})是一个团。即对于排列中任意一个点，其自己
和排列中在其后面的与其相邻的点是一个团。∀i ∈ [1, n]，在给定完美消除序列的前提下，定
义 C(pi) = {pi} ∪ (N(pi) ∩ {pi+1, . . . , pn})。

每个弦图都存在完美消除序列。对于给定的弦图G = (V, E)，可以使用最大势算法求出

G的一个完美消除序列。该算法的流程为：对每个点 i设置一个变量 labeli，初始值为 0。执

行 n轮以下过程：找到 i使得 labeli 最大，且点 i还未被加入完美消除序列中，将点 i加入

到完美消除序列的最前面，然后 ∀ j ∈ N(i)，将 label j 增加 1。

下面，我们证明该算法的正确性。不失一般性地，设最大势算法求出来的序列为 1, 2, . . . , n。

我们首先需要一个引理：

引理 3.3. 对于任意弦图 G = (V, E)，不存在元素两两不同的序列 v0, . . . , vk(k ≥ 2)满足：

1. vi, v j ∈ E当且仅当 |i − j| = 1。

2. ∀i ∈ [1, k], v0 > vi。

3. v1 < vk。

证明. 假设存在这样的序列，那么有 v1 < vk < v0，且 (v0, v1) ∈ E, (v0, vk) < E。后者说明，在

最大势算法的过程中，v0 对 labelv1 有贡献，而对 labelvk 无贡献。为了使 vk 比 v1 先加入到

完美消除序列，必存在 x > vk，满足 (x, vk) ∈ E, (x, v1) < E。

任取一个这样的 x，并取最小的 j ∈ [2, k] 满足 (x, v j) ∈ E。那么 (v0, x) < E，否则

v0 → v1 → · · · → v j → x→ v0是一个长度 > 3的无弦环。

如果 x < v0，则 v0, . . . , v j, x也是一个满足以上三条性质的序列，否则 x, v j, . . . , v0 也是

满足性质的序列。每一种情况都使得序列最后一个元素增大，因此重复进行这个过程可以

得到有无穷多个序列满足条件，产生矛盾。 □

假设存在 u, v,w满足 u < v < w, (u, v) ∈ E, (u,w) ∈ E, (v,w) < E，那么 w, u, v就是一个满

足引理 3.3中性质的序列，产生矛盾。因此最大势算法求出的是一个完美消除序列。
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3.4 弦图的判定

有一个重要的弦图判定定理：

定理 3.1. 图 G = (V, E)是弦图的充要条件是，G存在完美消除序列。

证明. 若 G是弦图，我们可以通过最大势算法构造 G的一个完美消除序列。

若 G不是弦图，则 G中存在一个长度 > 3的环，满足环上不存在弦。假设完美消除序

列存在，考虑环上在完美消除序列中最前面的点 v，其在环上与 v1, v2 直接相连。根据完美

消除序列的定义，v1, v2之间也应该有边直接相连，与环上不存在弦产生矛盾。 □

那么，我们可以利用完美消除序列的存在性来判定一个给定的图 G = (V, E)是否是弦

图。对 G运行最大势算法，如果 G是弦图，那么我们可以求出 G的一个完美消除序列；如

果 G不是弦图，我们求出来的就不是完美消除序列。

设最大势算法求出的序列为 1, . . . , n，对于每个 i，设 C(i) = {i, p1, . . . , pk}，其中 p 递

增。若直接定义判定其是否是一个完美消除序列，我们需要判定C(i)是否是一个团，这需要

Θ(k2)次判定，总复杂度 O(nm)。实际上，只需判定 p1是否与 C(i)中的其他点都有连边即

可，因为假设我们是按 n . . . 1的顺序依次枚举每个 i的，那么根据归纳的思想，p j, pk( j, k > 1)

是否有连边的判定，已经在 p1处完成了。这样，复杂度就降为了 O(n + m)。

3.5 弦图的极大团

令完美消除序列为 1 . . . n，显然极大团必定是某个C(i)。对于一个 i，C(i)不是极大团当

且仅当存在 j < i满足 C(i) ⊂ C( j)。假设存在这样的 j，并存在 k使得 j < k < i且 ( j, k) ∈ E，

那么 C(i) ⊂ C(k)同样成立。因此可以假设 C( j) \ { j}中最小的点为 i。

这种情况下，判定 C(i) ⊂ C( j)是否成立，显然只需判定 |C(i)|+1是否等于 C( j)。因为

i从 1取到 n，C(i) \ {i}中最小的点总共只有 O(n)种，因此总复杂度为 O(n + m)。

3.6 弦图的色数/团数

定义 3.4 (色数). G的色数指的是最小的正整数 k，使得存在一种给 G中每个点染上 [1, k]中

的一种颜色的方案，满足每条边两端点颜色不同，记作 χ(G)。

定义 3.5 (团数). G的最大团指的是大小最大的 A ⊆ V，满足 A是一个团。G的最大团的大

小称为 G的团数，记作 ω(G)。

按照任意完美消除序列从后往前，给每个点染上未使用过的编号最小的颜色，使用的

总颜色数 k = χ(G) = ω(G)。

证明. 显然 χ(G) ≤ ω(G)。按照这种方法染色，显然 k = ω(G)。而根据定义 k ≥ χ(G)，所以

k = χ(G) = ω(G)。 □
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3.7 弦图的最大独立集/最小团覆盖

定义 3.6 (最大独立集). G的最大独立集指的是大小最大的 A ⊆ V，满足 A中任意两点没有

边相连。G的最大独立集的大小记作 α(G)。

定义 3.7 (最小团覆盖). G的最小团覆盖指的是用最少的团覆盖 G中的所有点。使用的团的

数量记作 κ(G)。

按照任意完美消除序列从前往后考虑每个点，若当前考虑的点与已被选入独立集中的点

没有边相连，就将当前点加入独立集，最终得到的是最大独立集。设最大独立集为 {v1, . . . , vk}，
则最小团覆盖为 {C(v1) . . . ,C(vk)}。

证明. 首先，这些团确实是G的一个最小团覆盖。否则，若G中一个点不在该团覆盖内，说

明完美消除序列中在其前面且与其有边的点都未被选择，那么其应该被加入独立集内。

其次，显然 α(G) ≤ κ(G), k ≤ α(G), k ≥ κ(G)，因此 k = α(G) = κ(G)。 □

4 子树图和团树

4.1 弦图的团树

定义 4.1 (团树). 对于图 G = (V, E)，定义其团树为 T = (µ(G), E′)，满足对于任意 v ∈ V，

µv(G)在 T 上的导出子图连通。团树可能不存在。

每个弦图都存在团树。下面我们将给出一种方法，对于任意弦图G = (V, E)，构造出其

团树。

因为团树是一棵树，所以“团树上的团”这个描述没有意义。以下为了更加直观，我们

把团树上的一个点，即 G中的一个团也称为团树上的团。

求出G的任意一个完美消除序列，假设为 1 . . . n。我们将按照完美消除序列从后往前增

量构造，即对于 i = n . . . 1，依次构造出 {i . . . n}的导出子图的团树。在构造过程中，我们会
令 G中已加入的每个点 i指向加入点 i时团树上新产生的团。

假设我们已经对 {i + 1 . . . n}的导出子图构造完毕，现在需要加入点 i。

令 j为 C(i) \ {i}中最小的点。若不存在这样的 j，则将 {i}作为一个新团加入团树，与
团树上任意一个团连边。

假设 j存在。若 |C(i)| = |C( j)|+ 1，并且 j指向的团等于 C( j)，直接将 i加入该团，即

将团树上 C( j)替换成 C(i)。

否则，将 C(i)作为一个新团加入团树中，并与 j指向的团连边。

容易发现算法流程中每个点 i指向的团的大小是单调不降的，且加入点 i时其指向的团

是 C(i)。因此，判定 j指向的团是否等于 C( j)，只需将其现在的大小与 |C( j)|比较即可。因
此，该算法的时间复杂度为 O(n + m)。
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下面，我们证明该算法的正确性：

考虑加入点 i时三种不同的情况。

1. 点 i是孤立点。这种情况下显然正确。

2. |C(i)| = |C( j)|+ 1，并且 j指向的团等于 C( j)。第一个条件说明 C(i) = C( j) ∪ {i}，因
为根据完美消除序列的定义，C(i) \ {i} ⊆ C( j)。第二个条件说明，C( j)是 {i+1, . . . , n}
的导出子图中的极大团。那么，C( j)不再是 {i, . . . , n}的导出子图中的极大团，而 C(i)

是新产生的一个极大团。而其他极大团在加入点 i后仍然存在，因为点 i的加入只可

能使得是 C(i) \ {i}子集的极大团变成非极大团，而这些子集中除掉 C( j)以外的团在

加入点 j后必定已不是极大团。另一方面，得到的新树与原团树相比，区别仅仅在于

某一个团内多出了新加入的点 i，因此包含每个点的团连通这一性质仍然满足。

3. 其他情况。按照类似的分析，所有 {i + 1, . . . , n}的导出子图中的极大团都不会变成非
极大团；又因为 C(i) \ {i} ⊆ C( j)，包含每个点的团连通这一性质仍然满足。

4.2 子树图与弦图的关系

定义 4.2 (交图). 考虑一个集合族 F，其交图 G = (V, E)是这样一个图：每个点对应 F 中的
一个集合，两个点之间有边当且仅当其对应的集合交集非空。

定义 4.3 (子树). 对于树 T = (V, E)，称 V ′ ⊆ V 是 T 的子树，当且仅当 V ′ 在 T 上的导出子

图是连通图。

定义 4.4 (子树图). 对于一棵树的子树族 F，其交图称为子树图。

引理 4.1. 若图 G = (V, E)是子树图，则 G是弦图。

证明. 令G是树 T 上子树族 F 的交图。我们将构造G的一个完美消除序列，以此证明G是

弦图。

设 Ai为点 i对应的 F 中的子树。令 T 中任意一点为树根，将 V 中所有点排序，令排序

后为 1, . . . , n,满足 ∀i < j，Ai的根的深度不小于 A j的根的深度。因此，∀i < j，若 Ai∩A j , ∅，

则 A j 必包含 Ai 的根。由此可得，∀i ∈ [1, n]，满足 j > i且 Ai ∩ A j , ∅的 A j 一定两两有交，

故 1, . . . , n是 G的一个完美消除序列。

□

4.3 团树与子树图的关系

引理 4.2. 若图 G = (V, E)是存在团树，则 G是子树图。
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证明. 令其团树为 T。令

F = {µv(G)|v ∈ V}

对于任意 v ∈ V，我们令 G中的点 v与 F 中的元素 µv(G)相对应。我们将证明 G是 F
的交图。

对于任意 u, v ∈ V，若 µu(G)∩ µv(G) , ∅，那么存在G中的极大团 A，满足 A ∈ µu(G)∩
µv(G)，即 A ∈ µu(G), A ∈ µv(G)。因此 u, v ∈ A，即 (u, v) ∈ E。

另一方面，如果 (u, v) ∈ E，那么存在极大团 A 满足 u ∈ A, v ∈ A（只需从 {u, v} 开
始任意扩展直到不能扩展为止，就可以得到一个这样的 A）。因此 A ∈ µu(G) ∩ µv(G)，即

µu(G) ∩ µv(G) , ∅。

那么，(u, v) ∈ E当且仅当 µu(G) ∩ µv(G) , ∅，即 G是 F 的交图。 □

最后，根据本节内容，我们可以得到一个定理：

定理 4.1. 对于图 G = (V, E)，以下三个命题等价：

1. G是子树图。

2. G是弦图。

3. G有团树。

5 应用

例题 1. 对于一个长度为 n的字符串 s，定义其 next数组为一个长度为 n的整数数组，其中

nexti = max{ j| j < i, s[1 . . . j] = s[i − j + 1 . . . i]}。
现在给定一个长度为 n的 next数组和字符集大小 k，求有多少字符串 s，满足 s的 next

数组为给定的 next数组。

n ≤ 107

模拟 KMP算法的过程，我们会得到若干条限制，每条限制形如 s的某两个字符必须相

等，或 s的某两个字符必须不相等。

考虑一个 n个点的无向图G，每个点对应 s的一个字符。选择 s每个位置填的字符就是

给 G中每个点染色；对于每一条限制，我们在两个字符对应的 G中的点之间连形如两端点

颜色必须相等/必须不相等的边。问题转化为：有多少种给 G 中每个点染上一种 [1, k]的颜

色的方案，满足所有边的限制。

相等边是好处理的，将每一个由相等边连成的极大连通块缩成一个点即可。设缩点后

得到的新图是G′。现在的问题是，求G′有多少种染色方案，使得每条边两个端点的颜色不

同。这是 NPC问题，所以我们需要挖掘 G′更多的性质。
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分析 KMP算法过程中求出的限制。考虑一棵树 T，对于每个 i ∈ [2, n]，T 中点 i的父亲

是 nexti−1 + 1，点 1是树根。限制实际上就是，某一些点 i有一个祖先 fi，i的颜色必须和 fi

的颜色相同，且和 i到 fi路径上（不包括端点）的所有点颜色不同；另一些点与自己到根路

径上（不包括自己）的所有点颜色不同。那么，一个相等边的极大连通块存在唯一一个块

根，两个连通块有不等边当且仅当其块根有祖孙关系。

通过和引理 4.1的证明类似的思想，容易发现，G′是一个弦图，将所有相等块按照块根

的编号从大到小排序就是一个完美消除序列。

怎样求弦图的 k 染色方案数呢？这是简单的：按完美消除序列从后往前依次决定每个

点的颜色。假设当前考虑到了点 v，根据完美消除序列的定义，C(v) \ {v}是一个团，因此
C(v) \ {v}中的点一定被染成了两两不同的颜色。那么，点 v可染的颜色数就是 k− |C(v)|+1，

答案就是每个点可染颜色数的乘积。

时间复杂度 O(n)。

例题 2. 给定弦图 G = (V, E)，Alice和 Bob将在 G上博弈。

第一轮，Alice选择不超过 k个点，设选中的点集为 A1，然后 Bob选择 V \ A1中的一个

点，设其为 v1。

第 i(i > 1)轮，Alice选择不超过 k个点，设选中的点集为 Ai，然后 Bob选择 V \ Ai 中

的一个点，设其为 vi。Bob需要满足 vi−1和 vi 之间存在一条不经过 Ai−1 ∩ Ai 内的点的路径。

如果某一轮 Bob无法选择 vi，则 Alice获胜。如果游戏能无限进行下去，则 Bob获胜。

求出最小的 k，使得 Alice能获胜。

n,m ≤ 105

若 k < ω(G)，显然 Bob永远可以在最大团内选出一个点。
否则，考虑 G的团树 T ′，G中的每一个点对应 T ′ 中的一个子树 (µv(G))。原问题可以

转化为一个树上的问题：给定树 T 和一个子树族 F，每一轮 Alice选择 F 中不超过 k个子

树Ai，然后 Bob选择一个不在Ai 中的子树 Fi，满足存在一个子树序列，以 Fi−1 开头，Fi

结尾，相邻子树有交，且不包含Ai−1 ∩Ai中的子树。并且，对于 T 中的每个点，F 中包含
其的子树个数 ≤ k。

第一步，Alice可以选择所有包含 u的子树，其中 u是 T 中任意一个点。那么，删去点

u后，T 将包含若干个连通分量，根据规则，Bob必须选择一个完全在某个连通分量内的子
树。假设 Bob选择的子树所在的连通分量与 u直接相连的点是 v。那么，在第二步，Alice
可以选择所有包含 v的子树，删去 v后，v所在的连通分量又分成若干个更小的连通分量。

容易发现，Bob再次选择的子树只能完全在这些更小的连通分量中……以此类推，最终 Bob
一定会无法选择子树。

所以，答案就是 ω(G)。时间复杂度 O(n + m)。

例题 3. 给定弦图 G = (V, E)，求至少删去多少个点，才能使得 G中不存在环。

n,m ≤ 105
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弦图删去若干个点后还是弦图，所以不存在环等价于每个极大团的大小都 ≤ 2。

考虑求最多能保留的点数。建出G的团树 T ′，限制就是 T ′中的每个团内至多只能保留

两个 G中的点。

接下来，我们可以将原问题作和例题 2一样的转化，不过此处额外用到了一个团树的
性质：每个点代表原图的一个极大团。问题转化为：给定树 T 和一个子树族 F，需要从 F
中选出尽可能多的子树，满足对于 T 上的每个点 u，选出的包含 u的子树个数不超过 2。

转化后的问题可以用一个简单的树形 DP解决。将 T 以任意点为根，设 S u表示 T 中所

有到根的简单路径经过点 u的点，设 fu,i, j 表示考虑完了 F 中所有与 S u 有交的子树，选出

的包含 u的子树分别为 i, j（其中 i, j可以为 0，表示选出的包含 u的子树个数小于 2），最

多能选出的子树个数。DP转移需要满足：对于一个 u的儿子 v，若 i , 0且子树 i包含点 v，

则从 fv,i′, j′ 转移需要保证 i′ = i或 j′ = i；同样地，若 j , 0且子树 j包含点 v，则需要保证

i′ = j或 j′ = j。

根据团树的构建过程，可以得到 T ′ 上每个团的大小之和是 O(m)的，并且每个团的大

小是 O(
√

m)的（因为若存在一个大小为 t的团，则团内有 Θ(t2)条边，而总边数只有 m）。

也就是说，F 中每个子树的大小之和是 O(m)的，且对于 T 中每个点 u，F 中包含 u的子树

个数是 O(
√

m)的。因此，DP的总状态数是 O(m
√

m)的，若精细实现使得每一次转移 O(1)

完成，总时间复杂度即为 O(m
√

m)。

6 总结

本文第 3节讲述了一些弦图的基础知识，体现出了弦图有很多优秀的性质，一些在一

般图上难以解决的问题在弦图上可以轻易解决。

第 4节介绍的团树给出了一种化弦图为树的方法，利用团树我们可以更好地分析弦图

的结构，解决更多的问题；同时也说明了只有弦图存在团树，该方式难以被扩展到一般图上

解决问题。

第 5节的几个例题介绍了第 3, 4节知识的一些小应用。

事实上，因为作者的水平有限，这篇文章介绍的内容还相当浅，弦图还有很多可以被挖

掘的东西。希望本文能够起到一个抛砖引玉的作用，吸引更多的读者来研究弦图，让更多

优秀的弦图题出现在信息学竞赛中。
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浅谈 Lyndon分解
雅礼中学 胡昊

摘 要

字符串是信息学奥林匹克竞赛的重要考点，Lyndon常用于与字典序最优化相关的问题。

1 基本定义

定义 |S |为字符串 S 的长度，S i 为 S 中的第 i个字符（i ∈ [0, |S |)）。
定义两个字符串 S ,T 相等，则须满足 |S | = |T |,∀i ∈ [0, |S |), S i = Ti。

定义一个字符串 S 的一个子串 S l...r 为 S 中的第 l个字符到第 r个字符组成的字符串。

定义字符串 S 是另一字符串 T 的前缀，当且仅当 T0...|S |−1 = S，可以看出任意字符串 A

一定是 A的前缀。

定义字符串 S 是另一字符串 T 的后缀，当且仅当 T |T |−|S |...|T |−1 = S，可以看出任意字符

串 A一定是 A的后缀。

两个不相等的字符串 S ,T 比较大小时，若 T 是 S 的前缀，则 S > T；若 S 是 T 的前

缀，则 S < T；否则找到第一个位置 p，使得 S 0...p−1 = T0...p−1, S p , Tp，则 S ,T 的大小关系

与 S p,Tp 的大小关系相同。

对于两个字符串 A, B，定义 AB为将 B直接连接在 A后得到的字符串，即：|AB| = |A|+ |B|，

(AB)i =

Ai i < |A|

Bi−|A| i ≥ |A|
根据上一条定义，可以定义出 S k = S k−1S , S 1 = S。

2 后缀数组

后缀数组作为处理字符串问题的有力工具，是理解 Lyndon分解的重要前置知识，本章
节将大致地提一下，详细学习可以参考“参考文献 1”。
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2.1 定义

将 S 的每一个后缀排序（它们肯定互不相同），可以得到后缀数组 sa0...|S |−1，是一个 0

到 |S | − 1的排列，满足 ∀i ∈ [1, |S |), S sai−1...|S |−1 < S sai...|S |−1。

定义 rk数组，满足 rksai = i。

2.2 后缀排序

后缀排序的常用方法为倍增排序。

根据字符串大小比较的定义，若 S 0...p < T0...p, p ≤ q，则 S 0...q < T0...q。

于是，可以先仅取所有后缀的前 20个字符进行比较，然后根据仅取前 2i个字符排序后

结果进行双关键字排序，就可以得到取前 2i+1个字符排序后的结果。

双关键字排序时使用基数排序可以做到 O(n log n)求后缀数组，使用 SA-IS算法或 DC3
算法可以做到 O(n)，因为这不是本文重点，故不在此介绍。

3 Lyndon分解

3.1 定义

对于一个字符串 S，若 S 小于它的所有不为 S 的后缀，则称 S 为简单串（或 Lyndon
串）。

定义 S 的 Lyndon分解为 S = w1w2w3 . . .wm，其中所有 w均为简单串，且 w1 ≥ w2 ≥
w3 ≥ · · · ≥ wm。

Lyndon分解是唯一的，且对于每个字符串都必定有 Lyndon分解，下面将证明 Lyndon
分解是唯一的，并通过一个较劣的算法（时间复杂度 O(n log n)）来证明每一个字符串都有

Lyndon分解。

3.2 简单串的性质

1. 字符串 S 为简单串，当且仅当 S 小于所有与 S 循环同构的串，即 ∀i ∈ (0, |S |), S <
(S S )i...i+|S |−1。

S 为简单串时，则 S 小于所有与 S 循环同构的串的证明：

若 S = AB，且 S ≥ BA，则 B > AB ≥ BA，不成立，则原命题成立。

S 小于所有与 S 循环同构的串，则 S 为简单串时的证明：

若 S = AB，且 S ≥ B，B取所有符合条件中最短的，则 BA > AB ≥ B，则 B是 A的

前缀或 A是 B的前缀。
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若 B是 A的前缀，则令 A = BC，则 S = BCB，则 BBC > BCB ≥ B，则 BC > CB，又

CBB > BCB，矛盾。

若 A是 B的前缀，则令 B = AC，则 S = AAC，则 ACA > AAC ≥ AC，则CA > AC ≥ C，又

B取所有符合条件中最短的，所以 S = AAC < C，所以 AC ≥ C > AAC，所以C > AC，

矛盾。

故原命题得证。

2. 若 S a为简单串，其中 a为一个字符，则 ∀b ≥ a, S b为简单串，证明：

对于 S 的每个非 S 后缀 T，有 Tb > Ta > S a，因为 |Tb| < |S a|，所以 Tb, S a第一个

不同的字符位置不为 |S a| − 1，所以将 a换为 b不等号保持不变，即 Tb ≥ S b。

3.3 唯一性证明

若 S = w1w2w3 · · · = w′1w′2w′3 . . .，不妨设 w1 , w′1（找到第一个 wp , w′p 的 p，令

S ′ = wpwp+1 . . .，可以转化为这种情况），并假设 |w1| < |w′1|（不然交换 w,w′）。

令 w′1 = w1A,w2 = AB，则 A > w1A > w1 ≥ AB，可以推得 A > AB，这显然是错误的，

所以可以推得：Lyndon分解是唯一的。

3.4 O(n log n)的分解方法

定义数组 ai为最小的 j，大于 i且 S j...|S |−1 < S i...|S |−1，若不存在这样的 j，可以认为 ai = |S |。
那么，S 的 Lyndon分解的第一项为 S 0...a0−1，且后面 m− 1项就是 S a0...|S |−1的 Lyndon分

解。

3.4.1 正确性证明

证明可以分为 S 0...a0−1是简单串，和 S 0...a0−1 ≥ S a0...a1−1两部分。

1. 令 S = ABC，其中 S 0...a0−1 = AB，根据算法有 C < ABC < BC，假设 AB ≥ BA，那么

B一定是 AB的前缀。

设 AB = BD，则 C < BDC < BC，则 DC < C。

因为算法得到 C是比 S 小的最长的后缀，与 DC < C矛盾，所以原命题成立。

所以 S 0...a0−1是简单串。

2. 令 S = ABC，其中 S 0...a0−1 = A, S a0...a1−1 = B，根据算法有 C < BC < ABC，假设

A < B，那么 A一定是 B的前缀。

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 3



浅谈 Lyndon 分解 雅礼中学 胡昊

设 B = AD，则 C < ADC < AADC，则 DC < ADC。

因为算法得到 C是比 ADC小的最长的后缀，与 DC < ADC矛盾，所以原命题成立。

所以 S 0...a0−1 ≥ S a0...a1−1。

所以，我们证明了这个算法可以求出一个字符串的 Lyndon分解，同时每一个字符串都
必定有 Lyndon分解。

3.4.2 算法伪代码

Algorithm 1: Algorithm based on SA
Input: 字符串 S
Output: S的 Lyndon分解

1 n← |S |;
2 sa←Sufsort(S );
3 X ← {n};
4 for i ∈ [0, n) do
5 asai ← X.upperbound(sai);
6 X.insert(sai);

7 end
8 i← 0

9 while i < n do
10 Print(S i...ai−1);
11 i← ai − 1;
12 end

3.5 Duval算法

定义字符串 S 为近似简单的，当且仅当 S = www . . .ww，其中 w是 w的前缀，且 w是

简单串，据此定义，简单串也是近似简单串。

在算法运行过程中，S 分为 3部分 s1s2s3，其中 s1 是已经完成分解的部分，s2 是近似

简单串，s3是没有任何处理的部分。

我们可以用三个指针 i, j, k来保存运行状态：i为 s2的开始字符，j为 s3的开始字符，k

则记录近似简单串 s2的情况：k = j − |w|。
Duval算法即不断尝试往 s2的末尾加入 s3的首字符，根据 S j 和 S k 的大小关系，有：

• S j = S k

显然，将 S j+1加入 s2后，s2还是一个近似简单串。
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可以令 j← j + 1, k ← k + 1。

• S j > S k

令 T = s2S j = www . . .wS j = wawS j，因为 wS j > w，将 T 循环位移（位移长度在

(0, |T |)间），则：

若循环向前移 b|w|步，则 T ′ = wa−bwS jwb > wa−bwwb−1wS j = T。

若循环向前移 u步，u不是 |w|的倍数，且 u < |T |−|w|，因为w是简单串，则 (T ′)0,|w|−1 > w，

则 T ′ > T；当 u > |T | − |w|时，因为 S 2大于 w的对应项，所以 T ′ > T。

综上，若循环位移长度在 (0, |T |)间，T ′ > T，所以，此时 s2S j 是一个简单串，根据

定义，可以认为加入 S j 后，s2依然是近似简单串。

可以令 j← j + 1, k ← i。

• S j < S k

令 T = s2S j = wawS j，因为 wS j < w，循环位移 |w|步后，显然有 T ′ < T，此时 T 不

再是简单串。

因为 wS j < w，考虑 O(n log n)的算法的过程，比 wuwS j小的最长后缀为 wu−1wS j，所

以前面的 a个 w可以加入 Lyndon分解中。

修改 i的值，然后令 j→ i + 1, k → i（一个单独的字符一定是简单串，所以直接令 s2
为 s1后的第一个字符）。
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3.5.1 算法伪代码

Algorithm 2: Duval Algorithm
Input: 字符串 S
Output: S的 Lyndon分解

1 n← |S |;
2 i← 0;
3 while i < n do
4 j← i + 1;
5 k ← i;
6 while j < n do
7 if S j = S k then
8 j← j + 1;
9 k ← k + 1;
10 Continue;

11 end
12 if S j > S k then
13 j← j + 1;
14 k ← i;
15 Continue;

16 end
17 Break;

18 end
19 while i ≤ k do
20 Print(S i...i+( j−k)−1);
21 i← i + ( j − k);

22 end
23 end

3.5.2 复杂度证明

在一次外层循环内，向 s1中添加 u个字符，那么 j的值一定小于 i+2u，内层循环次数

不大于 2u。

对它求和，内层循环总的次数不大于 2n，外层循环次数不大于 n，所以 Duval算法的时
间复杂度为 O(n)。
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4 例题

4.1 例题 1

4.1.1 题面

给定长为 n的字符串 S，求出 S 的最小表示法。

4.1.2 题解

将 S SLyndon分解，找到分解后最后一个字符串，它的首字符为 S p，且 p ∈ [0, |S |)，S

的最小表示法就是 S p...p+|S |−1。

考虑到 S S = w1w2 . . .wm，其中开头为 S p 的为 wi。

因为若取 wi−1 为开头，当 wi−1 > wi 时，显然取 wi 为开头较优，当 wi−1 = wi 时，找到

第一个 j > i，使得 w j , wi，显然 w j < wi，则 w j 越靠前越优，故应选 wi 作为开头。

时间复杂度 O(n)。

4.2 例题 2

4.2.1 题面

给定长度为 n的字符串 S，将 S 分为最多 k个串 c1c2 . . . ck，求 max ci 的最小值。

4.2.2 题解

考虑 S 的 Lyndon分解，我们令 S = wm
1 wm+1 . . .。

如果 k > m，可以划分为 m个 w1，和 1个 wm+1 . . .，此时答案是 w1。

如果 k|m，可以划分为 k − 1个 w
m
k
1，和 1个 w

m
k
1 wm+1 . . .，此时答案为 w

m
k
1 wm+1 . . .。

否则，可以额外花费一次划分，将最后的一个 w⌊
m
k ⌋

1 ，和它后面的 wm+1 . . . 划开，答案

为 w⌊
m
k ⌋

1 。

时间复杂度 O(n)。

4.3 例题 3

4.3.1 题面

给定长度为 n的字符串 S，将 S 分为最多 k个串 c1c2 . . . ck，求 max ci 的最小值。

q次询问，每次询问 S 的一个后缀，并重新给定 k。
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4.3.2 题解

用 O(n log n)的 Lyndon分解算法可以求出每个后缀的 Lyndon分解的 w1，并记录每个

位置开始时，Lyndon分解出的 w1的重复次数。

知道这两个信息，就可以和上题用相同的方法做出来了。

时间复杂度 O(n log n)。

4.4 例题 4

4.4.1 题面

给定一个字符串 S，求出 S 的每个前缀的最小后缀。

4.4.2 题解

将 SLyndon分解，令 S = w1w2w3 . . .wm，显然，前缀 w1w2 . . .wk 的最小后缀为 wk。

但是如果前缀是 w1w2 . . .wk（wk指 wk的前缀），答案就不一定是 wk，例如 aab的 Lyndon
分解为 aab，前缀 aa的最小后缀为 a而不是 aa。

Duval算法的运行过程，我们考虑怎么在处理 s2时求出每个前缀的最小后缀。

• 当 s2 = w时，最小后缀显然为 w。

• 当 s2 , w时，s2为 w重复若干次（最后一次不一定完整）得到。

如果起始字符不在 w内，那么它比 w大，一定不优。

在 w内的情况，与去掉末尾 |w|个字符的情况相同，答案长度一样。

5 总结

Lyndon分解可以作为处理字符串最优化的有力工具。
在上文中，简单介绍了求 Lyndon分解的两种算法，并证明了它们的正确性。
其中 O(n log n)的算法思路简单，且能够求出每一个后缀的 Lyndon分解，在例题 23中

有所说明。

其中 O(n)的算法复杂度优，代码简单，能够求出每一个前缀的 Lyndon分解，在例题 4
中有所说明。
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信息学竞赛中构造题的常用解题方法

西南大学附属中学校蒋凌宇

摘 要

构造题是近年的算法竞赛中常见的一种题目类型。本文对构造题中常见的几个解题方

法进行了介绍，包括抽屉原理的运用、DFS树的运用、递归法的运用等，并给出了例题和讲
解。

1 引言

在近年的算法竞赛中，构造题的出现越来越频繁。不同于传统的计数、最优化等问题，

构造题只要求选手给出一组满足约束条件的解，而不需要统计解的数量，或是寻找一组“最

优”的解。然而，由于其模型繁多，涉及图论、数论、字符串等各领域，且常常难以发现，

要解决起来并不容易。

本文对构造题中较常出现的一些解题思路进行了介绍，并给出了例题和讲解，希望对

读者有所启发，在解决构造题时能更加得心应手。

2 抽屉原理

抽屉原理，或称为鸽巢原理，是组合数学中一个非常重要的原理。通常的表述是，若将

n件物品放入 k个抽屉，则其中一定有一个抽屉包含至少
⌈

n
k

⌉
件物品，也一定有一个抽屉包

含至多
⌊

n
k

⌋
件物品。

在一些构造题中，常常会要求构造一个权值至少为（或不超过）某一个数的方案。很多

时候，可以考虑找出若干个可行的方案，使得它们的权值之和是定值。假设找出了 k个可行

方案，其总权值和为 n，由抽屉原理，这些方案中最小的权值一定不超过
⌊

n
k

⌋
，最大的权值

至少为
⌈

n
k

⌉
。
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2.1 ErrichTacToe1

2.1.1 题目大意

给定一张 n行 n列的棋盘，每个格子可能是空的或包含一个标志，标志有 X和O两种。
如果有三个相同的标志排列在一行或一列上的三个连续的位置，则称这个棋盘是一个胜局，

否则称其为平局。

例如，上图第一行的局面都是胜局，而第二行的局面都是平局。

在一次操作中，你可以将一个 X改成 O，或将一个 O改成 X。
设棋盘中标志的总数为 k，你需要用不超过

⌊
k
3

⌋
次操作把给定的局面变成平局。

2.1.2 数据范围

1 ≤ n ≤ 300。

2.1.3 解题过程

不妨将行列都用 0, 1, . . . , n − 1编号，将第 r行第 c列的格子记为 (r, c)。

我们将所有格子分成 3类，其中第 i (0 ≤ i < 3)类包含所有满足 r + c ≡ i mod 3的格子

(r, c)。不难发现，在一行或一列上的连续三个格子包含第 0, 1, 2类格子各一个。

由此，不难想到以下的几种操作方案：

• 将第 0类格子上的 X都改成 O，将第 1类格子上的 O都改成 X。

• 将第 1类格子上的 X都改成 O，将第 2类格子上的 O都改成 X。

• 将第 2类格子上的 X都改成 O，将第 0类格子上的 O都改成 X。

1https://codeforces.com/contest/1450/problem/C2
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显然这三种操作方案都能使得局面变成平局，而它们的操作次数的总和恰好是棋盘中

标志的总数 k，因此其中操作次数最少的方案的操作次数一定不超过
⌊

k
3

⌋
。

2.2 Mine Sweeper II2

2.2.1 题目大意

扫雷地图是一张 n行 m列的网格，其中每个格子是地雷或空地。每个空地会显示一个

数字代表与它相邻的雷的数量（两个格子相邻当且仅当它们共用一个顶点或一条边，不在

边界上的格子与恰好 8个格子相邻）。

在一次操作中，你可以将一个地雷改成空地，或将空地改成地雷。

给定两张扫雷地图 A，B，你需要对 A进行不超过
⌊

nm
2

⌋
次操作，使得 A所有空地上的

数字之和等于 B所有空地上的数字之和。

2.2.2 数据范围

1 ≤ n,m ≤ 1000。

2.2.3 解题过程

注意到一张地图所有空地上的数字之和等于相邻的（地雷，空地）的对数。这就意味

着，如果将一张地图的所有地雷改成空地，所有空地改成地雷，其所有空地上的数字和不

变。如下图所示。

由此，显然有以下两种方案：

• 将 A改成 B。

• 将 A改成与 B恰好相反，即若 B的某个格子是地雷，则 A对应的格子是空地，反之

亦然。

2The 2020 ICPC Asia Shanghai Regional Contest, Problem B, https://codeforces.com/gym/102900/problem/B
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由于每个格子只会在恰好一种方案中被修改，这两种方案的操作次数之和应为 nm。因

此取其中较少的一种，操作次数不超过
⌊

nm
2

⌋
。

3 DFS树
在解决一些图上的构造问题时，DFS树往往有非常大的帮助。
一张图的 DFS树是在对其进行深度优先遍历时，所形成的树结构。建立了 DFS树后，

图上的边可以分成四类：

• 树边即每个点到其所有孩子结点的边，也即每个点第一次被访问时经过的边。

• 前向边是每个点到其后代的边，不包括树边。

• 后向边是每个点到其祖先的边。

• 其余边称为横叉边。

其中，前向边、后向边、横叉边统称为非树边。

在构造题中，通常我们用到的是无向图的 DFS树。如果我们将每条边按照第一次经过
时的方向进行定向，则无向图的 DFS树满足所有非树边都是后向边。这个性质在解题过程
中有非常大的作用。

3.1 Ehab’s Last Corollary3

3.1.1 题目大意

给定一张 n个点 m条边的无向连通图，以及一个整数 k，你需要

• 找到一个恰好
⌈

k
2

⌉
个点的独立集，

• 或者找到一个长度不超过 k的简单环。

3.1.2 数据范围

3 ≤ k ≤ n ≤ 105, n − 1 ≤ m ≤ 2 · 105。

3https://codeforces.com/contest/1364/problem/D
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3.1.3 解题过程

记 l =
⌈

k
2

⌉
。

建出图的DFS树，考虑每条非树边 (u, v) (正如上文所说，它一定是后向边)，如果 |depu−
depv| < k，则取 (u, v)加上 v到 u的树上路径即为一个长度不超过 k的简单环。

否则，考虑两种情况：

• 若 m = n − 1，即图是一棵树。把所有点按照深度的奇偶性分成两个集合，取其中较

大的一个集合，即为大小至少为
⌈

n
2

⌉
≥ l的独立集，取其中任意 l个点即为所求。

• 若 m > n − 1，这时 DFS树上存在非树边，但不满足 |depu − depv| < k，意味着 DFS树
的深度至少为 k，且任意一对深度差在 [2, k)中的点都不存在边相连。设深度最大的

点为 x，取 x以及 x的 2, 4, . . . , 2l − 2级祖先，即为所求的独立集。

至此，我们仅用一次 DFS，在 O(n + m)的时间内解决了此题。

3.2 景点划分4

3.2.1 题目大意

给定一张 n个点 m条边的无向连通图，以及三个整数 a, b, c，满足 a + b + c = n。你需

要将 n个顶点分成三个集合 A, B, C，大小分别为 a, b, c，使得其中至少两个集合是连通的

(集合中的任意两个点能只经过该集合内的点互相到达)。有可能无解。

3.2.2 数据范围

3 ≤ n ≤ 105, 2 ≤ m ≤ 2 · 105。

3.2.3 解题过程

不妨设 a ≤ b ≤ c，则只需要集合 A, B连通即可。假设是 A, C连通，我们可以通过将 C

中的一些顶点加入 B中，使得 C 仍然连通且大小变成 b，因此仍然是合法的解。B, C 连通

的情况同理。

这时我们遇到了一些困难，因为有可能无解，而题目中并未给出、我们也并未发现有

解的条件，非常难以下手。因此我们不妨先来考察图是一棵树的情况。

当图是一棵树时，集合 A, B都是其中的子树，因此一定存在一条边，使得 A, B处于边

的两侧。显然，我们只需要找到一条边，使得其两侧的较小和较大的子树大小分别不小于 a,

4IOI2019第一试第二题, https://loj.ac/p/3176
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b即可。注意到一条边两侧较大的子树一定包含重心，我们可以考虑对重心进行一些分析。

如果删去重心后最大的连通块大小小于 a，则显然无解。否则，设这个连通块的大小为 x，

由重心的性质显然有 x ≤ n/2，因此删去这棵子树后还剩 n − x ≥ n/2个点。又由于 b ≤ n/2

(因为 b ≤ c)，因此这棵子树与重心之间的边就是我们要找的边。
回到一般的情况，我们建立图的 DFS树。找到 DFS树的重心，设为 u，记 u上方的子

树为 T，u下方的子树为 S 1, S 2, . . . S k。考虑几种情况：

• 如果 T 或某个 S i 的大小不小于 a，则我们可以用和树一样的方法构造一组解。

• 如果 T 和所有 S i的大小都小于 a，我们就需要考虑无向图 DFS树的性质。不同的 S i

之间是没有边相连的，同时有一些 S i 与 T 相连。如果所有与 T 相连的 S i 加上 T 的

大小之和小于 a，则一定是无解的，因为这表示集合 A, B都必须包含重心 u。从 T 开

始，我们依次加入与 T 相连的 S i，直到其大小不小于 a。设得到的点集为 X，则 X是

连通的，我们可以在其中选出 A。同时由于 T 和所有 S i的大小之和都小于 a，X的大

小不超过 2a。而 2a + b ≤ a + b + c = n，因此我们在删除 X之后，剩余的点数至少为

n − 2a ≥ b，我们可以在其中选出集合 B。

至此，我们在 O(n + m)的时间内完成了构造。

4 递归法

在一些构造题中，对于不同的输入，问题的结构有很大的相似性。在很多时候，这往往

意味着我们的构造也具有很大的相似性，或是具有周期性。这时，我们往往可以通过递归

的方式，对子问题进行构造，并在子问题的构造的基础上进行一些小的调整，来得到原问题

的构造。

需要指出的是，递归可以作为一种思想，但在实际解题过程中可能有代码、时空复杂

度高的缺点，需要选手灵活运用。

4.1 Baggage5

4.1.1 题目大意

有 2n个包裹，其中有 n个 A类包裹，和 n个 B类包裹，初始时它们的排列如下：

B A B A B A . . . B A

52014 ACMICPC World Finals, Problem A, https://codeforces.com/gym/101221/problem/A
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这些包裹占据了编号为 1到 2n的格子，同时还有编号为 −2n+ 1到 0的 2n个空格子可

供使用。现在要将这些包裹重新排列，使得它们形如

A A . . . A B . . . B B

即，这些包裹占据了相邻的 2n个格子 (不一定是 1到 2n)，且所有的 A类包裹在所有的
B类包裹的左边。

排列过程由若干次操作组成，在每一次操作中，可以选择相邻的两个包裹 (不能只选择
一个)，并将它们移动至某两个相邻的空格中。

给定 n，找到一个最短的操作序列。

4.1.2 数据范围

3 ≤ n ≤ 100。

4.1.3 解题过程

与通常的构造题不同，本题要求的是最短的操作序列，看起来难以下手。但经过一些

尝试，或是对 n较小的情况进行搜索，会发现它们的最短操作序列的长度都是 n。

事实上，证明操作次数不少于 n是容易的：考虑有多少对相邻的包裹的类型相同，设

这个个数为 d。初始时 d = 0，而在结束局面中 d = 2n − 2。在一次操作过程中，取出包裹

时不会 d不会增加，而在放回包裹时，假设放的位置是 t和 t + 1，则只可能增加 (t − 1, t)和

(t + 1, t + 2)这两对相邻的包裹。同时，容易发现第一次操作至多使得 d增加 1，因此总的操

作次数不少于 1 + ⌈(2n − 3)/2⌉ = n。

接下来，我们就要尝试对所有 n构造长度为 n的操作序列。对于 n较小 (n ≤ 7)的情况，
我们可以直接利用搜索求出操作序列。经过观察发现，在 n > 3的情形中，我们都是将这些

包裹从编号为 1到 2n的格子移至编号为 −1到 2n − 2的格子。

因此，我们可以定义函数 solve(n, x)表示将包裹从编号为 x+1到 x+2n的格子 (这些包裹
形如B A B A . . . B A)移至编号 x−1到 x+2n−2的格子，并排列成形如A A . . . A B . . . B B。

通过尝试，或是对 n稍大一些的情形的观察，对于 n ≥ 8的情况，我们可以构造出如下

的操作序列 (其中 _表示空格子)：

_ _ B A B A B A B A . . . B A B A B A

A B B A B A B A B A . . . B A B _ _ A

A B B A _ _ B A B A . . . B A B B A A

在这里，我们发现最后一行的红色部分正好符合 solve函数的输入，因此我们调用 solve(n−
4, x + 4)对其进行递归求解。
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A B B A A A A . . . B B B _ _ B B A A

A _ _ A A A A . . . B B B B B B B A A

A A A A A A A . . . B B B B B B B _ _

至此，我们便完成了长度为 n的操作序列的构造，解决了此题。

4.2 Strange Housing6

4.2.1 题目大意

给定一张 n个点 m条边的无向图，你需要选择一个点集 S，满足：

• 一条边 (u, v)是开启的当且仅当 u ∈ S 或 v ∈ S，则任意一对点都能只经过开启的边互

相到达。

• 不存在一条边 (u, v)满足 u ∈ S 且 v ∈ S。

有可能无解。

4.2.2 数据范围

2 ≤ n ≤ 3 · 105, 0 ≤ m ≤ 3 · 105。

4.2.3 解题过程

显然如果原图不连通则一定无解。

我们不妨猜测当原图连通时一定有解，考虑归纳证明。当 n = 1时，显然 ∅是合法的

解。假设 n = k − 1时一定有解，考虑 n = k的情况。我们考虑删除一个非割点的点，容易发

现这样的点是一定存在的。设这个点是 v，则 G \ {v}的点数为 k − 1，且是连通图，由归纳

假设，我们可以为其找到一组解 S ′。接下来，考虑两种情况：

• 若 G中至少有一个与 v相邻的点属于 S ′，则令 S = S ′即为一组合法的解。

• 否则，G中与 v相邻的所有点都不属于 S ′，则令 S = S ′ ∪ {v}即为一组合法的解。这
是因为 G是连通图，因此至少有一个点与 v相邻。

至此，我们证明了有解当且仅当给定的图是连通图。然而，每次寻找一个非割点的复

杂度太高，不能承受。事实上，观察归纳的过程，我们只需按照任意一个 DFS序依次加入
点即可。时间复杂度为 O(n + m)。

6https://codeforces.com/contest/1470/problem/D
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5 总结

构造题的考察越来越频繁，但对许多选手来说，解决一道构造题并不容易。本文介绍

了笔者在解题过程中总结的几个较常用的解题思路，希望能够让大家有所启发。

本文介绍的仅仅是构造题中的冰山一角，希望读者在训练过程中，也对构造题的解法

进行归纳、总结，并分享给大家。同时也希望更多有趣的构造题能出现在算法竞赛中。

致谢

感谢中国计算机学会提供学习与交流的机会。

感谢国家集训队教练高闻远的指导与帮助。
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信息学竞赛中的生成函数计算理论框架

北京大学附属中学 李白天

摘 要

⽣成函数近年来在信息学竞赛的组合计数问题中扮演着越加重要的角⾊。其用途在问

题处理时的公式推导，以及代码实现中的学问均已逐渐普及。本⽂旨在给出⼀套⽣成函数

在信息学竞赛实战中处理问题的⽅法框架，同时梳理⼀些其中的重要算法。

1 概述

当我们得到一个组合计数问题相关的生成函数解后，其代数形式到答案计算的算法的

转化过程仍有若干壁垒。究其原因，我们在进行计算时常常受到以下几个复杂对象的制约。

1.1 复合

相对于卷积，我们在形式幂级数问题上没有非常高效的处理一般复合问题的方法。多

项式模复合问题在 OI中已经被引入的复杂度最优的算法为 Θ((n log n)3/2)，且该算法具有

较大的常数，在实战中往往Θ(n2)次运算的一种“分块 FFT”算法具有更好的表现。值得一
提的是，该问题在理论界已有 O(n1+o(1))的算法（见 [1]），但尚不清楚在实现上是否优越。

1.2 生成函数方程

当组合对象的描述中进行自指时，生成函数方程便自然产生。在方程中种种运算的复

合会使得计算更为困难。例如组合对象的笛卡尔积导出生成函数的乘积 A(x)×B(x)，结构的

复合导出生成函数的复合 A(B(x))，EGF中对位置的固定导出生成函数的微分 A′(x)，Pölya
计数定理导出下标变换 A(xk)等。

1.3 远处系数求值

远处系数求值意谓在提取第 n次项系数时，往往 Ω(n)的计算量都是不被允许的。而能

在 o(n)时间内完成计算的问题要求确实比较苛刻，但目前仍有一些可探讨的空间。目前较

为成熟的两类远处系数求值是线性递推数列和整式递推数列。
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定理 1.1. 给定数列 an 的 0 ∼ k − 1项和定义在其上的线性递推式 b1, . . . , bk，满⾜

an =
k∑

j=1

an− jb j

存在算法在 Θ(k log k log n)时间内计算 an。

现在较为普及的线性递推算法由 Fiduccia于 1985年提出，并不具有较好的常数。后文
将介绍一种算法上更为简单，且具有较好常数的线性递推算法。

定理 1.2. 给定数列 an 的 0 ∼ m − 1项和定义在其上的整式递推式 P0, . . . , Pm，满⾜

an = −
1

P0(n)

m∑
j=1

an− jP j(n)

存在算法在 Θ
(√

nd (m3 + m2 log(nd))
)
时间内计算 an。

1.4 线性变换

在对序列进行的线性变换中，有一类变换是极常见的，其变换可以用多项式的表示方

法描述。围绕多项式的单项式系数表示和下降幂系数表示，下列等式

f (x) =
∑
n≤N

anxn =
∑
n≤N

bnx(x − 1) . . . (x − n + 1)

中，序列 a与 b的相互转化目前有Θ(n log2 n)的复杂度这一壁垒。但在各自的表示之下，二

者在进行其他运算时却常常具有不同的优势，各自在一类问题上具有 Θ(n log n)或者 Θ(n)

的复杂度。

此外，在处理线性变换时，转置原理可以帮助我们简化问题。

转置原理 [2]指出，在考虑一类可表示为对输入向量 x进行矩阵乘法Mx的计算时，可考
虑先对MTy的计算设计算法，然后将算法的各步骤转置改写。

2 算法的评定

2.1 系数

在信息学竞赛的组合计数问题中，由于问题常常要求输出对某个数取模的结果，而这

一计算方式往往会影响算法的使用。其对计算复杂程度的影响大致可分为以下四级。

FNTT Fp GF(pk) Commutative Rings

NTT模数域 素数域 有限域 交换环

⊂ ⊂ ⊂
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NTT模数域 设取模的素数 p满足 p = m × 2k + 1，当 k较大时，由于 2k 次单位根的存

在，快速数论变换可以在 Θ(n log n)时间内进行长度为 2的幂，且最长为 2k 的数论意义下

DFT结果。由此即可对于 n ≤ 2k，在 Θ(n log n)的时间内完成两个 n次多项式的乘法。由于

其 DFT的存在，在这种模数下的算法往往有很大的，根据 DFT中间结果进行针对性常数优
化的空间。

• 模998244353：NTT模数中最为著名的非 F998244353莫属，有 998244353 = 119×223+1。

素数域 在题目中要求答案同余一个素数也较为常见，其中又有大多数情况 p很大（例

如 109 + 7），通常是为了保证算法中可以较自由地进行除法。

有限域 对于一个 Fp上的 n阶不可约多项式 f，Fp[x]/ f 为一 pn阶有限域，记为GF(pn)。

• Nimber：Nimber是一种可以较为高效计算的有限域，其出现时往往为GF(232)或GF(264)，
与计算机的无符号整数 uint32或 uint64交相呼应。

• 二次扩域：题目中较为常见的是二次扩域，实际上就是对于模 p下的二次非剩余 r，模

拟 a + b
√

r的运算。这实际上就等价于 Fp[x]/(x2 − r)，由 r是二次非剩余可知 x2 − r

是不可约多项式，故前式是域。

交换环 交换环中不一定有逆，因此并不总能进行除法。

• 模n运算：Z/nZ在 n是合数时不构成域。

• 多项式：若多项式的元素仅构成交换环，或者运算时对一可约多项式取模都会导致运
算不构成域，只构成交换环。

杂项 还有部分性质极差的运算，它们并非本文想要讨论的重点，仅简单提及。

• 矩阵环：矩阵的乘法是信息学竞赛中最常见的非交换运算。由于其非交换性，在诸如
生成函数乘法逆的计算时需要注意运算顺序，而诸如生成函数 exp等运算并不具有很
好的性质，尚未有复杂度优秀的算法。

• 最值与最值计数：最值与最值计数仅构成交换半环，由于目前 max-plus 卷积尚未有
O(n2−ϵ)的算法，限于其算术性质与本文相离太远，故仅在此提及。

在接下来的表述中，我们默认计算时的系数至少为交换环，记为 A。

2.2 序列变换

2.2.1 卷积

定义 2.1 (卷积下标系统). 我们称满足以下几条性质的集合 I 以及定义在其上的运算 ◦
构成下文要讨论的卷积下标系统：

• 结合律：即 ∀i, j, k ∈ I，有 (i ◦ j) ◦ k = i ◦ ( j ◦ k)。
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• 交换律：对于 ∀i, j ∈ I，有 i ◦ j = j ◦ i。

• 单位元：存在元素 1 ∈ I，对于 ∀i ∈ I，有 1 ◦ i = i。

• 零元：存在元素 0 ∈ I，对于 ∀i ∈ I，有 0 ◦ i = 0。

• 后效律：对于 ∀i ∈ I\{0}，对任意正整数 k和 j1, . . . , jk ∈ I\{0, 1}有 i ◦ j1 ◦ · · · ◦ jk , i。

下文中如有歧义时则用 0I , 1I 表示 0, 1。在讨论卷积下标系统时，默认以 I表示 (I, ◦)。在讨
论算法时，我们默认 I 是有限的。

定义 2.2 (生成函数). 对于以卷积下标系统 I 为下标的序列 { fi ∈ A}i∈I\{0}，我们定义其生

成函数 F(X) =
∑

i∈I fiXi，我们记 X为“未定元”，满足：

• 对 ∀a ∈ A, i ∈ I，有 aXi = Xia。

• 对 ∀i, j ∈ I，有 Xi · X j = Xi◦ j。

• 消去律：X0I = 0A，即 X0I 作为生成函数对应的序列为 { fi = 0A}i∈I\{0}。

• X1I = 1A。

容易看出，前文所定义的零元刻画了在计算时溢出的部分。

我们记这样的全体生成函数 F(X)构成的环为 G[X]。

我们所选取的生成函数进行乘法时，未定元指标的运算自然地导出了对应系数序列的

卷积。

定义 2.3 (卷积). 对于以卷积下标系统 I 为下标，以 A为系数的序列，我们定义其卷积

c = a ∗ b：

ck =
∑

i◦ j=k

aib j

定义 2.4 (截取). 称 I′是 I的一个截取，当且仅当 {0, 1} ⊆ I′ ⊆ I且 ∀i ∈ I\I′,∀ j ∈ I, i ◦ j <

I′\{0}。从而定义运算 ◦I′ 为

i ◦I′ j =

i ◦ j i ◦ j ∈ I′

0 else

形象地看，从 I中截取的 I′即为删去了 I中的一部分「边界」，仅保留剩余部分的信息。
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2.2.2 在线算法

通过前文的铺垫，我们接下来叙述一个静态的算法与其在线形式的关联。

定义 2.5 (后效序). 定义 I 上的序关系 ⪯：i ⪯ j当且仅当存在 k ∈ I，使得 i ◦ k = j。我

们称这一序关系为后效序。

引理 2.1. I 上的后效序构成偏序。且以 1为最小元，以 0为最⼤元。

读者不难根据偏序集的定义逐条验证此引理。

定义 2.6 (后效变换). 对于变换 Ψ : AI\{0} × · · · × AI\{0}

n个

→ AI\{0}，我们称其为后效的，当

且仅当对于 ∀i ∈ I\{0}，令 J = { j | j ⪯ i}，任取 a(1), . . . , a(n)，记 ψ = Ψ[a(1), . . . , a(n)]，改变

任何一者在 I\J中的取值，都不会改变 ψi。

引理 2.2. 卷积变换是后效的。

定义 2.7 (多项式左复合). 我们总是可以定义多项式与一个生成函数的复合。记多项式
F(x) =

∑n
k=0 fk xk 和序列 g对应的生成函数 g(X)。则复合 h = f ◦ g定义为

h(X) =
n∑

k=0

fkg(X)k

引理 2.3. 多项式的左复合关于 g是后效的。

定义 2.8 (在线算法). 对于一具有 n个输入的后效变换 Ψ以及对于一个保后效序的优先

级 δ : I\{0} → Z≥0，满足 i ≺ j ⇒ δ(i) < δ( j)，我们称一个算法是在线计算 Ψ的当其能配合

黑盒完成以下流程：

1. 令 a(1), . . . , a(n)所有项均为 0。

2. 将 k 从 0循环至最大的 δ值，记 Jk = { j | δ( j) = k}。设此时 ψ(k) = Ψ[a(1), . . . , a(n)]，

对于全体 j ∈ Jk，将 ψ
(k)
j 汇报给黑盒。Jk 中所有元素汇报结束后，黑盒对于所有

1 ≤ i ≤ n, j ∈ Jk，将 a(i)
j 赋值。

接下来，我们不难注意到：

引理 2.4. 设问题规模为 n，由⼀系列分别可在 T1(n), . . . , Tk(n)时间内完成在线算法的

后效变换Ψ1, . . . ,Ψk构成的表达式树，不妨将其整体看做⼀个变换 Φ，该变换是后效的，且

存在 T1(n) + · · ·+ Tk(n)时间的在线算法。
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2.3 线性算子

定义 2.9 (微分型算子). 对于生成函数环 G[X]，我们称作用在其上的一个线性算子 D是
微分型的，当且仅当其满足条件 ∀ f , g ∈ G[X]⇒ D( f g) = fDg + gD f。

这与我们常见的导数算子是符合的，由此我们容易得到以下推论：

引理 2.5. 对于⼀个多项式 f 和⼀个 G[X]上的⽣成函数 g，有

D( f ◦ g) = ( f ′ ◦ g)Dg

引理 2.6. 对于微分型算⼦ D1 和 D2，其线性组合 uD1 + vD2 也是微分型算⼦，其中

u, v ∈ G[X]。

而除了微分型算子，还有以下两类算子是容易见到的。

定义 2.10 (下标变换算子). 对于 n ∈ Z≥0，我们称作用在生成函数上的线性算子 Sn满足

SnX j = Xn j = X
j ◦ · · · ◦ j

n个 ，全体 Sn 构成下标变换算子。

这类算子广泛出现于 Pölya计数中。

定义 2.11 (点乘算子). 对于数列 {ai}i∈I\{0}，对应的线性算子 da 满足 daXi = aiXi，我们称

之为点乘算子。

2.4 方程求解

经过前文的铺垫，至此解出方程所有项系数的通用方法已经是图穷匕见了，其两大主

要方法为在线方法和牛顿迭代法。

在线方法 在线方法意为将方程计算的每一步运算都找到一个可以高效执行的在线算法，

且具有同一步调（即定义 2.8描述的 δ）。如此一来，便可以将解方程转化为一个逐步进行的

方程验证问题，只需通过在线算法逐步验算出各项，然后计算出使方程在该项系数满足时，

取到的「修正值」。

在线算法中最重要的对象无外乎为在线卷积，而多项式的左复合通常需要通过其本身

满足的微分方程，将复合问题本身转化为一个带有微分型算子的解方程问题。

牛顿迭代法 牛顿迭代法主要通过对下标系统 I 的截取来分步降低问题的求解难度。对于

涉及多项式左复合 F(G)的方程，设 I 截取的部分 I′ 已经算出答案，对应为 G0，则考虑将

F(G)在G0处做 Taylor展开，即 F(G) =
∑

n≥0
F(n)(G0)

n! (G −G0)
n，由于G −G0已知在 I′下标

处系数为 0，往往能使得 (G −G0)
n 很快为 0，通常会通过设置 I′ 使得 n ≥ 2时的项均消除，

便有 F(G) = F(G0) + F′(G0)(G −G0)，变成易于处理的线性情况。
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牛顿迭代法在很多情况下较在线方法的复杂度略胜一筹，在部分简洁问题上亦表现出

色。但实践中其表现有时不够令人满意，原因在于在解较为复杂的方程时，牛顿迭代过程

会有若干子问题层层嵌套，虽在复杂度上没有影响，却会使得常数逐轮翻倍。

以我们熟悉的一元幂级数 exp的计算为例，采取诸如 [3]中介绍的非常细致的优化可以
做到约等于 2 7

12
次同长度多项式乘法的时间，但粗暴的实现可能会消耗 7 1

2
次同长度多项式

乘法的时间甚至更大。在 OI的实践范围内，基于半在线卷积的常见 Θ
(

n log2 n
log log n

)
实现反而具

有更高的效率。

3 普通生成函数

定义 3.1 (普通生成函数). 令 I = Z ∩ [0, n] ∪ {0I}，且对于 i, j ∈ I\{0I}，定义

i ◦ j =

i + j i + j ≤ n

0I else

定义在 (I, ◦)上的生成函数即为我们计算时取的普通生成函数（OGF）。

可见，这实际上就是对于形式幂级数 modxn+1。

3.1 卷积

定理 3.1 (快速 Fourier变换). 对于形如模 M运算的环，可以在Θ(n log n)次运算内完成

卷积的计算。

最常见的情况为 M是 NTT模数。而对一般的 M，常使用三模数 NTT或者拆系数 FFT
在较大常数的 Θ(n log n)内完成计算。

下文中，我们以M(n)表示多项式乘法的复杂度。

3.1.1 半在线卷积

定义 3.2 (半在线卷积). 在计算序列 a, b的卷积时，若算法仅关于序列 b是在线的，序

列 a初始已经完全确定，那么称这一算法计算了半在线卷积。记其复杂度为 S(n)。

定理 3.2. 目前复杂度最好的半在线卷积经 [4]分析为

S(n) = O
(
n log ne2

√
log2 log log n

)
注意到对于 ∀ϵ > 0，都有 S(n) = o

(
n log1+ϵ n

)
，因此在理论上半在线卷积与卷积的复杂

度是极为接近的。而在实际应用中较易实现的算法实为 Θ
(

n log2 n
log log n

)
。在 [5]中已有介绍，不

予赘述。
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定理 3.3. 在线卷积与半在线卷积等难。即记在线卷积的复杂度为 R(n)，那么有

R(n) = Θ(S(n))

首先半在线卷积显然可以规约为在线卷积，接下来进行逆向规约。我们通过倍增来构

造一种 Θ(S(n))计算在线卷积的算法：

1. 令 m = ⌊n/2⌋，首先进行 0 ∼ m下标部分的在线卷积。

2. 接下来考虑 k > m的部分，考虑卷积式 ck =
∑k

i=0 aibk−i，注意到 min(i, k − i) ≤ k
2
，因

此 i, k − i中必有一者 ≤ m。

3. 因此考虑将剩下的计算分为三部分：

• i, j ≤ m，这部分可以立刻M(m)算出。

• i ≤ m, j > m，这实际上是 a0∼m 与 bm+1∼n 部分的半在线卷积。

• j ≤ m, i > m，这实际上是 b0∼m 与 am+1∼n 部分的半在线卷积。

4. 因此算法只需倍增地进行半在线卷积，有递归式 R(n) = R(n/2) + Θ(S(n))。

5. 根据主定理，有 R(n) = Θ(S(n))。

3.2 方程求解

3.2.1 牛顿迭代法

在一元生成函数中，只需截取 I′ = [0, ⌊n/2⌋] ∩ Z ∪ 0I，即先计算出 modx⌊n/2⌋+1 的结果，

即可进行通常意义的牛顿迭代。

此外，这样的截取亦消解了下标变换算子带来的影响。对于 SkF(x) = F(xk)，若 k = 1

则其就是 F(x)，否则 F(xk)在 0 ∼ n项的系数仅基于 F(x)在 0 ∼ ⌊n/k⌋项的系数，而它们已
经完全确定，迭代过程中总是可以当做已经确定的常量。

3.2.2 在线方法

在线方法相较牛顿迭代法自由之处在于可以处理较为复杂的形式幂复合问题。简而言

之，形式幂 F(x)若满足一个关于 F, F′, . . . , F(m) 的多项式方程 P(x, F, F′, . . . , F(m)) = 0，可

以基于这一方程，得到 H = F ◦G的一个多项式方程 Q(H,H′, . . . ,H(m),G(0), . . . ,G(m)) = 0，

进而通过该方程得到的递推式在线求解 H。具体地，Q可以通过如下方式给出：

1. 依定义，有 F(G(x)) = H(x)。
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2. 由 H′(x) = F′(G(x))G′(x)，可将 F′(G(x))表示为 H′
G′(x)。

3. 由 H′′(x) = F′′(G(x))G′2(x) + F′(G(x))G′′(x)，可将 F′′(G(x))用 H′和 H′′表示。

4. 逐次递推，可将 F(k)(G(x))用 H,H′, . . . ,H(k)表示。

5. 因此可将方程 P直接带入G(x)，则有 P(x, F(G(x)), F′(G(x)), . . . , F(m)(G(x))) = 0，将

各项均替换为由 H表达的式子之后通分，即得方程 Q。

3.2.3 Lagrange反演

对于一元生成函数来说，Lagrange反演有效地将一个生成函数与其复合逆的系数建立
起了联系。为体现形式的优美性，我们需在形式 Laurent级数下描述 Lagrange反演。本文中
只展示一个在特征为 0的域上的证明方法，在一般环上的通用证明可参看 [8, Sec. 1.2]。

定义 3.3 (形式 Laurent级数). 记域 K 上的形式 Laurent级数为 K((x))或 K[[x]][x−1]，即

对于 f (x) ∈ K((x))，若 f , 0，则存在数列 {an}n≥n0，有

f (x) = xn0

∑
n≥0

an+n0 xn


其中有 an0 , 0。

此时对于 k ∈ Z，容易定义在 K((x))内的幂 f k：

f (x)k = xn0k

∑
n≥0

an+n0 xn

k

引理 3.1 (形式留数). 对于幂级数 F(x)满⾜ n0 = 1，那么对于 ∀k ∈ Z，有

[x−1]F′(x)Fk(x) = [k = −1]

证明. 考虑当 k , −1时，我们有 F′(x)Fk(x) = ( 1
k+1

F(x)k+1)′，而 (x0)′ = 0x−1，故 −1次项
系数此时必然为 0。当 k = −1时设 F(x) = a1x + a2x2 + · · ·，有

F′(x)
F(x)

=
a1 + 2a2x + · · ·
a1x + a2x2 + · · ·

= x−1
1 + 2 a2

a1
x + · · ·

1 + a2
a1

x + · · ·

因此 k = −1时 −1次项系数为 1。 □
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定理 3.4 (Lagrange反演). 对于幂级数 F(x)满⾜ n0 = 1以及 G(x)满⾜ F(G(x)) = x是

其复合逆，那么对于 n, k ∈ Z，有

n[xn]F(x)k = k[x−k]G(x)−n

证明. 我们考虑带入复合关系 F(G(x)) = x，有

F(G(x))k = xk

(Fk)′(G)G′ = kxk−1∑
i

i([xi]Fk(x))Gi−1G′ = kxk−1

∑
i

i([xi]Fk(x))Gi−1−nG′ = kxk−1G−n

[x−1]
∑

i

i([xi]Fk(x))Gi−1−nG′ = [x−1]kxk−1G−n

n[xn]Fk = [x−1]kxk−1G−n

n[xn]Fk = k[x−k]G−n

故原式得证。 □

与这一富有对称性的形式相比，这一公式在以往更加流行的版本则是一个复合形式。

引理 3.2. 对于幂级数 H(x) ∈ K((x))，有

[xn]H(F(x)) =
1

n
[xn−1]H′(x)

(
x

G(x)

)n

读者只需确认 H(x) = xk 的情况即可验证，在此不予赘述。

例题 1 (Slime and Sequences1). 计算 [zn]
t(ez(1−t)−1)

(1−z)(1−tez(1−t))
的系数同余 998244353，保证 1 ≤

n ≤ 105。

解法 考虑
(
[zn]

t(ez(1−t)−1)
(1−z)(1−tez(1−t))

)
+ 1 = (1 − t)[zn] 1

(1−z)(1−tez(1−t))
，用于简化表达式。

接下来我们令 z = u
1−t，就有

[zn]
1

(1 − z)(1 − tez(1−t))
= (1 − t)n[un]

1

(1 − u
1−t )(1 − teu)

接下来做分式分解

(1 − t)[zn]
1

(1 − z)(1 − tez(1−t))

1来源：许庭强与本人共同命制，http://codeforces.com/problemset/problem/1349/F2，已省略得到生成函数的推导过程
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= [un]
(1 − t)n+2

(1 − t
1−u)(1 − teu)(1 − u)

= (1 − t)n+2[un]

 −eu

(euu − eu + 1) (1 − teu)
+

1
1−u

(euu − eu + 1) (1 − t
1−u)


由此，问题的关键转化为提取 [un] −eu

(euu−eu+1)(1−teu)
部分，我们设 F(u) = eu − 1，那么即可

将 BGF表为 A(F)/(1 − t(1 + F))的形式，由复合逆 G = ln(1 + u)可得：

[un]
A(F)

(1 − t(1 + F))
=

1

n
[un−1]

(
A(u)

1 − t(1 + u)

)′ ( u
G(u)

)n

=
1

n
[un−1]

(
tA(u)

(1 − t(1 + u))2
+

A′(u)
1 − t(1 + u)

) (
u

G(u)

)n

由此，关键在于计算 A(u)的系数表示，由 A(F(u)) = −eu

(euu−eu+1)
可知 A(u) = −eG

(eGG−eG+1)
。

至此，问题可以在 Θ(n log n)时间内解决。 ♠
上述常称为的「扩展 Lagrange反演」虽然已经很强大，但还是有所不便之处：若扩展

到一般环 R上，若 F(x)的一次项在 R中可逆，可知G还是良定义的，但上述公式会需要 n

在 R中可逆，不一定能帮我们计算出结果。最极端的情况便是这一公式无法告诉我们如何

对于 n = 0, k < 0的情况提取系数。因此，我们有时需要考虑一个变式：

引理 3.3 (另类 Lagrange反演). 保持原先条件不变，有

[xn]Fk = [x−k−1]G′G−n−1

证明. 我们在第一步不是求导，而是乘以 G′G−n−1，就会有

F(G(x))k = xk∑
i

([xi]Fk(x))Gi = xk

∑
i

([xi]Fk(x))G′Gi−n−1 = xkG′G−n−1

[x−1]
∑

i

([xi]Fk(x))G′Gi−n−1 = [x−1]xkG′G−n−1

[xn]Fk = [x−1]xkG′G−n−1

= [x−k−1]G′G−n−1

□

这个形式虽然不再具有足够的对称性，却成功规避了除法。我们也可将其写作复合形

式。

引理 3.4. 在上⼀引理的相同条件下，有

[xn]H(F(x)) = [xn]H(x)
(

x
G(x)

)n+1

G′(x)
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其证明依然大同小异，不予赘述。

例题 2 (简单的普及组计数2). 设幂级数 F(x)满足 F = x
(1−(m−1)F)k−1，求 [xn] 1

1−mF 同余质

数 p，保证 1 ≤ n, k ≤ 109, 1 ≤ m < p ≤ 105。

解法 可得 F 的复合逆为 G = x(1 + (m − 1)x)k−1，根据另类 Lagrange反演，有

[xn]
1

1 − mF
= [xn]

1

1 − mx

(
x

G(x)

)n+1

G′(x)

= [xn]
1

1 − mx
(1 − (m − 1)x)−(k−1)(n+1) · (1 − (m − 1)x)k−2(1 − (m − 1)kx)

= [xn]
1

1 − mx
(1 − (m − 1)x)−kn+n−1(1 − (m − 1)kx)

由于模数很小，我们可以进行一个类似数位DP的过程，现在所求的答案形如 [xn] 1
1−mx(1−

(m−1)x)m f (x)，由 Lucas定理 ( np+n0
mp+m0

) ≡ (n
m)(

n0
m0
) (mod p)可知，设m = m1p+r和 n = n1p+ s

则有

[xn]
1

1 − mx
(1 − (m − 1)x)m f (x)

≡ [xn](1 − mx)−p+(p−1)(1 − (m − 1)x)m1p+r f (x)

≡ [xn1p+s]
1

1 − mxp
(1 − (m − 1)xp)m1( f (x)(1 − mx)p−1(1 − (m − 1)x)r)

≡ [xn1 ]
1

1 − mx
(1 − (m − 1)x)m1 f1(x)

其中 f1(x)是 f (x)(1−mx)p−1(1−(m−1)x)r提取同余 p余 s的下标系数所得，可以在Θ(p·deg f )

内计算，归纳可知在 f ← f1这一迭代过程中，始终有 deg f ≤ 1。因此复杂度为单轮复杂度

Θ(p)乘以迭代轮数 logp n，即 Θ(p logp n)。 ♠

3.3 远处系数求值

3.3.1 线性递推

接下来我们介绍一种线性递推式求值的低位优先算法（LSB-first, least significant bit
first）。

不同于 Fiduccia 直接通过快速幂对于 xn mod Q(x) 的考虑，低位优先算法的主要思想

是考虑将线性递推转化为生成函数的形式
P(x)
Q(x)。注意我们容易在 M(k)的时间内得到 P(x)，(∑k−1

i=0 fixi
)
· Q(x)的 0 ∼ k − 1项即为所求。接下来我们考虑如下等式：

P(x)
Q(x)

=
P(x)Q(−x)
Q(x)Q(−x)

2来源：戴江齐，加强自 https://acm.nflsoj.com/problem/308，已省略得到生成函数的推导过程
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我们注意记 V(x) = Q(x)Q(−x)，分析系数可以发现 V(x)只有偶次项有值，因此我们就得到

了分解
P(x)
Q(x)

=
E(x2)
U(x2)

+ x
O(x2)
U(x2)

, U(x2) = Q(x)Q(−x)

因为这分别填满了二进制的 0和 1位，所以我们只需递归到一侧即可。而 n← ⌊n/2⌋。
因此每轮都在 Θ(M(k))时间内完成计算，进行 log2 n轮迭代后，已经有 n = 0，故算法

复杂度为 Θ(M(k) log n)。

这一算法还有许多优化的空间，在我们通常有 NTT模数的情况下，同样的 FFT实现可
以让我们的常数大约是原先方法的 1

3
。受篇幅所限，本文略过其优化细节。

这一过程每次仅用到了多项式乘法，并不需要实现多项式求逆。总的来说，本算法具

有实现和效率方面的双重优越性。

4 多元幂级数

定义 4.1. 对于 1 ≤ j ≤ k 设 G j[x j] 是定义在 I j = Z ∩ [0, n j − 1] ∪ {0I j} 上的普通生
成函数环，其未定元为 x j，那么 G1[x1] × · · · × Gk[xk] 是 k 元普通生成函数环，也可写作

A[x1, . . . , xk]/(xn1
1 , . . . , xnk

k )。接下来记 n = n1 × · · · × nk。

4.1 卷积

若进行朴素的高维 DFT，则每维都几乎要将数组倍长，导致 Ω(n2k) 的计算量和空间，

在高维情况是尤其不可接受的。

究其原因，DFT若不将数组倍长，则其所实际进行的为循环卷积，下标溢出的部分会
污染我们所求的答案。一个较为直接的想法是扩充一维，用于确认实际的总度数

∑k
l=1 il。如

此一来，我们得到了一个在 nl 均较小时高效的算法：

插值转化 对于 1 ≤ l ≤ k，若存在 α
(l)
0 , . . . , α

(l)
nl−1 使得 i , j ⇔ α

(l)
i − α

(l)
j 在 A中有逆元，那

么令

F̃ =
n1−1∑
i1=0

· · ·
nk−1∑
ik=0

fi1,...,ik xi1
1 · · · x

ik
k t

∑k
l=1 il

我们称 t为占位元，关于 t的多项式称为占位多项式。称插值变换将 F̃转化为 { ḟi1,...,ik(t)}，有

ḟi1,...,ik(t) = F̃(α(1)
i1
, . . . , α

(k)
ik
, t)

若需计算 F ×G，只需将其插值转化为 ḟ , ġ后逐项点乘，关于 t卷积，再施插值转化的逆变

换，所得 H̃满足

[xi1
1 · · · x

ik
k ](F ×G) =

[
xi1
1 · · · x

ik
k t

∑k
l=1 il

]
H̃
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若记 d =
∑k

l=1(nl − 1)，可见上述算法在最好情况下具有 Θ(M(n)d +M(d)n)的复杂度，但其

条件苛刻，且在 d大时不具有优势。但通过另一种构造，我们可以得到一种极优的复杂度：

定理 4.1. ⾼维卷积可在 Θ(kM(n))时间内完成。

我们考虑将高维序列编码为非常规的进制数，即将下标 (i1, . . . , ik)映射到

i = i1 + i2 · n1 + · · ·+ ik · n1 · · · nk−1

显见，原本的下标运算对应于映射后未发生进位的加法。

定义 4.2 (进位占位元). 定义占位函数 χ为

χ(i) =
⌊

i
n1

⌋
+

⌊
i

n1n2

⌋
+ · · ·+

⌊
i

n1 · · · nk−1

⌋
由此函数衍生的进位占位元 t得到其占位多项式 F̃ =

∑
i fixitχ(i)。

引理 4.1. 对于 i + j < n，占位函数满⾜

0 ≤ χ(i) + χ( j) − χ(i + j) ≤ k − 1

其中 0 ≤取等当且仅当 i, j相加时不进位。

证明. 只需注意到 0 ≤
⌊

i
n1

⌋
+

⌊
j

n1

⌋
−

⌊
i+ j
n1

⌋
≤ 1，其中 0 ≤取等当且仅当最低位加法未进位。同

理可知，χ的求和式中每一项均有相同性质。 □

因而我们可以直接计算 F̃(x, t) × G̃(x, t) mod (tk − 1)，第 (i1, . . . , ik)项即为 xitχ(i) mod k 次

项系数。此时我们可以对 x进行 DFT，然后对 t维暴力进行 Θ(k2)的乘法（因为 k ≤ log2 n）

完成计算，复杂度为 Θ(kM(n))。

在某种意义上，上述占位函数的构造其实是唯一的，若占位函数满足 χ(i) =
∑k

j=1 i j · c j，

容易发现上述的取整符号也符合这一要求，其线性组合亦满足。每一个进位要求相当于每

次 i j 减去 k j，而 i j+1 加上 1后 χ(i)恰好变化量为 1，这就要求了 k j · c j − c j+1 = 1。总共对

于 1 ≤ j ≤ k − 1各有一个约束，因此 χ的自由度为 1，对于任意 c，χ̂(i) = χ(i) + c · i同样是
一个满足要求的占位函数。此时前面给出的 χ(i)就是一个特解。

容易发现，前述的下标映射天然赋予了一个在线算法的计算顺序，因此有

引理 4.2. 多元在线卷积可在 O(kR(n))完成。

这一计算顺序也可以直接作用于牛顿迭代法的计算。其正确性亦不难解释，因为我们

将高维卷积考虑为带有占位多项式的
∑

i fixitχ(i)卷积时，对其进行任何运算，只会产生一些

j < χ(i)的 xit j 项，且这些项不会再对形如 xitχ(i) 项有贡献。因此我们实际上就是牛顿迭代

的时候只维护这个多项式的 χ(i)所构成的上轮廓。
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4.2 微分型算子

在对多元函数的某一元 x j求微分时，会损失 [x0j ]部分的所有信息，但在许多计算中，我

们仅利用了引理 2.6的性质，因此取各元微分的线性组合 D =
∑

j c j
∂
∂x j
同样是可用的。但这

样一来就让 xi1
1 . . . xik

k 项的系数分散到了 k个位置，这同样不太利于计算。

究其原因，我们其实最好有一个既是微分型，又是点乘型的算子。而取 D =
∑

j c jx j
∂
∂x j

则会满足这一条件，它使得

Dxi1
1 . . . xik

k = (c1i1 + · · ·+ ckik)xi1
1 . . . xik

k

事实上，这也覆盖了所有情况。

引理 4.3. ⼀个线性算⼦既是微分型，又是点乘型当且仅当其为
∑

j c jx j
∂
∂x j
的形式。

证明. ⇐：逐条验证即可。⇒：只需考虑令 c j =
Dx j

x j
即得。 □

而在实践中，以下两种 D的取法是较为有用的。

• 取 D =
∑

j x j
∂
∂x j
，这样使得点乘的取值最少。

• 取 Dxi = ixi，这样可以在实现中完全照搬一元多项式的写法。

4.3 多元 Lagrange反演

当我们讨论多元 Lagrange反演时，首先注意到的就是无法对一个多元幂级数定义复合
逆，因为多元幂级数需要带入多个参数而非一个。

定义 4.3 (树形复合方程). 对于Gi ∈ R[[x]]，其中 x = (x1, x2, . . . , xn)。且Gi(0) , 0，那么

令 F = (F1, F2, . . . , Fm)满足 Fi = xiGi(F)。记 F是由 G定义的一组树形复合方程。

称其为树形是很形象的，若从 OGF的角度审视，G可以认为是给出了一族有根树的生
成关系，它规定了对于第 i种节点，每种孩子集合的设置方案数。而 Fi就是规定以第 i种节

点为根的有根树。

定理 4.2 (多元 Lagrange). 对于 H ∈ R((x)) 和由 G 定义的树形复合⽅程 F，记 xk =

xk1
1 xk2

2 · · · x
kn
n 。有

[xk]H(F) = [xk]HGk

∥∥∥∥∥∥δi, j −
x j

Gi(x)
∂Gi(x)
∂x j

∥∥∥∥∥∥ 3

这里仅给出一个在特征为 0 的域 K 上 H ∈ K[[x]] 时的证明，通用证明仍参看 [8, Sec.
1.2]。

3 其中 δi, j = [i = j]，而 ∥ · ∥表示对所括的矩阵取行列式。
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证明. 只需证明 H = xm时的情况即可推及其线性组合，即只需证明

[xk]Fm = [xk]xmGk

∥∥∥∥∥∥δi, j −
x j

Gi(x)
∂Gi(x)
∂x j

∥∥∥∥∥∥
将其看做 EGF，则等式左侧描述的是 mi 颗以第 i种节点为根的有根树组成的森林，且第 i

种节点共有 ki个。而观察右侧，xmGk的意图无非是先令每个节点任选其孩子集合，而这会

导致一些有环的情况被统计进入，应当枚举环进行容斥。考虑设矩阵

M =

(
δi, j −

x j

Gi(x)
∂Gi(x)
∂x j

)n

i, j=1

那么将原图的 t 个点替换为一个长度为 t 的环的方法则会被 trMt 统计 t 次，故单个环进行

替代的生成函数由

C =
∑
t≥1

1

t
trMt = tr

∑
t≥1

1

t
Mt

 = tr (− log(I −M))

给出。故对其容斥的生成函数为
∑

l≥0
(−C)l

l! = exp (− tr (− log(I −M))) = exp (tr log(I −M))。

矩阵的迹与行列式之间有关系 det expA = exp trA，带入 A = log(I −M) 既得容斥因子为

|I −M|，故命题得证。 □

例题 3 (矩阵树4). 有一张图，总共有 n1 + · · ·+ nk 个节点，我们依次称其为第 1, 2, . . . , k

部分。对于全体 i部分到 j部分的点对，两两之间有 ai, j 条边。输出这张图的生成树数量同

余 998244353。保证 1 ≤ n ≤ 108, 1 ≤ k ≤ 300, 0 ≤ ai, j = a j,i ≤ 1。

解法 我们考虑先写出一个生成函数的方程组来刻画这个问题，设 Ti(x) = Ti(x1, . . . , xk)表

示以一个颜色为 i的节点为根的生成树方案数的 EGF（除以 n1! . . . nk!）那么易列方程

Ti(x) = xi exp

∑
j

ai, jT j(x)


那么我们要求的即为 1

n1

[
xn1
1

n1!
. . .

xnk
k

nk!

]
T1(x)，根据多元拉格朗日反演，答案转换为

1

n1

[
xn1
1

n1!
. . .

xnk
k

nk!

]
T1(x)

=
1

n1

[
xn1
1

n1!
. . .

xnk
k

nk!

]
x1 exp

∑
i, j

niai, jx j

 ∥∥∥δi, j − ai, jx j

∥∥∥
=

 xn1−1
1

(n1 − 1)!
xn2
2

n2!
. . .

xnk
k

nk!

 exp ∑
i, j

niai, jx j

 ∥∥∥δi, j − ai, jx j

∥∥∥
4来源：本人命制的模拟赛题目
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注意此时求行列式的第 j列只和 x j 有关，因此我们在算行列式的时候显然在确认第 j列选

谁的时候就得到 x j 次幂部分的系数，设 d j =
∑

i niai, j，那么对于 j ≥ 2，我们可以直接将矩

阵的第 (i, j)项替换为
[

x
n j
j

n j!

]
exp(d jx j)(δi, j − ai, jx j) = δi, jd

n j

j − ai, jn jd
n j−1
j ；对于 j = 1，替换为[

xn1−1
1

(n1−1)!

]
exp(d1x1)(δi,1 − ai,1x1) = δi,1dn1−1

1 − ai,1(n1 − 1)dn1−2
1 。5因此我们直接计算这个矩阵的

行列式即可得到答案。 ♠

5 集合幂级数

定义 5.1 (集合幂级数的集合定义). 令 I = 2{1,...,n} ∪ {0}，对于 S ,T ∈ I\{0}，记集合的无
交并 S ⊔ T 为：

S ⊔ T =

S ∪ T S ∩ T = ∅

0 else

易见定义在 (I,⊔)上的生成函数就是经典的集合幂级数。

但我们在这里给出不同于前人的讨论方法来定义集合幂级数，由此可以更加容易地叙

述其代数性质。

定义 5.2 (集合幂级数的多元幂级数定义). 我们称 A[x1, . . . , xn]/(x21, . . . , x2n)是 n元集合

幂级数。另记为 A{x1, . . . , xn}。

由此可见，集合幂级数无非是多元幂级数中最为极端的情况。

5.1 卷积

定理 5.1. 当 A取任何环时，计算集合幂级数卷积的复杂度可以做到 Θ(n22n)。

我们可以照搬高维序列卷积的计算方法，由于各维度都极小，采取插值转化的复杂度

与高维卷积的通法一致，且具有更小的常数。注意到在任意环上总是存在 0, 1，因此我们可

以直接选取 α
(i)
0 = 0, α

(i)
1 = 1进行插值转化。事实上，这就是经典的快速 Möbius变换以及

占位多项式的表述：看做集合并卷积并且用集合大小进行占位。

定理 5.2. 计算集合幂级数在线卷积的复杂度可以做到 Θ(n22n)。

这一算法最早出现于 [9]。我们令在线算法的优先级为 δ(S ) = |S |，我们只需令 k从小到

大，处理全体 |S | = k的系数时，对应 |S | = 0, . . . , k−1部分的占位多项式已经完成计算，可以
在 Θ(k2n)时间内计算出占位多项式在 tk 位置的乘法，然后通过 Θ(n2n)时间仅对 tk 部分进

5由于指数来源于对 exp的系数提取，这里 b < 0时应当有 ab = 0。
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行Möbius逆变换，从而得到所有系数。得到后再通过 Θ(n2n)时间仅对 tk 部分进行Möbius
变换。由此，整个算法的复杂度为 Θ(n22n)。

对于不太拘泥于运算顺序的半在线集合幂卷积来说，上述算法已经足够，[5]中将其称
为半半在线卷积。与之相对的全半在线卷积需保证按照集合所代表的二进制数从小到大算

出各项的值。后文我们将看到在特征为 2的环上这将能够用于求解指数生成函数的微分方

程。

定理 5.3. 全半在线集合幂卷积可以在 Θ(n22n)时间内完成。

这一算法的进行需要将占位多项式变换为插值形式，我们取 k 个插值点，那么插值转

化后的乘法可以在 Θ(k2n)内完成。我们考虑从最高位开始进行分治，由于 Möbius变换的
每一位都可以在 Θ(k2n)内完成，我们在分治过程中每次仅对最高位进行变换即可，具体过

程可参见下述伪代码。

Algorithm 1 Fully Relaxed Subset Convolution
Require: A number n, an array g[1 . . . 2n − 1], relaxing function ϕ will modify f [i] when calling

ϕ(i)

Ensure: Evaluate f [i] and call ϕ(i) in the order i = 0 . . . 2n − 1
1: Find k elements a1, . . . , ak ∈ A such that ∀i , j, ai − a j is invertible
2: Let A = (a j

i )
k−1
i, j=0 and precalculate A−1

3: Initialize F[0 . . . 2n − 1] with 0
4: for i = 0 . . . 2n − 1 do
5: Let b = popcount(i)
6: G[i]← (g[i]A)b

7: end for
8: for i = 0 . . . n − 1 do
9: Do Möbius transform on G[2i . . . 2i+1 − 1]
10: end for
11: function DivideConquer(l, t) {solve [l, l + 2t)}
12: if t = 0 then
13: Let b = popcount(l)
14: f [l]← (F[l]A−1)b

15: ϕ(l)

16: F[l]← ( f [l]A)b

17: else
18: for i = l . . . l + 2t−1 − 1 do
19: F[i + 2t−1]← F[i + 2t−1] + F[i]
20: end for
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21: DivideConquer(l, t − 1)
22: for i = l . . . l + 2t−1 − 1 do
23: F[i + 2t−1]← F[i + 2t−1] + F[i] ·G[i + 2t−1]

24: end for
25: DivideConquer(l + 2t−1, t − 1)
26: end if
27: end function
28: DivideConquer(0, n)

整体复杂度为 T (n) = 2T (n − 1) + Θ(k2n) = Θ(kn2n)。由于过程中得到的多项式最高次

数为 2n − 1，取 k = 2n已足够。如能够取单位根进行循环卷积，则取 k ≥ n已足够。

5.1.1 形式幂转化

集合幂的形式幂转化由定理 5.1使用的算法一脉相承，其思想自 [10]引入之初便已成
型。与一般高维卷积相反之处在于，插值转化后采取的占位多项式上的乘法不采取循环卷

积，因而在进行多次变换之后所求的值不会被污染。因此，若集合幂级数的计算过程中有

一连串计算，可始终在插值转化的状态下进行计算。后文中我们将会看到这一特点有时能

够优化理论复杂度，此外在实际应用时，这也能够有效地减小算法的常数。

5.2 逐点牛顿迭代法

考虑为了计算得到某个集合幂 F 时，我们分解为计算 ∂
∂xn

F 和 F|xn=0。此时，前者等价

于 [x1n ]部分，后者等价于 [x0n ]部分。

若我们确定了 [x0n ] 之后就能够通过 Θ( f (n)) 的时间计算出 [x1n ]，那么总复杂度也是

Θ( f (n))的。（显然 f (n) = Ω(2n)）

我们称这一方法为集合幂上的逐点牛顿迭代法。

例题 4 (无根树计数). 给一对称矩阵 G，对于每个非空子集 S，求和∑
T

∏
(i, j)∈T

Gi j

其中 T 枚举了以 S 为点集的所有生成树。

解法 我们不妨只考虑 n号点，先计算出所有 S = n的情况，也即 [x0n ]F，对于 [x1n ]F 部分，

去掉 n号点后的各部分为选择了一个根的树。对于一个子集 T，若其自成一个连通块，那么

可以任选其中一个节点为根，因此我们将 [xT ][x0n ] f 乘以
∑

j∈T G jn 得到 F̂，那么有

[x1n ]F = exp F̂

集合幂级数 exp可在 Θ(n22n)内计算，故该问题复杂度为 Θ(n22n)。 ♠
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5.2.1 复合

定义 5.3 (集合幂级数复合). 给出 A上的 n次指数生成函数形式的多项式 F =
∑n

k=0 fk
xk

k!

和不含常数项的集合幂级数 G ∈ A{x1, . . . , xn}。记其复合为

F ◦G =
n∑

k=0

fk
Gk

k!

注意当 G不含常数项时，Gk

k! 总是良定义的。因为任取 k个非空不交集合 S 1, . . . S k，记⊔k
j=1 S j = S，此时 S 1, . . . S k 的 k! 个置换均贡献给 xS 项的系数。因此我们不妨直接定义

[xS ]Gk

k! 为对于全体将 S 划分为 k个无序非空集合 S 1, . . . S k 的方案，对于
∏k

i=1[x
S i ]G求和。

定理 5.4. 集合幂级数复合可以在 Θ(n22n)时间内完成计算。

考虑 ∂
∂xn

(F ◦G) = F′(G) ∂
∂xn

G，故我们将其规约为 n − 1规模的子问题，但要计算 F 和

F′对其复合的结果。

记 Gk 为 G|xn=...xn−k+1=0，归纳可知，对于 0 ≤ k ≤ n，我们需要解决 F, F′, . . . , F(k) 复合

Gk 这 k + 1个规模为 n − k的复合问题。具体过程由下述伪代码给出：

Algorithm 2 EGF Composite Set Power Series

Require: A number n, EGF F(x) =
∑n

k=0 fn
xn

n! , sequence g[0 . . . 2n−1] denoting the set power serie
1: for i = 0 . . . n do
2: Let h0,i = [ fi]

3: end for
4: for k = 1 . . . n do
5: for j = 0 . . . n − k do
6: Let hk, j[0 . . . 2

k−1 − 1] = hk−1, j

7: Let hk, j[2
k−1 . . . 2k − 1] = hk−1, j+1 ∗ g[2k−1 . . . 2k − 1]

8: end for
9: end for
10: return hn,0[0 . . . 2

n − 1]

瓶颈为对于每个 k，我们进行了 n − k 次 k 元集合幂级数乘法，其复杂度可由和式

Θ(
∑n

k=0 k22k(n − k))表示。下面证明其复杂度就是 Θ(n22n)。

证明. 经计算可得：
n∑

k=0

k22k(n − k) = 2(−13 + 13 · 2n − 3n − 6 · 2nn + 2nn2)

由此，该算法的复杂度为 Θ(n22n)。 □
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事实上，这一方法具有极好的常数。对于集合幂 exp来说，由于 F′ = F，我们可以在

迭代过程中减少一些维护，这种方法在常数上较进行 2n 次微分方程实现 Θ(n2)形式幂 exp
的方法效率更高。实践显示，在部分根据 F 针对性设计算法的问题，若其方法稍微复杂些，

通法也会显著具有更好的常数6。

引理 5.1. 集合幂级数复合在插值转化的情形下可以 Θ(2nM(n))完成计算。

为了达成这一理论复杂度，主要在于将上一算法的各步骤精细处理。首先，我们不需要

得到 Gk，而只需要得到 Gk 一个插值转化的结果，我们首先对 G在 xn 这一维解除插值，这

只需要 Θ(n2n)的复杂度，便得到了 ∂
∂xn

G和 G0 的插值结果，对 G0 继续递归即可得到所有

Gk 的插值结果，复杂度为
∑n

k=1 k2k = Θ(n2n)。反之，所有子问题的计算瓶颈也皆为多项式

乘法，因此复杂度为
∑n

k=0 M(k)2k(n − k) = Θ(2nM(n))。

5.2.2 Tutte多项式

定义 5.4. 对于无向图 G = (V, E)，定义其 Tutte多项式为

TG(x, y) =
∑
A⊆E

(x − 1)k(A)−k(E)(y − 1)k(A)+|A|−|V |

其中 k(E)表示图 (V, E)的连通分量数。

接下来的几条资料显示了 Tutte多项式与几个经典的图上计数问题的联系。由于篇幅所
限，下面的几条引理仅述而不证。证明可参看 [11, X.4]

定义 5.5 (色多项式). 对于无向图 G = (V, E)，存在多项式 PG(k)使得带入正整数 k时，

PG(k)的值表示 G的 k-染色方案。

引理 5.2. ⾊多项式可表为 Tutte多项式：

PG(c) = (−1)|V |−k(E)ck(E)TG(1 − k, 0)

引理 5.3. 对于⼀个⽆向图 G = (V, E)，下式

(−1)|V |PG(−1) = TG(2, 0)

为 G的⽆环定向数量，即给每条边进⾏定向，使得图是有向⽆环图的⽅案数。

引理 5.4. 对于⼀个⽆向图G = (V, E)，TG(0, 2)为G的强连通定向数量，即给每条边进

⾏定向，使得图是强连通图。

6例：集合划分计数，https://loj.ac/p/154
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由上述引理可见，Tutte多项式统一了几个经典的图论计数问题，只要 Tutte多项式的计
算得到解决，则可以一并解决以上几个问题。

定理 5.5. 设 n = |G|，带⼊⼀组 x, y，对于 V 的全体⼦集 V ′，设其导出⼦图7为 G′ =

(V ′, E′)，TG′(x, y)可以在总共 Θ(n22n)的时间内计算。

注意到指数总是非负的，因此计算可以规避除法。接下来介绍一种在任意环 A上都可

进行的算法。

易见若G′有多个连通分支，则 T ′G 等于各连通分支的 Tutte多项式之乘积，不妨先求出
全体 G′ 为连通图时的答案，其余部分即可调用子问题的乘积。首先考虑 A作为边集时 G′

的各连通分支，对于连通分支 S，我们设该分支内在 A中的边集为 B，其权值为

fS (B) = (y − 1)|B|−(|S |−1)

不难发现按照这种定义，(x − 1)k(A)−k(E)(y − 1)k(A)+|A|−|V | 即为各连通分支的 f 之乘积乘以

(x − 1)t−1，其中 t为连通分支的数量。因此若对于使得 S 为连通分量的全体方案 B的 f 值

求和得到 gS，Tutte多项式的值即可表为

[XV ′ ]
∑
t≥1

(x − 1)t−1 (
∑

S,∅ gS XS )
t

t!

这可以直接通过调用定理 5.4的算法解决。接下来只需考虑如何计算 gS。

考虑进行逐点牛顿迭代计算 g，对于 S ∋ n，考虑删去 n后 S 剩余节点构成的各连通分

支，每个连通分支至少有一条连向 n的边在 B中，设总共向 n连有 m条边，则有 ym − 1种
方案。故将所有 S = n的 gS 乘以各自对应的 ym − 1后对其生成函数进行集合幂 exp，即得
各 S ∪ {n}项的值。

综上所述，算法的时间复杂度为 Θ(n22n)。

5.3 复合方程

由于集合幂级数实为一种特殊的多元幂级数，因而我们可以照搬多元幂级数中所定义

的树形复合方程以及多元 Lagrange反演。由此我们可以在 Õ(2n)时间内计算集合幂的树形

复合方程中的一项。下面我们记 f S =
∏

i∈S fi。

定理 5.6. 对于由G定义的树形复合⽅程F，经过Θ(n42n)的预处理，给定H ∈ A{x1, . . . , xn}
询问 [xS ]H(F)可在 Θ(|S |22|S |)时间内完成。

一般情况而言的算法还是较为臃肿，但对于一些特殊情况，我们能够做到更好的复杂

度。

7仅保留两端点均在 V ′ 中的边
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5.3.1 对称复合方程

定义 5.6 (对称复合方程). 存在集合幂级数B，其有值项皆满足度数 ≥ 2，和一族指数

生成函数 g1, . . . , gn 使得

Gi = g′i ◦
∂

∂xi
B

时，称由 G定义的树形复合方程是对称的。

引理 5.5. 对于上述对称复合⽅程 F，存在集合幂级数 C 使得

gi ◦
(
∂

∂xi
B

)
◦ F =

∂

∂xi
C

事实上，上述引理具有一个很强的组合直观，让我们来解释B与 C 的含义。

C 的构成相当于对所有圆方树进行统计。其中对于 [xS ]C 而言，S 描述了圆方树的圆

点点集，而 gi 是对于 i号点的度数赋予的权重，而 [xS ]B 则描述了一个方点的邻接点集为

S 时赋予的权重。

定理 5.7. 给出 gi 后，通过B计算 C 可在 Θ(n2nM(n))时间内完成计算。

这一算法首先由 [12]提出。首先考虑一个朴素的情况，即 gi = x，此时应有 C = B，

因为一颗圆方树此时每个圆点都为叶子。而若 g1是一般的，则说明与 1号节点相邻可以有

多个方点，此时有 ∂
∂x1

C = g1 ◦ ∂
∂x1

B而其余部分保持不变。

我们考虑进行一组变换B = T0 → T1 → · · · → Tn = C。在过程中的意图为将 gi 从皆

为 x逐个改为输入。因此第 i步变换会根据 gi 进行组合 i号点相邻的方点，就有

∂

∂xi
Ti = gi ◦

∂

∂xi
Ti−1

Ti|xi=0 = Ti−1|xi=0

此时 Θ(n32n)复杂度已经昭然若揭，而注意到中间的变换我们可以始终在插值转化的结果

下进行计算，在进行第 i次变换的时候，我们只需将第 i维还原，还原一维只需要 Θ(n2n)，

因此瓶颈为进行 n次在插值转化下的集合幂级数复合问题。总共复杂度为 n · Θ(2nM(n)) =

Θ(n2nM(n))。

虽然在实践中 M(n)仅有必要实现为 Θ(n2)，但减少 Möbius变换的次数能够有效地降
低算法的常数。

引理 5.6. 对于 V 的每个⼦集 V ′的导出⼦图的点双连通⼦图数量可在 Θ(n2nM(n))时间

内计算。

定理 5.7所描述的算法在提出之初便是为了解决此问题，这一情况被命名为连通-点双
连通变换。注意到设B 为点双连通子图的集合幂级数，则 gi = exp x时，C 为连通图的集
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合幂级数。注意到定理 5.7所描述的变换若每一步变换存在逆变换，则可以通过 C 逐步还

原得到B，此处便有

∂

∂xi
Ti−1 = ln ◦ ∂

∂xi
Ti

Ti−1|xi=0 = Ti|xi=0

复杂度为 Θ(n2nM(n))。

例题 5 (数仙人掌8). 给出一个无向简单图 G = (V, E)，问有多少个边集的子集使得图连

通，且每条边最多在一个简单环内。答案同余 998244353，保证 n ≤ 18。

解法 考虑这样的图每个点双连通分量的结构，必然是一条边或一个回路。我们通过状态

压缩 DP不难在Θ(k22k)时间内计算出所有以 k为编号最大的点的点集 S 上的回路数量。由

此即可得到所有满足条件的点双连通分量的集合幂级数B，然后取 gi = exp x得到的 C 即

为仙人掌的集合幂级数。复杂度瓶颈为计算点双连通-连通变换。 ♠
值得一提的是，本题还有一些与定理 5.6的算法中处理相近方法的做法，与上述做法在

实践中的复杂度均为 Θ(n32n)，但上述调用通法的解法反而表现出更好的常数。

6 指数生成函数

如若 1 ∼ n在所进行计算的环上均同态可逆，那么指数生成函数没有额外讨论的意义，

因为我们可以直接将序列变换为 f̂n = fn
n!。但若 A是具有小质数因子的同余运算 Z/MZ，或

者特征不为 0且小于等于 n的有限域之类，便不能直接除以 n!进行处理。我们首要需要解

决的便是乘法如何进行。

6.1 卷积

定义 6.1 (二项卷积). 对于以 Z≥0为下标，以A为系数的序列，我们定义其卷积 c = a∗b：

ck =
k∑

i=0

(
k
i

)
aibk−i

定理 6.1 (四模数 NTT). 在模 M 运算下，存在 Θ(n log n · ω(M))9 复杂度的⼆项卷积算

法。

我们考虑首先如何解决 M = pk 时的情况，然后可以用 CRT合并各情况。
我们记 vp(n)是 n!中 p的质因子次数，p-阶乘为 n!p = pvp(n)，反 p-阶乘为 n!p = n!

n!p
。

8来源：加强自 Ildar Gainullin，https://loj.ac/p/6719
9ω(n)指 n的互异质因子数量
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那么由定义显然 n!p 还是同余 M 可逆的。我们先令 ân = an ·
(
n!p

)−1
mod M，我们可以

得到

ĉn ≡
∑

k

(
n!p

k!p(n − k)!p

)
âkb̂n−k ≡

∑
k

pvp(n)−vp(k)−vp(n−k)âkb̂n−k (mod M)

定理 6.2 (Kummer). vp(n)− vp(k)− vp(n− k)就是在 p进制下，n减去 k时所发⽣的退位

次数。

由于 n在 p进制下最多只有 logp n位可退，根据上述定理我们知道 pd ≤ n，因此我们

在不取模的情况下，可以得到 ĉn ≤ n · nM2 = n2M2。

虽然 p在模 M 下不可逆，但是当 p ≤ n，自然满足在我们选取的 NTT模数下都可逆。
因此，这一涉及除法的卷积式子，因为已经保证了结果是值域在 n2M2内的整数，所以我们

只需选取 NTT模数进行卷积，之后用 CRT合并即可。取 n ≤ 106,M ≤ 109 的一般情况下，

可得 cn ≤ 1030，使用四个 NTT模数进行合并足够。目前美中不足的是，在通常的 M在 109

范围内，就已经不可避免地在四模数 NTT最后的 CRT阶段使用 int128。
因此对于每个 M = pk的情况，我们都可以通过四模数NTT进行计算，那么对于一般的

M进行 CRT，算法的复杂度为Θ(n log n ·ω(M))，或者也可以解释为，结果值域为 n1+ω(M)M2

的卷积。

定理 6.3. 模 M⼆项卷积可在 Θ(R(n) · ω(M))时间内在线进⾏。

经过 CRT转化，我们将在线二项卷积转化为 ω(M)个易于进行的 M = pk 形式的在线

二项卷积。通过前述的四模数 NTT规约，我们将在线二项卷积转化为四个同步进行的在线
卷积。

通过此法，我们也可以较为高效地完成二项运算下的初等函数复合。

定理 6.4. 对于多项式 f (x)和 EGF形式的多项式 g(x)，设 D = d
dx，可以在 Θ(n log n ·

ω(M))的时间内计算求导算⼦对多项式的乘法 g(D) · f (x)。

只需注意到将 f (x)的系数看做输入向量 f，那么这一变换是「将 f 与 g做二项卷积」的

转置算法，我们对二项卷积的过程进行转置计算即可。

引理 6.1. 对于多项式 f (x)，可以在 Θ(n log n · ω(M))时间内计算 f (x + c)同余 M的各

项系数。

只需注意到 f (x + c) = ecD · f (x)即可规约到上述算法。

引理 6.2. 已知多项式 f (x)在 0, . . . , n下的点值（且在同余 M下存在且以此形式给出），

可以在 Θ(n log n · ω(M))内求 f (m), f (m + 1), . . . , f (m + n)在同余 M下的点值。
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考虑进行二项式反演 gn =
∑

k (
n
k) f (k)(−1)n−k 后即得 f 的下降幂表示

f (x) =
∑
k≤n

gk

(
x
k

)
因此我们首先可以通过一次二项卷积完成二项式反演，之后的第二次卷积是一个起点不太

相同的二项卷积，但由于其中出现的组合数上标最大为 n+m，因此素因子幂次有 pk ≤ n+m，

可知进行类似转化后的值域被控制在 n · (n+m)M2 ≤ nM3内，四模数 NTT的转化仍是可用
的。

7 总结

本文中，我们简要勾勒出了生成函数计算时问题的主要分支、计算时的不同难度层次、

以及解决对应的问题的部分纲领。然而吾生也有涯，而知也无涯，本文的理论还有无数的

空缺之处以及开放性问题尚待解决。希望能有感兴趣的同学发挥愚公移山之精神，进一步

完善生成函数计算的理论图景！
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《逛公园》命题报告

福建省福州第一中学 林昊翰

摘 要

《逛公园》是我为 IOI2021候选队员互测活动命制的一道试题，是一道“广义串并联图”
相关的问题。本文先介绍了以往的通过收缩操作和建立串并联树进行动态规划的方法，但

该方法扩展性较差，仅能用于规划类问题，无法完全解决这道题目。接下来引入了内部图和

外部图的概念，说明了“内部图”的性质与树上问题时的“子树”有很大的相似性，并利用

该性质在广义串并联图上进行类似边分治的算法来解决这个问题。我希望《逛公园》这道

题能够带给大家更多关于广义串并联图的相关思考。

1 试题

1.1 题目描述

我们称满足对于任意 4个节点都不存在 6条两两除公共端点外没有公共点的路径连接

这 4个节点中的每一对节点的无向连通图为广义串并联图。

给定一张 n阶简单（无自环无重边）广义串并联图G = (V, E)，每条边有长度 li。有 q

次询问，每种询问形如一下两种之一：

1、给定一个点集 S ，求 S 中每一对不同的无序点对 (S i, S j)的最短路径长度和。

2、给定一个点集 S 和参数 v，求 S 中有多少对不同的无序点对 (S i, S j)满足其最短路

径长度不超过 v。

1.2 输入格式

第一行两个正整数 n,m，其中 n表示图 G的节点数，m表示图 G的边数。

接下来 m行，每行三个正整数，其中第 i行为 xi, yi, li，表示第 i条道路的连接的两个点

编号为 xi, yi ，长度为 li 。

第 m + 2行一个非负整数 q。

接下来 q组询问，每组形如以下两种之一：
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1、为上述第一种询问。第一行两个正整数 1 k，其中 k表示选择的点集 S 的大小。接

下来一行 k个整数 S 1, S 2, · · · , S k ，表示选择的点集 S 。

2、为上述第二种询问。第一行三个正整数 2 k v，其中 k, v分别表示选择的点集 S 的大

小和给定的参数。接下来一行 k个整数 S 1, S 2, · · · , S k ，表示选择的点集 S 。

1.3 输出格式

输出 q行，其中第 i行表示第 i个询问的答案。

1.4 样例输入

2 1
1 2 5
2
1 2
1 2
2 2 6
1 2

1.5 样例输出

5
1

1.6 样例解释

1, 2之间的边的长度 l = 5。

第一个询问相当于求 1, 2之间的最短路径长度。答案为 5。

第二个询问相当于求 1, 2之间的最短路径长度是否 ≤ 6，是则输出 1，否则输出 0。答

案为 1。

1.7 数据范围

设 K 为所有询问给定的点集 S 的大小之和。

保证 2 ≤ n ≤ 5 × 105，1 ≤ q,K ≤ 5 × 105。
保证 1 ≤ li ≤ 109，1 ≤ v ≤ 1018。

子任务 1（5分）：n,m,K ≤ 3000；
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子任务 2（5分）：q = 1，仅有第一种询问，给定的图为树；

子任务 3（20分）：给定的图为树；
子任务 4（5分）：q = 1，ki = n，仅有第一种询问，给定的图为仙人掌；

子任务 5（20分）：给定的图为仙人掌；
子任务 6（25分）：ki = 2；

子任务 7（20分）：无特殊限制。

1.8 时空限制

时间限制：5s
空间限制：1GB

2 一些约定

对于图 G，用 dis(x, y)表示点 x与点 y之间的最短路径长度。

用中括号包起来的逻辑表达式 [x]的取值为：若 x成立 [x] = 1，否则 [x] = 0。

3 初步分析

3.1 算法一

对于子任务 1，n,m,K不超过 3000，可以考虑对于每一对点预处理出它们之间的最短

路径长度，对于询问枚举每一对点并直接统计答案。

该算法时间复杂度为 O(nm log n + K2)。

期望得分 5分。

该算法效率十分低下，是因为该算法没有利用到 G是广义串并联图的性质。

接下来先从更特殊的情况入手考虑这个问题。

4 树

4.1 算法二树，仅有一组的第一种询问

由于树上两点之间的简单路径唯一，可以考虑每一条边被经过了多少次。

对于一条边 i，它将树分成两颗子树，若其中一颗子树有 ai 个点在询问点集 S 中，另

一颗有 bi = k − ai 个，那么它就被经过了 ai × bi 次。
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可以进行一次树形动态规划求出所有 ai, bi ，答案即为
m∑

i=1
(ai × bi × li)。

时间复杂度 O(n)。

期望得分 5分。

4.2 算法三树，一般情况

此时这个问题是一个比较经典的树上简单路径类问题，有两种常见做法：虚树和点分

治。由于虚树做法难以扩展到广义串并联图上，与本文内容关系不大，下面仅介绍点分治

做法：

对于重心 u，预处理出 u到每一个点 x的最短路长度 dis(x, u)，然后离线处理每一个

询问：

询问一：对于每个点 x，其贡献为 dis(x, u) × (k − c)其中 k为询问点集大小，c为删去

重心 u后与 x在同一连通块的询问点个数。

询问二：对于每个点 x，其贡献为满足 dis(x, u) + dis(y, u) ≤ v的，且删去重心 u后与

x不在同一连通块 y的个数。考虑将所有满足条件的 y减掉与 x在同一连通块的 y。统计所

有满足条件的 y可以通过按 dis(x, u)排序后双指针扫描实现，而与 x在同一连通块的 y则

可以将每个连通块分别按 dis(x, u)排序并统计。（注意这样统计出来的答案为实际答案的两

倍，最终答案要除以 2）。

然后删去重心 u，对于剩下的图上的每个连通块分别递归下去。

时间复杂度为 O((n + K) log2 n)。

期望得分 25分。

5 仙人掌

对于仙人掌上的问题，一种经典的方法是建立圆方树并转化为类似树上问题。

其中子任务 4可以通过圆方树上动态规划解决，子任务 5可以通过圆方树上点分治解

决。

该部分内容与本文主题无关，因此不再赘述。相关内容可以参见陈俊锟在 IOI2017候选
队的论文《〈神奇的子图〉命题报告及其拓展》以及他的 UOJ博客1。

1http://immortalco.blog.uoj.ac/blog/1955
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6 广义串并联图

6.1 重要性质

对于一张图 G，我们可以进行一些操作来缩小图的规模，我们称它们为收缩操作。

定义 6.1. 若图中存在点度为 1的点，直接将其删除，称其为删 1度点操作。

定义 6.2. 若图中存在一对重边，将其合并成为一条，合并成的新边的长度为这一对重边长
度的较小值，称其为叠合重边操作。

定义 6.3. 若图中存在点度为 2的点，如果与该点相连的两条边是一对重边，则先进行叠合

重边操作；否则设与该点相连的两个点分别为 x, y，删除这个点和与其相连的边，在 x, y之

间建立新边，新边的长度为被删除的两条边的长度之和，称其为缩 2度点操作。

引理 6.1. 以上操作不会影响未被删除的点之间的最短路径长度。

证明.
1、对于删 1度点操作，其它点对的最短路径不会经过 1度点。

2、对于叠合重边操作，其他点对的最短路径在经过重边时一定选择长度较小的一条。
3、对于缩 2度点操作，其他点对的最短路径若经过这个 2度点，那么一定会同时经过

与它相连的两条边。 □

定理 6.1. 任意广义串并联图都可以在若干次缩 2度点、叠合重边、删 1度点的操作后变为

一个只包含一个节点的图。

定理 6.1的证明十分繁琐，故略去，具体可以参见吴作同在 IOI2019候选队的论文《〈公
园〉命题报告》。

定理 6.2. 任意简单（无重边无自环）广义串并联图满足边数不超过点数的两倍。

证明. 由于每次缩 2度点和删 1度点操作都各减少一条边的一个点，叠合重边操作减少一

条边，但每次缩 2度点后至多进行一次叠合重边操作，因此任意无重边的广义串并联图满

足边数不超过点数的两倍。 □

6.2 建立串并联树

考虑将上述操作变成树形结构：

初始图中每一个点和每一条边均对应为串并联树的叶子节点，然后在收缩过程中建立

这个串并联树：

1、删 1度点操作：建立一个新的节点 v′，将被删除点 x，与其相连的边 a和 a的另一

个端点 z对应的树上节点 vx, va, vz 的父亲设为 v′ ，然后将点 z对应的树上节点设为 v′ 。2、
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叠合重边操作：建立一个新的节点 v′，将两条重边 a, b对应的树上节点 va, vb的父亲设为 v′

，然后将合并后的边对应的树上节点设为 v′。

3、缩 2度点操作：建立一个新的节点 v′，将被删除点 x和与其相连的两条边 a, b对应

的树上节点 vx, va, vb 的父亲设为 v′，然后将建立的新边对应的树上节点设为 v′。

这个串并联树中，每一个树上节点唯一对应图上的一个点或一条边，初始图 G中每一

个点或一条边唯一对应一个树上叶子节点，且每一个非叶子节点也对应一个收缩操作。

引理 6.2. 对于任意一个串并联树上非叶子节点 u，都可以在不进行其它收缩操作的情况下

将所有在点 u的子树内（包括点 u）的非叶子节点对应的收缩操作执行完毕。

证明. 考虑反证法：找到任意一个深度最大的不满足条件的点 u。那么它子树内的操作都可

以先执行，剩下点 u对应的操作无法执行。

1、若 u对应的是叠合重边操作，那么 u的儿子对应需要被叠合的两条重边，u子树内

的操作执行完毕后这两条重边一定会出现，u对应的操作一定可以执行，矛盾。

2、若 u对应的是删 1度点操作或缩 2度点操作，如果 u的儿子执行完毕后如果点 u对

应的操作无法执行，那么此时需要被收缩的点（设其为 x）的点度不符合条件，需要再执行

一些其他操作才能满足条件。

能够影响 x点度的有叠合重边操作和删 1度点操作，但不在点 u的子树内的删 1度点

操作会导致点 x对应的树上节点不在点 u的子树内，不在点 u的子树内叠合重边操作会导

致与点 x相连的边对应的树上节点不在点 u的子树内，与它们是点 u的儿子矛盾。

由此，引理 6.2得证。 □

6.3 算法五询问点集大小为 2

对于一个串并联树上节点 u，我们定义它的内部图 G′u(V
′
u, E

′
u)如下：

定义 6.4. 串并联树上节点 u的内部图 G′u 为初始图 G的一个子图。

1、如果点 u在图上对应的是一个点，那么对于初始图G，如果图上的一个点或一条边

对应的树上叶子节点在点 u的子树中，那么这个点或边属于 G′u 。

2、如果点 u在图上对应的是一条边，设这条边为 (x, y)，那么对于初始图 G，如果图

上的一个点或一条边对应的树上叶子节点在点 u的子树中，那么这个点或边属于G′u，且点

x和点 y也属于 G′u 。

定理 6.3. 对于一个树上节点 u的内部图 G′u(V
′
u, E

′
u)：∀(x, y) ∈ E′u 有 x ∈ V ′u, y ∈ V ′u

证明. 对于一条在G′u的边 (x, y)，先执行点 u子树内部的收缩操作，那么边 (x, y)一定会被

收缩掉。根据上述收缩操作，两个端点 x, y要么是已经被收缩掉的点，要么（如果点 u对应

的是边）是点 u的端点之一，也就一定属于 V ′u 。 □
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询问点集大小为 2时等价于多次询问两个点之间的最短路径长度，设这两个点分别为

f , g。

考虑在串并联树上进行树形动态规划：

如果 u对应一个点，那么记该点为点 A，点 B不存在。如果 u对应一条边，那么记与

它相邻的两个点分别为点 A和点 B。

设计如下的 DP数组（以下的最短路径长度均为只保留点 u的内部图后的最短路径长

度）：

f a[u]：点 f 到点 A的最短路径长度（若点 f 不在 u的内部图中，或 u对应一条边且点

f 为点 u对应边的端点，该值为 +∞）
ga[u]：点 g到点 A的最短路径长度（细节同上）

f b[u]：点 f 到点 B的最短路径长度（若点 f 不在 u的内部图中，或 u对应一条边且点

f 为点 u对应边的端点，或点 B不存在，该值为 +∞）
gb[u]：点 g到点 B的最短路径长度（细节同上）

f g[u]：点 f 到点 g的最短路径（若不满足上述任一条件，该值均为 +∞）
然后就能在串并联树上进行树形动态规划来解决一组询问（具体转移较为繁琐且与本

文内容无关，在此不详细列出）。

对于多组询问的处理，考虑分析上面动态规划的转移形式，发现它可以写成类似矩阵

的形式，只是将加法换成取 max，乘法换成加法。
由于加法，max运算满足结合律，且加法对 max运算满足分配率，所以这种新定义的

矩阵依旧满足结合律
[5]
。

对于一组询问 f , g，我们仅需要得到 f , g对应串并联树上节点到它们的 LCA的转移矩
阵乘积和 LCA到根的转移矩阵乘积，采用树上倍增算法即可解决。

该算法复杂度为 O((n + q) log n)，可以通过子任务 6，期望得分 25分。

6.4 算法六一般情况

由于串并联树是一个三叉树，可以直接进行边分治，且边分治仅会将树分成两个部分，

比起会将树分成多个部分的点分治来说需要考虑的情况要简单得多，因此这里采用边分治

而非点分治。

边分治时每次找到一条边并将树按照这条边分开。

考虑这条边的两个端点，它们一定是儿子-父亲关系，设其中的儿子为点 u，那么就变

成了每次考虑 u的子树内到 u的子树外的答案。

再定义外部图为：

定义 6.5. 一个串并联树上节点 u的外部图为先进行所有在点 u子树内的收缩操作后的图。

那么有：
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定理 6.4. 对于一个串并联树上节点 u，如果它对应一个点 x，那么其内部图和外部图点集

的交恰为 x，如果它对应一条边 (x, y)，那么其内部图和外部图点集的交恰为 x, y。

证明.
1、如果 u对应一个点 x，那么点 u对应到一个缩一度点操作，点 u子树中对应的非 x

节点都已经被缩掉，属于内部图，而其它没被缩掉的点属于外部图。

2、如果 u对应一条边 (x, y)，那么点 u子树中对应的节点都已经被缩掉，属于内部图，

而其它没被缩掉的点属于外部图，且内部图额外加上了点 x和点 y。 □

对于点 u离线处理每一个询问：

我们称点 u内部图和外部图点集的交为它的分割点，它有一到两个分割点，记为 p1, p2

（p2可能不存在）。

首先 O(m log n) 预处理出分割点到图中所有点的最短路径长度，如果该询问点集中包

含分割点，暴力统计其答案并删除，这样询问中的点要么属于内部图，要么属于外部图。

然后统计所有询问中所有满足 x属于内部图且 y属于外部图的点对 (x, y)的贡献：

由定理 6.4，它们之间的路径至少会经过 p1, p2其中之一，分类讨论，得出其最短路径

长度为：

dis(x, y) = min{dis(x, p1) + dis(y, p1), dis(x, p2) + dis(y, p2)}
（如果 p2不存在，那么 dis(x, p2) + dis(y, p2) = +∞）
这个 min取到哪一边和 (dis(x, p1) − dis(x, p2)) + (dis(y, p1) − dis(y, p2))的正负性有关，

因此可以将属于外部图的点 y分别按照 dis(y, p1) + dis(y, p2)排序。

对于属于内部图的点 x。如果 (dis(y, p1) − dis(y, p2)) ≥ −(dis(x, p1) − dis(x, p2))，那么

就有 dis(x, y) = dis(x, p1)+dis(y, p1)。这样就只需要知道所有满足 (dis(y, p1)−dis(y, p2)) ≥
−(dis(x, p1) − dis(x, p2))的相关信息和，就能算出点 x的贡献。具体地：

1、对于第一种询问，点 y的个数及其 dis(y, p1)的和。

2、对于第二种询问，满足 dis(y, p1) ≤ v − dis(x, p1)的点 y的个数。

这两者都是能比较简单地通过前缀和和双指针扫描直接计算的。

(dis(y, p1) − dis(y, p2)) < −(dis(x, p1) − dis(x, p2))的情况同理。

至此边分治的一步就完成了：我们解决了所有从内部图的点到外部图的点的贡献，也

即 u的子树内到 u的子树外的贡献。

接下来我们就把剩下询问分成了两个部分：两者均属于外部图的点对之间的贡献和两

者均属于内部图的点对之间的贡献。

由引理 6.1，外部图之间点对的最短路径长度与原图一致。
但对于内部图，两个点之间的最短路径是有可能经过不属于内部图的点的。

由定理 6.4，此时这条路径不属于内部图的部分一定是从 p1 走到 p2 或从 p2 走到 p1

（且 p2一定存在），那么其长度也就一定是它们之间的最短路径 dis(p1, p2)。

只要在内部图中加上连接 p1和 p2，长度为 dis(p1, p2)的无向边即可（如果 p2不存在

就什么也不干）。
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然后我们就可以将整张图拆分成内部图和外部图两张相互独立的图，且它们内部的点

对之间的最短路径长度不变，这样原问题也就被分成了在这两个图上的子问题。

由定义可知，外部图对应的串并联树为原串并联树删除 u的子树（不包括 u）后的树，

内部图对应的串并联树为 u的子树（包括 u）再加上点 u和新加的边叠合重边。

设原图的串并联树结点个数为 N ，那么新图结点个数就分别为 x + 1和 N − x + 2 (N
4
≤

x ≤ 3N
4
)。对于 N ≤ 10的图可以暴力处理所有询问。

该算法时间复杂度为 O((n + K) log2 n)，期望得分 100分。

7 扩展

7.1 点/边分治的一个扩展

由上述的算法五我们可以得到一个点/边分治算法的推广：
如果能够把一张点数为 N 的图分成若干个子图，每个子图点数不超过 aN + c满足 a, c

为固定常数且 0 < a < 1。每一个点和每条边都至少属于其中的一个个子图，属于多个子图

的点数量不超过某个较小的常数 k。

那么我们可以把所有属于多个子图的点提取出来暴力处理，计算所有包含了这些点的

路径的贡献，然后将这些点删除。每一个连通块往下分治，即可做到类似点/边分治的效果。
事实上，传统的点分治就是上述算法的 k = 1时的情况。

例 1. Giant Penguin2

给定一张连通无向图G = (V, E)，每条边长度均为 1，这张图满足每个点至多属于 k个

简单环。你需要依次执行 q个操作，每种操作为以下两者之一：

1、给定 v，标记顶点 v，保证点 v之前没有被标记。

2、给定 v，输出所有被标记的点到点 v的最短路径长度的最小值，保证此时至少存在

一个点被标记。

|V | ≤ 105, |E| ≤ 2 × 105, q ≤ 2 × 105, k ≤ 10。

这题有一个重要性质：这张图满足每个点至多属于 k 个简单环，因此只需要任取这张

图的一个生成树，在这个生成树上进行点分治。

对于重心 u，将它作为生成树的根，它就将这颗树分成了若干个子树。考虑所有不在

生成树上的边，如果它连接了 u的两个不同的子树，那么这条边提供了一个包含重心 u的

简单环，因此这种边不超过 k条。

这 k条边端点的点集并不超过 2k，加上重心 u就是不超过 2k + 1个点，称这些点构成

的点集为 S ，可以将 S 中的点一并删除，然后每个连通块往下递归。

2题目来源：300iq Contest 3
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对于具体的操作，可以在提取出 S 后对每个 x ∈ S , y ∈ V 求出 dis(x, y)，并建出点分治

树，每个点分治树上结点 z均有一个 S 集合 S z ，并记 fi ，初值均为 +∞。
然后对于每一个具体操作：

1、对于 1操作，找到满足的 v ∈ S z点 z，依次考虑点 z以及其在点分治树上的祖先。当

我们考虑点 z′时，对于每一个 x ∈ S z′ ，更新 fx = min{ fx, dis(v, x)}。
2、对于 2 操作，记本次操作的答案为 ans ，初值为 0 。找到满足的 v ∈ S z 点 z ，依

次考虑点 z 以及其在点分治树上的祖先。当我们考虑点 z′ 时，对于每一个 x ∈ S z′ ，更新

ans = min{ans, fx + dis(v, x)}。
即可解决该问题，时间复杂度为 O(k(|V |+ q) log |V |)。

7.2 KDtree上启发式合并维护动态规划

对于广义串并联图上的动态规划问题，常常转化为串并联树上动态规划。

由内部图和外部图的性质，广义串并联图上的动态规划常常需要维护两个点上的状态

信息，也就是串并联树上点 u上的动态规划状态常常是二维的，形如 f [u][i][ j]。

而处理树上动态规划时有一个很好用的工具：线段树合并，我们希望它能被扩展到二

维情况。

例 2. 树上偏序3

给定一棵 n个结点编号为 1, 2, · · · , n的有根树 T 以及 m个三元组 (a, x, y)，其中 a, x, y

均为正整数。称一个三元组 (a, x, y)在结点 x的子树中当且仅当树 T 中编号为 ai 的结点在

结点 x的子树中。

求有多少个不同的非空三元组集合 S ，满足对于每一个结点 x ，要么不存在三元组

(a, x, y) ∈ S 在 x的子树中；要么存在一个三元组 (a’, x’, y’) ∈ S 在 x的子树中且对于任意在

x的子树中的三元组 (a, x, y) ∈ S ，都有 x ≤ x′, y ≤ y′，答案对 998244353取模。

n,m ≤ 50000。

7.2.1 朴素算法

设计动态规划，记 f [i][ j]为在 i的子树中且结点 i选取的三元组 (a’, x’, y’)为第 j个三

元组的方案数（若子树中不存在三元组则 j = 0）。

合并两个点 u, v的状态 f [u][i], f [v][ j]到点 x时：

1、如果 xi ≥ x j, yi ≥ y j 或 j = 0，那么转移: f [x][i]+ = f [u][i] ∗ f [v][ j]。

2、否则如果 xi ≤ x j, yi ≤ y j 或 i = 0，那么转移: f [x][ j]+ = f [u][i] ∗ f [v][ j]。

3、若以上条件均不满足，那么这一对状态没有贡献。
对于一个结点 u的状态，先合并它所有子树的状态作为 f [x][ j]。

3题目来源：原创
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然后对于所有三元组 (ai, xi, yi)满足 ai = u，相当于点 x的状态再合并上

f [n + i][ j] =

1; i ∈ 0, j

0; otherwise

该算法时间复杂度为 O(m2)，效率低下。

7.2.2 KDtree上启发式合并

维护二维情况下的矩形信息一般使用 KDtree，于是考虑使用 KDtree合并。二维上的合
并十分复杂，可以使用启发式合并。

N 个点的静态 KDtree单次查询复杂度为 O(
√

N)，插入可以考虑采用分块重建：插入

后每次查询都暴力求新插入的点的贡献，如果插入的点数超过
√

N，那么 O(N)暴力重构整

个 KDtree，这样单次插入及询问复杂度均为均摊 O(
√

N)。

启发式合并时每个点每次被合并其所在 KDtree大小都会翻倍，设总点数为 n，那么对

于一个点，其被合并的代价不超过
√

n +
√ n

2
+
√ n

4
+ · · · ，这是 O(

√
n)级别的，那么总复

杂度为 O(n
√

n)。

此时合并两个点 u, v的状态 f [u][i], f [v][ j]到点 x时：

1、我们对于每一个 f [u][i]，设向量

g[u][i] =
[

f [u][i] 0
]

2、接下来对于每一个 f [v][ j]，对于所有位于 (x j, y j)右下角的 (xi, yi)，g[u][i]都右乘上

矩阵  1 1

0 1


3、然后对于每一个 f [v][ j]，求出所有位于 (x j, y j)左上角的 (xi, yi)的 f [u][i]的和 x′（也

就是左上角 g[u][i]和 [x′ y′]中 x′的值），然后在 KDtree中加入

g[u][ j] =
[
0 x′ × f [v][ j]

]
4、转移所有完毕后将所有 g[x][i]右乘上矩阵 0 0

1 0


将其变回 [ f [x][i] 0]的形式。

上述操作均可以在点数为 N 的 KDtree中单次均摊 O(
√

N)实现，因此总时间复杂度为

O(m
√

m)，可以通过该例题。
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7.3 带源汇串并联图计数

广义串并联图存在一个子集：串并联图：

定义 7.1. 如果一张图G可以仅通过缩 2度点操作和叠合重边操作将G变成仅有两个点，且

这两个点之间有且仅有一条边连接的图，则图 G为串并联图。

引理 7.1. 一个点双连通的广义串并联图为串并联图。

证明. 考虑反证法。若一个广义串并联图不是串并联图，那么它的收缩操作中存在删 1度点

操作，且删除后点的数量不为 1。设这个收缩操作对应的树上结点为 u，那么 u的内部图

与外部图的点集的交仅包含一个点，这个点为割点，与原图点双连通矛盾。 □

引理 7.2. 任意广义串并联图的任意串并联树上结点 u的内部图均连通。

证明. 考虑进行归纳，首先叶子结点的内部图显然连通。对于一个树上结点 u，假设其儿子

的内部图均连通，那么点 u的内部图点集为儿子内部图点集的并。点 u的儿子中至少有一

个对应的是边，且对应边的儿子的内部图点集与其它儿子内部图点集均有交。因此点 u的

内部图连通。 □

我们定义串并联图的源汇为：

定义 7.2. 对于一张串并联图 G ，如果 G 可以仅通过缩 2度点操作和叠合重边操作将 G 变

成仅有两个点 S 和 T ，且这 S ,T 之间有且仅有一条边连接的图，则无序点对 (S ,T )为串并

联图 G的一组源汇。

引理 7.3. 对于一个串并联图G和一组源汇 (S ,T )，如果图G的进行收缩操作的最后一步为

缩 2度点操作，那么图G存在一个点 x < S ,T 使得若删除点 x，S ,T 不连通；否则无论删除

图中任意一个点 x < S ,T ，S ,T 均连通。

证明. 如果图 G 的进行收缩操作的最后一步为缩 2度点操作，那么如果删除被它缩掉的点

（显然不为 S 或 T ），S ,T 就不连通。否则图G的进行收缩操作的最后一步为叠合重边操作，

那么设根结点的两个儿子（也是被叠合的一对重边对应的点）为 u, v，如果删除任意一个点

x < S ,T ，如果 x在 u的内部图中，S ,T 就可以通过 v的内部图连通，反之同理。 □

例 3. 带源汇串并联图计数4

有 n个点的简单图（无重边无自环）G = (V, E)，编号为 1, 2, · · · , n，和图 G的一组源

汇 (S ,T )组成的三元组 (G, S ,T )。求共有多少个不同的三元组，对 998244353取模。

两个三元组 (G, S ,T )和 (G′, S ′,T ′)不同当且仅当无序点对 (S ,T )与 (S ′,T ′)不同，或图

G中存在一条边 (x, y)而图 G′中不存在，或图 G′中存在一条边 (x, y)而图 G中不存在。

2 ≤ n ≤ 105

4题目来源：原创
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由引理 7.3可得，不存在三元组 (G, S ,T )使得图 G的进行收缩操作的最后一步既可以

为缩 2度点操作，也可以为叠合重边操作。

设 fi为 i + 2个点（即不包括源汇 i个点），最后一步为缩 2度点操作，源汇为 (1, 2)的

三元组数 (G, 1, 2)，gi 为 i + 2个点，最后一步为叠合重边操作的三元组数 (G, 1, 2)。

特别地，我们设 f0 = 0, g0 = 1，也就是说仅有两个点，且这两个点之间有且仅有一条

边连接的图归属于 g。

记它们的指数型生成函数：

F(x) =
+∞∑
i=0

fixi

i!
,G(x) =

+∞∑
i=0

gixi

i!

对于转移，考虑将这张图“不断展开”，形式化地说：

1、对于 fi，其最后一步为缩 2度点操作。首先对最后缩成的边 x执行“不断展开”，将

它“展开”成收缩前的样子，它会展开成两条新的边的一个新的点，设两条新的边分别为

x1, x2。若 x1也是由缩 2度点操作产生的，那么对它继续执行“不断展开”操作，递归下去；

否则将 x1 原样保留。对 x2 的操作同理。这样“不断展开”后原图就变成了 j + 1个点和 j

条边串成的链（ j为任意大于 1的正整数），其中每一条边都是初始就存在的或是由叠合重

边操作产生的。

2、对于 gi，其最后一步为叠合重边操作。也是类似操作：首先对最后缩成的边 x执行

“不断展开”，将它“展开”成收缩前的样子，它会展开成一对新的重边，设它们分别为 x1, x2
。若 x1也是由叠合重边操作产生的，那么对它继续执行“不断展开”操作，递归下去；否

则将 x1原样保留。对 x2的操作同理。这样“不断展开”后原图就变成了 2个点和 j条重边

形成的图，其中每一条边都是初始就存在的或是由缩 2度点操作产生的。

继续分析不断展开后这 j条边的内部图，这些内部图都是串并联图，更具体地：

若 fi 展开成了 j + 1个点和 j条边，除源汇外有 j − 1个点。其中每一条边都是初始就
存在的或是由叠合重边操作产生的，也就是说其中每一条边的内部图的源汇都已经固定为

这条边的端点，其他部分对应一个 gx ，且这些内部图是有序拼接的。更具体地，有：

F(x) =
+∞∑
j=2

x j−1G j(x)

=
xG2(x)
1−xG(x)

若 gi展开成了 2个点和 j条边，这这两个点分别为 a, b。其中每一条边都是初始就存在

的或是由叠合重边操作产生的，也就是说其中每一条边的内部图的源汇都为这 2个点，其

他部分对应一个 fx ，但有可能有一条边对应初始就存在的边 (a, b)。这些内部图是无序拼

接的。更具体地，有：
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G(x) = 1 +
+∞∑
j=1

F(x) j

j! +
+∞∑
j=2

F(x) j

j!

=
+∞∑
j=0

2F(x) j

j! − F(x) − 1

= 2eF(x) − F(x) − 1

利用上述两个式子进行多项式牛顿迭代即可得出 F(x),G(x)的前 n项，而最终答案即

为 (n
2
) × ( fn−2 + gn−2) =

n!
2
× ([xn−2]F(x) + [xn−2]G(x))。

时间复杂度 O(n log n)。

8 命题思路

吴作同在 IOI2019的候选队论文《〈公园〉命题报告》中引入了“广义串并联图”的概
念，他给出的一种处理方法是通过收缩操作不断缩小问题规模并进行动态规划。同时，为了

支持快速修改参数，也提到了建立表达式树5来将动态规划转化为树形结构然后链分治的方

法。但是这种做法存在一定的局限性：其只能用于处理较为简单的规划类问题。于是我想，

广义串并联图是否存在更好的性质。

我观察了收缩操作的逆操作的性质，发现将收缩过程中的一个点或一条边进行逆操作

后会展开成一个子图，而缩 2度点操作就是将两张这种图“串联”起来，叠合重边操作就

是将两张这种图“并联”起来。进一步地，每一个串并联树上结点都对应着一个“内部图”，

而这个“内部图”与外界有连接的部分至多仅有两个点，这一性质与树上的“子树”的性质

十分相似。上述的动态规划本质上是将整个内部图的信息压缩到这两个点上。

这个新的发现不仅能够在设计动态规划时给予更多的启示，让动态规划的状态更加直

观，还能使得对于广义串并联图的分析不再局限于规划类问题。

接着我分析了一些树上和仙人掌上的经典问题，考虑它们是否能通过这个性质扩展到

广义串并联图上，发现多源最短路和点分治类问题能够很好地被这个新的发现解决，点分

治类问题是强于多源最短路的，于是我将点分治作为最终的解法，将多源最短路作为子任

务 6，命制出了《逛公园》。
在子任务设置方面，子任务 1,2,4是常见的朴素算法，而子任务 3,5则给选手提供一个

解决问题的关键方向――――点分治。子任务 6则是弱于正解的多源最短路问题，也为选
手提供另一个方向――――收缩操作和动态规划。最终结合两个算法及内部图和外部图的
相关性质即可得到子任务 7的正解，获得满分。
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浅析一些维护二维点的算法

中山纪念中学 林立

摘 要

本文研究的是有矩形修改和矩形查询的维护二维点的经典问题，分析了三种不同的解

法：2 − d树、定期重构、平面分块，比较它们的理论复杂度以及实际测试中的耗时。并研

究了该问题的强制在线动态加点版本，分析了两种不同的解法：2 − d树、平面分块，比较

它们的理论复杂度。虽然平面分块比 2 − d树的理论时间复杂度要劣，但是实验中运行时间

前者优于后者。

1 引言

本文第二节介绍了一道维护二维点的经典问题，第三、四、五节分别介绍了对于该经

典问题的 2 − d树解法、定期重构解法、平面分块解法，在第六节中比较这三种解法的优劣

并将其拓展到 k 维，同时研究了有其他不同操作类型的维护二维点问题。第七节介绍了经

典问题的强制在线动态加点版本及解法，并比较了几种方法的优劣。

2 经典问题

本节介绍一道经典维护二维点问题，在接下来的三节中将介绍三种不同的解法：2 − d

树、定期重构、平面分块。

2.1 问题描述

二维平面上有 n个点，第 i个点是 (i, pi)，初始权值是 wi，其中 p是一个大小为 n的排

列。

一共要进行 m次操作，操作有以下两种：

1 l r d u k b表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值乘 k加 b。

2 l r d u表示询问左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值和对 264取模。

1 ≤ n,m ≤ 105

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 1



浅析一些维护二维点的算法 中山纪念中学 林立

3 2 − d树做法

这道经典问题可以使用 2 − d树来解决。

接下来就先介绍 2 − d树，然后再讲述如何使用 2 − d树解决本题。

3.1 2 − d树简介

2 − d树就是 k − d树在维护二维点时的名称。

2 − d树就是一棵二叉树，其中每个叶子节点都是 2维点。而每个非叶子节点视为隐式
地将一个二维平面切分为两半。这个非叶节点的左子树表示左半平面上的点，而右子树表

示右半平面上的点。

3.2 2−d树的创建方法

有许多种建 2−d树的方法，这里选取了一种相对常见的方法：

每次都是给出一个点集，然后建出这个点集的 2 − d树，一开始将 n个点的点集递归下

去，每递归到一个点集，就按如下方法顺序判断：

• 当点集中没有点时，建出一棵空的 2 − d树，直接返回。

• 当点集中只有一个点时，建出一棵只有该点的 2 − d树，直接返回。

• 当点集有中超过一个点时，需要选取一维来切分点集，而维度是循环地选择来切分1，

这里假定选择了用 x坐标。

取出这个点集中 x坐标是中位数的点2，接着将这个点作为切分点，将点集中的点分

为 x 坐标小于切分点的和大于的。然后将小于的和大于的点集分别递归下去建出对

应的 2 − d树，并且将这两棵 2 − d树分别设为切分点的左子树与右子树。

而其中选择中位数的点中 C ++中可以使用 nth_element函数。

对于一段长度为 n的数组使用 nth_element函数是 O(n)的时间，所以创建 2 − d树的时

间复杂度是 T (n) = 2T (n/2) + O(n) = O(n log n)。

3.3 2 − d树上的修改和查询

由于有矩形修改与矩形查询，2 − d树上每个点需要多维护一些信息。

每个点需要维护最小包含该点整个子树的矩形，子树内的信息和以及懒标记。

1例如父亲节点选择了用 x坐标，那么这次选择用 y坐标，否则选择用 x坐标
2如果有多个相同，将 y坐标作为第二关键字

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 2



浅析一些维护二维点的算法 中山纪念中学 林立

为了方便叙述，以下的“操作矩形”都是指当前的修改或询问的矩形，2 − d树上的一

个点的“最小包含矩形”是指最小的能够包含这个点子树内所有点的矩形。

而矩形修改/询问时，从 2− d树的根节点开始递归，每递归到一个点，就按如下方法顺

序判断：

• 如果最小包含矩形与操作矩形不交，直接退出

• 如果操作矩形包含最小包含矩形，那么直接打上标记/询问，然后退出

• 递归进左子树与右子树

注意需要下传标记，以及判断当前节点是否也在操作矩形内。

3.4 2 − d树上修改和查询操作的时间复杂度分析

如图所示将对应的操作矩形如上命名，其中红色矩形代表操作矩形，而黑色矩形代表

当前递归到的 2 − d树上的点的最小包含矩形。

考虑创建 2 − d树时是先用 x坐标切分，最坏情况下操作矩形与第一次切分线和第二次

切分线都有交，那么这样就会分成四个 1号操作矩形。

1号操作矩形，最坏情况下两次切分会分成一个 1号操作矩形，一个 3号操作矩形以及

两个 2号操作矩形。

2号操作矩形，最坏情况下两次切分只会分成两个 2号操作矩形和 3号操作矩形。

3号操作矩形，是可以直接 O(1)打标记/询问。
令 T (n)为对大小为 n的 2 − d树进行一次 1号矩形操作时间复杂度，T2(n)为进行一次

2号矩形操作的时间复杂度。
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根据上述最坏情况下的切分方法，有

T2(n) = 2T2(n/4) + O(1)

=

⌊log4(n)⌋∑
i=0

O(2i)

= O(
√

n)

T (n) = T (n/4) + 2T2(n/4) + O(1)

= T (n/4) + O(
√

n)

=

⌊log4(n)⌋∑
i=0

O(

√
n
4i
)

=

⌊log4(n)⌋∑
i=0

O(

√
n

2i
)

= O(
√

n)

综上所述一次矩形操作的时间复杂度为 O(
√

n)。

3.5 2 − d树做法

因为标记是可以被表示成 kx + b这样的形式，并且标记满足有结合律且能 O(1)计算，

所以建出 2 − d树后按照 3.2节所述方法做即可。

时间复杂度 O(n log n + m
√

n)。

4 定期重构

设阈值为 B，考虑每 B个操作就定期重构一次。

把 n个点按照 B个操作矩形的坐标分块，这样每个块对于这 B个操作都是完全在操作

矩形内或者完全不在操作矩形。对于每个块记录块内点的信息和以及懒标记，然后对于每

个操作就直接打标记/询问其包含的所有块。由于块数最多为 4B2，所以每个操作的复杂度

为 O(B2)。

B个操作操作完之后，再将每个块的懒标记下传给对应的点上。

时间复杂度 O(n + mn
B + mB2)。

当 B取 n1/3时最优，此时时间复杂度为 O(n + mn2/3)。
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5 平面分块

图 1. 一次矩形操作示意图

设阈值为 B，考虑直接将 n × n的平面分成 B × B块，每个块都维护该块内的点的信息

和以及懒标记。

如图 1所示，其中红色矩形为操作矩形，黑色小矩形为平面分块后的每一块，每次操

作都会包含一些完整的块以及一些不完整的块，对应的做法如下：

• 对于被完整包含的块，直接打标记/询问，由于总块数是 B2，所以这里最多对 B2个块

进行操作，这里复杂度为 O(B2)。

• 对于不被完整包含的块，枚举每个块中的点，如果在操作矩形内,那么就做对应的操
作。从图 1可以看出这些块最多同属于两行整块与两列整块，又因为一行或者一列只

有一个点，所以最多有 4 n
B 个点在这些块中，这里的复杂度为 O( n

B)。

综上所述，总时间复杂度 O(n + m(B2 + n
B))。

当 B取 n1/3时最优，此时时间复杂度为 O(n + mn2/3)。

6 算法小结

6.1 实验结果

对于 2 − d树、定期重构、平面分块三种不同的解法，构造了不同类型的数据，测试了

它们在这些数据下的运行时间。

在随机数据下平面分块算法远优于 2− d树，而定期重构因为重构的时间消耗稳定且较

多导致随机数据下与 2 − d树的运行时间差不多。

在针对 2 − d树的数据下，2 − d树的极大常数的显现出来，尽管 2 − d树的理论时间复

杂度是 O(n log n+m
√

n)，其在实际测试中需要足足 4s，远远大于定期重构和平面分块解法

的运行时间。
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随机数据 针对 2 − d树 针对平面分块 理论复杂度

2 − d树 1.809s 4.125s 4.001s O(n log n + m
√

n)

定期重构 1.834s 2.028s 1.993s O(n + mn2/3)

平面分块 0.628s 1.734s 1.853s O(n + mn2/3)

不同数据下不同做法的运行时间（数据规模：n = m = 105）

根据表格可以发现在 n = m = 105的绝大多数情况下，平面分块算法都比 2− d树要优。

6.2 拓展性

6.2.1 拓展到 k维

拓展到 k维，三种解法都可行。

用 2− d树变成用 k− d树，而 k− d树就是在选择切分维度时从两维轮换变成 k维轮换，

维护方法和时间复杂度分析差不多，时间复杂度为 O(n log n + mn1−1/k)。

定期重构就是每 n1/(k+1)操作重构一次，维护方法和时间复杂度分析与二维差不多，时

间复杂度为 O(n + mn1−1/(k+1))。

平面分块就变成 k维空间分块，就是每一位都分成 n1/(k+1)块，维护方法和时间复杂度

分析与二维差不多，时间复杂度为 O(n + mn1−1/(k+1))。

由于 k − d树的大常数，在 k维问题上应该还是 k维空间分块算法实际时间上优秀。

6.2.2 强制在线

2 − d树和平面分块解法都可行，定期重构就无法解决强制在线的一类问题。

在第七节介绍了该问题的强制在线动态加点的版本，2 − d树和平面分块都可以解决该

版本的问题，并且主要复杂度没有变化。

6.2.3 矩形最值操作

问题描述如下：

二维平面上有 n个点，第 i个点是 (i, pi)，初始权值是 wi，其中 p是一个大小为 n的排

列。

一共要进行 m次操作，操作有以下两种：

1 l r d u x表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值与 x取 max。

2 l r d u表示询问左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值和对 264取模。
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2 − d树做法：由于 2 − d树的形态与线段树差不多，所以可以使用参考文献 [2]中的方
法，时间复杂度 O(n log n + m

√
n)。

定期重构做法：

• 重构后每个块内的点需要按照权值大小排序，要维护每个块的最小值，最小值的个数
和非最小值总和。

• 每次矩形最值时，对于每个涉及到的块，修改其的最小值，当操作的 x大于等于该块

的严格次小值时，该块的最小值个数和非最小值总和就会改变，因为块内的点已经按

权值排好序了，所以可以每个块用个指针指向严格次小值的位置，每次修改就判断是

否要移动该指针。指针只会朝一个方向移动，每个块的变化量最多为块内点数，那么

变化总量最多为 n。

• 询问矩形和就直接枚举被包含的块求和即可。

其中排序部分可以使用以下方法：

• 使用快排，那么时间复杂度为 O(n + m(n log n)2/3)。

• 由于总共最多只有 n+m不同的值，可以一开始离散，然后排序时就可以使用多关键

字桶排，时间复杂度是 O(n + m(n logn(n + m))2/3)。

• 直接使用多关键字桶排，时间复杂度是 O(n + m(n logn maxw)2/3)。

平面分块做法：每块维护的东西都与定期重构做法一样，所以只用考虑不被修改矩形

完整包含的块。

对于这种块只用考虑一次修改的影响对于权值顺序的影响，因为其他的东西都可以在

块内点数常数倍时间内解决。由于修改只是取 max，所以可以将被修改的点在权值顺序去

掉，然后再加入进去，这样可以在块内点数常数倍时间内解决。

每次修改不完整的块总共能变化量只会多出O(n2/3)，所以时间复杂度不变，仍是O(n+

mn2/3)。

6.2.4 矩形最值 +矩形加

问题描述如下：

二维平面上有 n个点，第 i个点是 (i, pi)，初始权值是 wi，其中 p是一个大小为 n的排

列。

一共要进行 m次操作，操作有以下三种：

1 l r d u x表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值与 x取 max。

2 l r d u x表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值加上 x。
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3 l r d u表示询问左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值和对 264取模。

2 − d树做法：由于 2 − d树的形态与线段树差不多，所以可以使用参考文献 [2]中的方
法，时间复杂度 O(n log n + m

√
n log n)，但是根据参考文献 [2]中所述暂时无法构造能够达

到该复杂度的数据。

定期重构做法：同 6.2.3中所述，不过由于多了矩形加，所以排列只能用多关键字桶排，
时间复杂度 O(n + m(n logn maxw)2/3)。

平面分块做法：同 6.2.3中所述，不过需要多处理矩形加时不被完整包含的块，由于本
身每个块都维护了该块内点的权值顺序，每次矩形加就将被修改的点按权值顺序提出来，那

么两个有序的序列就能直接归并起来就能得到矩形加后的权值顺序序列。

时间复杂度不变，仍是 O(n + mn2/3)。

7 经典问题 2
比经典问题 1多了动态加点操作以及强制在线。

7.1 问题描述

一共要进行 n次加点和 n次操作，第 i次操作在第 i次加点后，强制在线。

操作有以下两种：

1 l r d u k b表示将在左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值乘 k加 b。

2 l r d u表示询问左下角是 (l, d)右上角是 (r, u)这个矩形内的点的权值和。

1 ≤ n ≤ 105

7.2 2 − d树 +二进制分组

由于多了强制在线，就不能够直接预先建好 2 − d树，此时考虑使用二进制分组。

我们将一个数拆分成 2的次幂从大到小的形式。示例：

21 = 16 + 4 + 1

22 = 16 + 4 + 2

23 = 16 + 4 + 2 + 1

24 = 16 + 8

我们不妨用上述拆分方法对于加点操作分组，比如说，对于前 21个加的点，我们会将前
16个点分为第一组，第 17∼20的点分为第二组，第 21个点单独作为第 3组。我们对于每组
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都使用 2 − d树来维护。显然只会分出最多 O(log n)组，修改和询问就直接对于每一组都做

一遍，而最坏情况下是每一个 2的次幂都有，此时时间复杂度为O(
∑⌊log2 n⌋

i=0 O(
√
2i) = O(

√
n)。

而多加一个点时怎么做呢？事实上，我们只用考虑增加一个点之后原来的分组与新的

分组的区别，而显然是一些分组和新加入的点合并成了一个新的分组。那么我们只需要将

那一些不存在了的分组下传 2 − d树上的标记，得到每个点当前真实的权值，然后将这些点

和新的的点再建出一棵 2 − d树。

我们来分析一下时间复杂度。我们考虑我们重建的所有组的元素总数。可以发现，当

加入第 i个点时，重建的元素个数是 lowbit(i)，也就是 i的二进制表示下最右侧的 1所代表

的权值3。

可以推出重建需要的时间为：

n∑
i=1

O(lowbit(i) log lowbit(i))

=

⌊log2 n⌋∑
i=0

⌊ n
2i+1 + 0.5

⌋
× O(2i × i)

=

⌊log2 n⌋∑
i=0

O(n × i) = O(n log2 n)

最后总的时间复杂度为 O(n log2 n + n
√

n)。

7.3 平面分块

由于多了强制在线和动态加点，不能够直接将平面切分好，所以考虑动态维护平面的

切分。

我们考虑每一次加入一个点，就是在两维坐标各加入当前点的坐标的两维，然后才能

将这个点加入到其对应的整块中。那么两维各维护一个块状链表，每次将一个点加入到对

应的块上，如果当前块的大小等于阈值，那么将这个块均匀分裂成两半，对应的将平面上的

整块分裂成两块。

如果我们将阈值设为 O(n2/3)，那么只会发生 O(n1/3)次分裂，每次分裂操作只会涉及

该块内 O(n2/3)个点以及 O(n1/3)个平面上整块，所以分裂的总复杂度是 O(n)。而修改与查

询操作与沿用第五节的做法即可。

总时间复杂度为 O(n5/3)。

7.4 算法小结

即使是在强制在线 +动态加点的问题上，平面分块算法依旧比使用 2−d树时间上优秀。

3示例：24 = (11000)2,所以 lowbit(24) = (1000)2 = 8
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8 总结

本文围绕一个维护二维点的经典问题，分析三种不同的解法：2 − d树、定期重构、平

面分块，比较了它们的理论时间复杂度和在试验中运行时间。

2 − d树虽然是一种常见的数据结构，但是因为其极大的常数为人诟病。而平面分块算

法能够在维护二维点集上优于 2 − d树，即使理论复杂度更大，但因为常数更小也不失为一

种好的做法。希望对读者有所帮助。
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浅谈超现实数与不平等博弈

马耀华

摘 要

本文介绍了超现实数与不平等博弈的相关理论，建立了博弈的数学模型，并引入公平

博弈理论、热博弈理论、全部小博弈理论，同时介绍了相关理论在一些具体题目上的应用。

1 前言

公平博弈理论在目前的 OI界已经非常普及，也出现了大量的题目。而近年来，更一般
化的不平等博弈理论也越发受到OI界重视，在清华集训和若干国外比赛出现了相关的题目，
甚至还由杜瑜皓学长在WC进行了分享。然而，由于种种原因，相关的基础理论在 OI界还
不够普及。本文力求从基础理论方面普及不平等博弈理论，希望能激发选手们对相关内容

研究的热情。

本文第 2节介绍了超现实数和博弈的定义，以及超现实数的一些基本性质；第 3节介绍

了博弈的一些基本性质；第 4节介绍了公平博弈理论以及其在一般博弈理论中的推广；第 5

节介绍了热博弈；第 6节介绍了全部小博弈。

2 超现实数与博弈

2.1 超现实数定义

我们先来定义超现实数。为了方便，在本文中，我们提到的“数”默认指超现实数。

定义 2.1. 令 L,R为两个任意的数集合，且 L中不存在 ≥ R中某个元素的元素，则 {L|R}
也是一个数。

所有的数都是由上面的构造得到的。

定义 2.2. 我们用 xL 指代一个数 x = {L|R} 的 L 中任意元素，用 xR 指代 R 中任意元

素。此外，我们还经常使用另一个记号 x = {a, b, c, . . . |d, e, f , . . .}，这里 L = {a, b, c, . . .},R =
{d, e, f , . . .}。
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上述定义中，我们使用了 ≥，但事实上我们还没有定义 ≥。

定义 2.3.

1. x ≥ y当且仅当不存在 xR ≤ y且不存在 x ≤ yL。

2. x ≤ y当且仅当 y ≥ x。

这里的 ≥,≤都是递归定义。

定义 2.4.

1. x = y当且仅当 x ≥ y且 y ≥ x。

2. x > y当且仅当 x ≥ y且 y � x。

3. x < y当且仅当 y < x。

这样定义了超现实数的大小关系。

定义 2.5.

1. x + y = {xL + y, x + yL|xR + y, x + yR}。

2. −x = {−xR| − xL}。

3. x − y = x + (−y)。

4. xy = {xLy + xyL − xLyL, xRy + xyR − xRyR|xLy + xyR − xLyR, xRy + xyL − xRyL}。

这样就定义了超现实数的加减法，加法逆元，乘法。

2.2 数的实例

上述定义都是递归定义，而一开始我们没有任何数。

不过，我们可以取 L = R = ∅，这样我们得到了一个数 {|}，我们称它为 0。容易验证，我

们有 0 ≥ 0, 0 ≤ 0, 0 = 0，以及 0 ≯ 0, 0 ≮ 0,−0 = 0。

在图 1的二叉树中，0位于第 1层。

接着，我们可以取 L = 0,R = ∅，这样我们得到了一个数 {0|}，我们称它为 1。容易验证，

我们有 1 ≥ 0和 1 > 0，但没有 0 ≥ 1和 0 > 1。我们还可以得到 −1 = {| − 0} = {|0}。同样容易
验证，0 + 1 = 1 + 0 = 1, 0 + (−1) = (−1) + 0 = −1。

我们还期望有 1 + (−1) = 0，这满足我们通常意义下的运算性质，那这是否成立呢？显

然，有 1 + (−1) = {0 + (−1)|1 + 0} = {−1|1}，看起来并不是 0。但 1 � 0, 0 � −1，于是我们有
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{−1|1} ≥ 0且 0 ≥ {−1|1}，这样，按我们的定义，确实有 {−1|1} = 0！这里出现了超现实数与

实数的最大区别：两个形式不同的数，它们的值可能是相等的。

以上的数在二叉树中位于第 2层。

接着，我们可以取 L = 0,R = 1，构造出 1
2 = {0|1};取 L = −1,R = 0，构造出 − 1

2 = {−1|0};
取 L = 1,R = ∅，构造出 2 = {1|}；取 L = ∅,R = −1，构造出 −2 = {| − 1}。同样可以验证，这
些数满足我们期望的通常意义下的一切性质。

以上的数在二叉树中位于第 3层。

进一步，二叉树的有限层中包含了所有形如 p
2q 的有理数（p, q是整数）。

那么 1
3 呢？我们可以类似实数定义的 Dedekind分割，用 p

2q 的无穷序列来逼近
1
3，从而

得到 1
3 = {0,

1
4 ,

5
16 ,

21
64 , . . . |

1
2 ,

3
8 ,

11
32 ,

43
128 , . . .}。类似地，我们可以构造出所有实数。

我们甚至能得到无穷大 ω = {0, 1, 2, . . . |}和无穷小 1
ω
，不过与本文主旨无关，下面不会

讨论。

图 1: 超现实数的二叉树

2.3 博弈定义

类似地，我们可以定义博弈。1

定义 2.6. 令 L,R为两个任意的博弈集合，则 {L|R}也是一个博弈。
所有的博弈都是由上面的构造得到的。

1本文中“博弈”的定义与通常中文语境中不同，具体见下。
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可以发现，博弈与超现实数的定义区别仅是我们去掉了“L中不存在 ≥ R中某个元素

的元素”这一限制。于是我们可以使用使用与超现实数相同的符号来描述博弈，同样定义

博弈的大小关系，加法，加法逆元，乘法等。

两个博弈G和 H若满足G = H，我们只称它们值相等，而它们形式相等需要 L和 R中

每个元素能对应。

我们可以将超现实数看作一种特殊博弈，称一个博弈 G 的值是数，若存在超现实数 x

使 G = x。

值得注意的是，这里我们所描述的博弈，仅仅是一个形式符号，还没有组合意义。我们

将在下一节中详细分析它的组合意义。

2.4 基本性质

刚刚我们的例子中，隐含使用了实数的记号，那我们自然希望超现实数保持实数的性

质。下面我们指出一些超现实数的性质，而其中的大部分性质是博弈同样具有的。

定理 2.1. 对一切数和博弈 x，有：

1. x � xR。

2. xL � x。

3. x ≥ x。

4. x ≤ x。

5. x = x。

定理 2.2.

1. 若数或博弈 x满足 x ≥ y且 y ≥ z，则 x ≥ z。

2. 对于数 x，有 xL < x < xR。

3. 对于任意两个数 x, y，有 x ≥ y或 y ≥ x中至少一者成立。

(1)告诉我们，对数和博弈来说，≥关系具有传递性，结合前面的 x ≥ x（反身性），以

及 x ≥ y且 y ≥ x则有 x = y（反对称性），可知 ≥关系是一个偏序关系。
进一步，(3)告诉了我们对超现实数来说，≥是一个全序关系。于是，超现实数是有序

的。

定理 2.3. 对一切数和博弈 x, y, z，有：
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1. x + 0 = x。

2. x + y = y + x。

3. (x + y) + z = x + (y + z)。

也即，加法具有交换律，结合律，且 0是加法单位元。

定理 2.4. 对一切数和博弈 x, y, z，有：

1. x ≥ y当且仅当 x + z ≥ y + z。

2. x > y当且仅当 x + z > y + z。

3. x = y当且仅当 x + z = y + z。

也即，加法是保序的。

定理 2.5. 对一切数和博弈 x, y，有：

1. −(x + y) = (−x) + (−y)。

2. −(−x) = x。

3. x + (−x) = 0。

定理 2.6.

1. 若 x, y是数，x + y也是数。

2. 若 x是数，−x也是数。

也即，超现实数关于加法和加法逆元运算是封闭的。

定理 2.7. 对一切数和博弈 x, y, z，有:

1. x0 = 0。

2. x1 = x。

3. xy = yx。

4. (xy)z = x(yz)。

5. (−x)y = x(−y) = −(xy)。

6. (x + y)z = xz + yz。
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也即，0是乘法零因子，1是乘法单位元，且乘法满足交换律，结合律，与加法逆元交换，且

满足关于加法的分配律。

定理 2.8. 对于数 x, y，我们有 xy也是数，且：

1. 若 x = y，z是数，则 xz = yz。

2. 若 x, y > 0，则 xy > 0。

3. 若 x , 0，则存在唯一的数 y , 0，使 xy = 1，记 y = x−1 为 x的乘法逆元。

限于篇幅，上述定理证明略去。

结合上述所有定理，我们事实上得到了下述定理：

定理 2.9. 超现实数形成一个有序域，记作超现实数域 No。

进一步地，我们还可以证明下面的定理：

定理 2.10. 实数域 R是超现实数域 No的子域。也即，我们可以任意对值是实数的超现
实数（或博弈）进行我们熟悉的实数运算，而不必担心得到相异结果。

2.5 简单性法则

定理 2.11. 对于数 x = {xL|xR}，若存在数 z使得满足 xL � z � xR 的限制，且对某个 z的

形式 z = {zL|zR}不存在 zL 和 zR 满足相同限制，则 x = z。

证明. 先证明 x ≥ z。这等价于 xR � z与 x � zL。前者是显然满足的，而后者由于 zL 不满足

相同限制，且 zL < z，于是必有 xL ≥ zL，因此同样满足。同理可证 z ≥ x，那么就有 x = z。 �

这引出了下面的重要推论：

推论 2.1. （简单性法则）对于一个数 x = {xL|xR}，若存在至少一个数 z满足 xL < z < xR，

则其中最简单的数即为 x的值。这里的“最简单”可以理解为在二叉树中所在层数最低的

（显然是唯一的）。

例如，{1 1
4 |2} = 1 1

2。这是由于 1 1
2 ∈ (1 1

4 , 2)，且 1 1
2 比同样满足在 (1 1

4 , 2)之间的其他所有

数（例如 1 3
4）更简单。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 6



浅谈超现实数与不平等博弈 马耀华

3 博弈基础

3.1 博弈的组合意义

在上一节中，我们定义了博弈，但仅仅是作为一个计算符号来使用。事实上，博弈是有

着组合意义的。

定义 3.1. 一个（双人）博弈有两位玩家，分别为左玩家和右玩家。在博弈的某一状态
中，左右玩家分别有若干个（可能为 0个）可能的行动，可以转移到另一状态。两位玩家在

某个固定的初始状态开始，按最优策略交替行动，了解一切游戏信息，且行动必须是确定性

的。达到终止状态，不能行动的则为输家。

这个定义事实上与我们上一节的定义是相同的。也即，对于一个博弈 x = {L|R}，我们
认为 L是左方行动后所达到的状态集合，R是右方行动后所达到的状态集合。于是，我们所

定义的博弈的运算和大小关系，以及一切相关性质仍然成立。

特别需要指出的是，上节中我们定义了两个博弈的加法，这也是有组合意义的。

定义 3.2. 给定两个博弈 G和 H，我们定义它们的和博弈 G + H是这样一个博弈：有两

个子博弈 G和 H，两位玩家每次只能恰好在其中一个行动，不能行动的则为输家。

显然，这与我们定义的博弈的加法是相同的，同样有G+H = {GL+H,G+HL|GR+H,G+

HR}。

在本文中，我们只讨论最简单的有限博弈，也即有下面的额外限制：

定义 3.3. 一个有限博弈是满足下述限制的博弈：仅有有限多个状态，每个状态能转移
到的状态有限，且不存在一个长度无穷的双方交替行动的序列。

两个有限博弈的和仍是有限博弈。

可以证明，一个有限博弈不可能出现平局，且博弈结果只可能是以下四种之一：

1. 左方必胜

2. 右方必胜

3. 后手必胜

4. 先手必胜

下文中，我们所指的博弈，默认均指有限博弈。

此前我们定义的博弈大小关系比较复杂，不过我们可以得到下面的等价定义，这在实

践中更加简便：

定理 3.1. 对博弈 G，有：
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1. G左方必胜当且仅当 G > 0。

2. G右方必胜当且仅当 G < 0。

3. G后手必胜当且仅当 G = 0。

4. 其余情况 G先手必胜，记作 G || 0。

这蕴含 G左方后手必胜当且仅当 G ≥ 0，且 G右方后手必胜当且仅当 G ≤ 0。

证明. 考虑归纳。
G > 0当且仅当存在 GL ≥ 0且任意 GR � 0。由归纳假设，这当且仅当左方先手行动后

左方必胜，右方先手行动后左方也必胜，即左方必胜。

G < 0同理。

G = 0当且仅当任意GL � 0，任意GR � 0。由归纳假设，这当且仅当左方先手行动后右

方必胜，右方先手行动后左方必胜，即后手必胜。 �

定义 3.4.

1. G ||> 0当且仅当 G > 0或 G || 0，也即 G左方先手必胜。G ||> 0当且仅当 G � 0。

2. G <|| 0当且仅当 G < 0或 G || 0，也即 G右方先手必胜。G <|| 0当且仅当 G � 0。

结合定理 2.4和定理 3.1，易得以下推论：

推论 3.1. 对于任意博弈 G和 H，有：

1. G + (−H)左方必胜当且仅当 G > H。

2. G + (−H)右方必胜当且仅当 G < H。

3. G + (−H)后手必胜当且仅当 G = H。

4. G + (−H)先手必胜当且仅当 G || H。

类似可得 G ≥ H，G ≤ H，G ||> H，G <|| H等的等价定义。

这在实践中非常方便，下文我们都会采取这种方式验证博弈的大小关系。
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(a) 蓝链和红链 (b) 蓝红交错的链 (c) 复杂局势

图 2: Hackenbush局势示例

3.2 博弈的实例

我们介绍一个比较知名的博弈：Hackenbush（伐木游戏）。
Hackenbush是在一个无向图上的游戏，其中某些点在地面上。边分为三类：蓝边，红

边和绿边，其中蓝边只能由左方删去，红边只能由右方删去，绿边可以由双方删去。每次行

动时，当前玩家需要删去一条他可删去的边，并将删去这条边后与地面不连通的连通块一

并删去，不能行动的玩家判负。

图 2给出了几个典型的 Hackenbush局势：
图 2(a)中，由 n条蓝边组成的链博弈值为 n，由 n条红边组成的链博弈值为 −n。图 2(b)

中，左边底部一条蓝边，向上一条红边的链按定义博弈值为 {0|1} = 1
2，类似可知道右边的链

博弈值为 {0| 12 , 1} =
1
4。图 2(c)中给出了一个三种边混杂的复杂 Hackenbush局势。

3.3 模糊博弈

我们称满足 G || 0的博弈为模糊博弈。

定理 3.2.

1. 若 G ||> 0，H ≥ 0，则 G + H ||> 0。

2. 若 G <|| 0，H ≤ 0，则 G + H <|| 0。

证明.

1. G ||> 0意味着G左方先手必胜，H ≥ 0意味着 H左方后手必胜。那么在G+H中，左

方先手时只需在 G 中走对应的必胜走法，随后得到两个左方后手必胜的博弈，且左

方为后手，显然左方必胜。

2. 与 (1)同理。
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�

一个典型的模糊博弈是仅有一条绿边的 Hackenbush，显然不论哪方砍去它后，得到了
一个 0状态，立刻获胜。我们称这样的博弈为 ∗ = {0|0}。∗具有一些显然的性质，例如 ∗ = −∗，
{∗|∗} = 0，且对于任意的正数 x，有 x >> ∗,−x << ∗，也即它的值非常接近于 0。

为了方便，我们引入一个记号，在不致混淆的情况下，对于任意的博弈 x，x∗ = x + ∗。
我们另外定义 ↑= {0|∗}以及 ↓= {∗|0}，显然 ↑= − ↓。容易验证，↑> 0, ↓< 0，但对于任意

的正数 x，有 x >>↑,−x <<↓，也即它们的值非常接近于 0。同样可以验证，↑ ∗ || 0, ↓ ∗ || 0，
这意味着 ∗ ||↑, ∗ ||↓。

我们自然会尝试研究一类最“简单”的博弈，也即 |L| = |R| = 1, L,R ∈ {0, ∗, ↑, ↓}。上面
我们已经列举了一些，另外我们还容易验证 {↓ | ↑}, {∗| ↑}, {↓ |∗}均是后手必胜的博弈，于是
它们的值都为 0。剩余的一些博弈更加复杂，我们留待下一小节讨论。

3.4 博弈的化简

我们前面说过，有很多形式不同的博弈具有相等的值。一个自然的想法是，给定一个

复杂的博弈，我们希望能找到与它值相等的最简单博弈，这样在绝大部分情况下，我们都可

以用这个值相等的简单博弈来替换它。

定理 3.3.

1.（优超）若G = {A, B, . . . |C,D, . . .}，则若 B ≤ A（称为 B被 A优超），则G = {A, . . . |C,D, . . .}，
类似地，若 D ≥ C，则 G = {A, B, . . . |C, . . .}。也即，我们可以删去被优超的行动而不
改变值。

2.（逆转）若 G = {A, B, . . . |C,D, . . .}，其中存在某个 AR ≤ G（称 A 为可被逆转行动），

ARL = {α, β, . . .}，则 G = {α, β, B, . . . |C,D, . . .}，类似地，若存在某个 CL ≥ G，CLR =

{α, β, . . .}，则 G = {A, B, . . . |α, β,D, . . .}。也即，我们可以删去被逆转的行动，并用走
两步后的状态替换而不改变值。

3.（礼品马原理）若 G = {A, B, . . . |C,D, . . .}，则若 H <|| G（称 H 为“礼品马”），则

G = {H, A, B, . . . |C,D, . . .}，类似地，若 H ||> G，则 G = {A, B, . . . |H,C,D, . . .}。也即，
我们可以添上或删去“礼品马”作为行动而不改变值。

证明.

1. 考虑 {A, B, . . . |C,D, . . .} − {A, . . . |C,D, . . .} = {A, B, . . . |C,D, . . .} + {−C,−D, . . . | − A, . . .}。
对于后手来说，先手大部分的行动都可以用对应的逆行动来抵消进而获胜。值得注意

的是左方先手，且在 G 中选择 B，但由于 B ≤ A，此时右方后手选择 −A即可获胜。

于是上述差博弈 = 0，也即两个博弈值相等。
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2. 考虑 {A, B, . . . |C,D, . . .} − {α, β, B, . . . |C,D, . . .} = {A, B, . . . |C,D, . . .} + {−C,−D, . . . | −
α,−β,−B, . . .}。对于后手来说，先手大部分的行动都可以用对应的逆行动来抵消进而
获胜。值得注意的是左方先手，且在 G中选择 A，此时右方选择走到对应的 AR ≤ G，

那么左方继续在 AR 中采取行动则右方可直接抵消进而获胜，于是左方只能在另一博

弈选择 −C,−D等，不妨设为选择 −C，由于 G −C <|| 0，且 AR ≤ G，则 AR −C <|| 0，
于是此时右方先手必胜；右方先手，且在第二个博弈中选择 α, β等，不妨设为选择 α，

由于 AR − α ||> 0，且 AR ≤ G，则G − α ||> 0，于是此时左方先手必胜。于是上述差博

弈 = 0，也即两个博弈值相等。

3. 考虑 {A, B, . . . |C,D, . . .} − {H, A, B, . . . |C,D, . . .} = {A, B, . . . |C,D, . . .} + {−C,−D, . . . | −
H,−A,−B, . . .}。对于后手来说，先手大部分的行动都可以用对应的逆行动来抵消进而
获胜。值得注意的是右方先手，在第二个博弈中选择 −H，但由于 H <|| G，显然此时
左方先手必胜。于是上述差博弈 = 0，也即两个博弈值相等。

�

通过不断删去被优超的行动，以及删去被逆转的行动并用走两步后的状态替换，直到

不能继续进行这个操作为止，我们可以完成对一个博弈的化简，称得到的新博弈为原博弈

的最简形，显然最简形与原博弈值相等。

定理 3.4. 若两个博弈 G和 H均是自身最简形，且 G = H，则 G和 H形式相等。也即，

博弈的最简形是唯一的。

证明. G = H 意味着 G + (−H) = 0。考虑在博弈 G + (−H) 中，左方先手在 G 中选择某个

GL。此时右方后手必胜，他的行动要么是由 GL 走到某个 GLR，要么由 −H 走到某个 −HL。

前者意味着 GLR ≤ H = G，也即 GL 可被逆转，显然矛盾，于是一定有后者。而后者意味着

GL ≤ HL，由对称性，又有某个 GL′ 使 HL ≤ GL′，那么 GL ≤ GL′，由于没有被优超的选择，

一定有GL = HL = GL′，于是 HL是 H中与GL对应选择。也即GL和GR中每个行动都在 HL

和 HR 中有相应行动，由对称性知 HL 和 HR 中每个行动都在 GL 和 GR 中有相应行动，于是

G和 H形式相等。 �

对于博弈 ∗ = {0|0}，用礼品马原理，在两边分别添上 ↑|| ∗与 ↓|| ∗，我们可以得到 ∗ =
{0, ↑ |0} = {0|0, ↓} = {0, ↑ |0, ↓}。由于 0分别被 ↑与 ↓优超，我们有 {↑ | ↓} = {↑ |0} = {0| ↓} = ∗。

对于博弈 {0| ↑}，我们可以通过差博弈验证它等于 ⇑ ∗ = 2 ↑ +∗。那么用礼品马原理，在
左边添上 ↑|| 2 ↑ +∗，由于 0被 ↑优超，我们有 {↑ | ↑} = {0| ↑} =⇑ ∗。

再考虑博弈 ↑ ∗ =↑ +∗ = {∗, ↑ |0, ↑}。右边的 ↑被 0优超，可以删去，而左边的 (↑)R = ∗，
其中 ∗ <↑ ∗，于是可以被逆转，替换为 (∗)L = 0，那么就有 ↑ ∗ = {0, ∗|0}。

类似地，我们可以得到 {↓ | ↓} = {↓ |0} =⇓ ∗，↓ ∗ = {0|0, ∗}。
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L

R
0 ∗ ↑ ↓

0 ∗ = {0|0} ↑= {0|∗} ⇑ ∗ = {0| ↑} ∗ = {0|0}
∗ ↓= {∗|0} 0 = {|} 0 = {|} {∗| ↓}
↑ ∗ = {0|0} {↑ |∗} ⇑ ∗ = {0| ↑} ∗ = {0|0}
↓ ⇓ ∗ = {↓ |0} 0 = {|} 0 = {|} ⇓ ∗ = {↓ |0}

表 1: |L| = |R| = 1, L,R ∈ {0, ∗, ↑, ↓}的博弈的最简形

4 公平博弈与 Nimber

4.1 公平博弈定义

比起一般化的不平等博弈理论，公平博弈的理论更为大家熟知。

定义 4.1. 一个博弈 G是公平的，若在 G与 G的任意后继状态中，双方的行动集合（L

集合与 R集合）均完全相同。

显然，任意公平博弈中，双方的胜负情况只取决于先后手。也即，任意公平博弈 G只

有可能是后手必胜或先手必胜，即 G = 0或 G || 0。

定理 4.1. 任意公平博弈 G有 G +G = 0，即 G = −G。

证明. 在G +G中，后手可以采用模仿策略，若先手在某一侧行动，后手只需在另一侧作相

同行动即可获胜。 �

4.2 公平博弈实例

我们之前介绍的 Hackenbush中，若只有绿边，显然双方在任意后继状态的行动集合均
完全相同，于是是公平博弈。特别地，一条绿边对应的 Hackenbush，也即 ∗ = {0|0}是公平
博弈，因为双方后继状态都只有 0。

另一类知名的公平博弈是 Nim游戏：给定一堆或多堆石子，每次行动时玩家需要恰好
从某一堆中取走任意非零个石子，不能取（也即每堆都为空）的玩家判负。

4.3 Nimber

我们来分析一下单一堆的 Nim游戏：
若这堆没有石子，双方均不能行动，此时博弈值为 0。

若恰有 1个石子，则双方行动后都会变为没有石子的 0状态，于是此时博弈值 ∗ = {0|0}。
对于有 n > 1个石子的状态，双方行动后可以变为 0 ∼ n − 1个石子，那么如何描述它

们呢？
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定义 4.2. 对于 n > 1，定义 ∗n = {0, ∗, ∗2, . . . , ∗n−1|0, ∗, ∗2, . . . , ∗n−1}。也即，∗n为恰有 n个

石子的单堆 Nim游戏状态的博弈值。

显然 ∗n 是一个先手必胜态（先手可以直接行动到 0状态获胜），于是有 ∗n || 0，容易验
证 ∗n = −∗n,且对于任意的正数 x，有 x >> ∗n,−x << ∗n，也即它们的值非常接近于 0。

我们称 0, ∗, ∗2, . . . , ∗n, . . .为 Nimber。
我们发现，仅用 Nimber就可以描述任意公平博弈的值。

定理 4.2. 任意（有限）公平博弈的值一定是某个 Nimber∗n。

证明. 考虑归纳法。不妨设公平博弈 G能转移到的任意公平博弈的值均已证明是某个 Nim
ber，则有 G = {GS |GS } = {∗n1 , ∗n2 , ∗n3 , . . . |∗n1 , ∗n2 , ∗n3 , . . .}。令 mex(S ) 为有限非负整数集合

S 中最小没有出现的非负整数，由于 G 是有限博弈，能转移到的状态数目有限，故 n =

mex(n1, n2, n3, . . .)一定存在，记 n = S G(G)成为公平博弈G的 S G值，我们下面证明G = ∗n。

注意到按照 mex的定义，0 ∼ ∗n−1 均会出现在 GS 中，且 ∗n 不会出现在 GS 中，但可

能有某些 ∗m(m > n) 出现在 GS 中。我们直接验证 G + ∗n = 0，也即 G = ∗n。在公平博弈

G + ∗n = {0, . . . , ∗n−1, ∗m, . . . |∗0, . . . , ∗n−1, ∗m, . . .} + {0, . . . , ∗n−1|0, . . . , ∗n−1}中，先手大部分行动
都可以被后手用对应相同行动抵消而获胜，唯一值得讨论的是从 G 走到 ∗m，但由于 ∗m 后

继状态包含 ∗n，后手可以走到 ∗n 而获胜。 �

上述证明中，我们不仅证明了定理 4.2，事实上还给出了计算任意公平博弈G的值的算

法：只需计算出 S G(G)，则G = ∗S G(G)。而计算 S G(G)时，只需按定义递推，计算每个状态

后继状态 S G值的 mex即可。

4.4 公平博弈的和

对于单个的公平博弈，计算其值通常是容易的。我们更关心的是若干个公平博弈的和。显

然有限个公平博弈的和仍是公平博弈，按定理 4.2，若两个有限公平博弈的值分别是Nimber，
则它们的和的的值也是一个 Nimber，那么如何计算这个值呢？广为人知的 SpragueGrundy
定理给出了计算方法：

定理 4.3. （SpragueGrundy定理）值为 ∗n的公平博弈 G与值为 ∗m的公平博弈 H的和

G+H值为 ∗n⊕m。这里⊕是二进制按位异或运算。也即，两个Nimber∗n与 ∗m的和 ∗n+∗m = ∗n⊕m。

限于篇幅，上述定理证明略去。

4.5 综合运算

引入了 Nimber后，我们可以研究它们与数字，↑, ↓间的和博弈。由于 Nimber的和还是
Nimber，且 ↑= − ↓，我们只需要研究形如 a + ∗b + c ↑ (a ∈ R, b ∈ N, c ∈ Z)这样的博弈。
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对于 x > 0，我们已知 x >> ∗b, x >>↑,−x << ∗b,−x <<↓。于是若 a > 0，显然有

a + ∗b + c ↑> 0；若 a < 0，显然有 a + ∗b + c ↑< 0。若 b = 0或 c = 0时也容易讨论。我们下

面只讨论 a = 0, b, c , 0的非平凡情况。

我们已知 ↑ ∗ || 0, ↓ ∗ || 0，且 {↑ | ↑} =⇑ ∗ > 0, {↓ | ↓} =⇓ ∗ < 0。那么一般地，当 c > 1时

∗ + c ↑> 0；当 c < −1时 ∗ + c ↑< 0；当 −1 ≤ c ≤ 1时 ∗ + c ↑|| 0。
而在博弈 ↑ +∗n (n ≥ 2)中，左方先手可以将 ∗n变为 0而获胜，右方先手时，若在 ∗n中行

动后左方同样行动可获胜，而在 ↑中行动后变为 ∗+ ∗n = ∗n⊕1 || 0，于是左方仍然获胜。这样，
就有 ↑ + ∗n (n ≥ 2) > 0，同理有 ↓ + ∗n (n ≥ 2) < 0。进一步地，当 c > 0时 ∗n + c ↑> 0(n ≥ 2)；

当 c < 0时 ∗n + c ↑< 0(n ≥ 2)。

例题 1. 福若格斯2

有一种“跳青蛙”博弈：在一个 5格棋盘上，初始时左边两格各有一只向右的青蛙，右

边两格各有一只向左的青蛙，中间空出一格，左方只能操作向右的青蛙，右方只能操作向左

的青蛙。每次行动为让己方的某只青蛙向对应方向行动：若它前一格是唯一的空格，可以

直接走一格；若它前一格是一只不同朝向的青蛙，且再前一格是唯一空格，可以跳过那只

青蛙到达空格。显然，任意时刻某方要么有唯一的行动方式，要么不能行动。

有多次询问。每次给定一个大小为 m的博弈可重集合，其中每个博弈都是由初始状态

经过若干次行动后可得到的状态（但不保证是由双方交替行动所得），共有 23种不同状态。

可重集里的每个博弈都可出现也可不出现，你需要回答所有可能的情况的各自和博弈中，左

方必胜，右方必胜，后手必胜，先手必胜的各有多少种，答案对 998 244 353取模。

询问组数 T ≤ 100，每组询问 m ≤ 106，且每种不同状态出现次数大致相同。

我们用一个长度为 5的字符串表示一个博弈，从左到右每个字符表示该格状态，L表示

有一只向右青蛙，R表示有一只向左青蛙，_表示一个空格。由于博弈状态只有 23种，且

每种状态下每方最多只有一种行动，通过递推我们不难得到所有状态的博弈值：

从图中可看出，所有状态的博弈值只可能是 0,±1,± 1
2 , ∗, ↑, ↓。于是我们可以预见到若干

个博弈的和一定是 a + ∗b + c ↑形式。特别地，这里 a是 1
2 的整数倍，且 b只能是 0或 1。

由于不同类型博弈之间无关，只需分别对值是数的博弈计算出 a > 0, a = 0, a < 0的方

案数，对值是 ∗的博弈计算出 b = 0, b = 1的方案数，对值是 ↑与 ↓的博弈计算出 c > 1, c <

−1,−1 ≤ c ≤ 1的方案数，即可简单统计出答案。这些计算大部分是类似的，我们只讨论最

复杂的值是数的博弈的计数。我们可以将所有数 ×2后变为整数，方便计算。显然值为 0的

博弈不需要关注，而对于其它绝对值为 x的博弈，是否出现会让和的博弈值改变 x。那么容

易将问题转化为给定 p个 0/1变量与 q个 0/2变量，询问和 >, <,=某个给定常数 r的方案

数。这只需要枚举 q个 0/2变量中选了多少个 2，对 p个 0/1变量中选择 1的个数的方案数

做前缀和即可，每部分的系数都是一个组合数。

2来源：清华集训 2017
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图 3: 例题 1所有状态及对应博弈值

若预处理阶乘和阶乘逆，可 O(1)计算出组合数。因为 p + q ≤ m，故总时间复杂度为

O(Tm)。但由于不同状态出现次数大致相同，因此 p + q大约只有 8
23 m，实际运行效率很快。

5 热博弈

5.1 平移原理

定理 5.1. （平移原理）对于一个值不是数字的博弈 G = {GL|GR}与值是数字的博弈 x，

我们有 G + x = {GL + x|GR + x}。也即，给定若干个博弈，若其中还有值不是数字的，则每
位玩家的最佳走法都是在这些博弈中行动。

证明我们留待后文给出。

例题 2. もう、諦めない3

给定 n个矩形，第 i个大小为 wi × hi。现在有一个博弈，每次玩家可以选择一个矩形，

以及一个可以切的方向，均匀切成 n > 1份，要求切完后长宽仍是整数。对于第 i个矩形，

3来源：Atcoderいろはちゃんコンテスト，Day4，Problem J
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还会有参数 ai, bi ∈ {0, 1}。若 ai = 1，则第 i个矩形与它切出来的所有小矩形双方都可以在 w

这一维横着切，否则只有左方能横着切。若 bi = 1，则第 i个矩形与它切出来的所有小矩形

双方都可以在 h这一维竖着切，否则只有右方能竖着切。

现在给定 q个询问，第 i个询问为若仅留下第 l ∼ r个矩形，左方先手能否获胜。

n, q ≤ 105, 1 ≤ w, h ≤ 105。

首先显然需要算出每个矩形单独博弈时的博弈值。令 λ(n)为 n的可重质因子个数，λ∗(n)

为 n的可重奇质因子个数，下面对 a, b分类讨论。

若 a = b = 1，则这是一个公平博弈。注意到每次切割后的所有矩形都相同，因此出现

奇数个时相当于只有 1个，偶数个时直接变为 0。通过对 w和 h小时情况观察，我们可以猜

测并证明如下结论：

引理 5.1. 当，a = b = 1时，一个 w × h的矩形对应博弈值为：∗λ
∗(w)⊕λ∗(h), if w × h is odd

∗(λ∗(w)⊕λ∗(h))+1, if w × h is even

证明考虑归纳，只需注意到双方每次可以除去任意个数的奇质因子，且可能可以通过

除去一个偶质因子得到 0状态。这里略去具体证明。

若 a = b = 0，通过对 λ(w)和 λ(h)小时情况观察，我们可以猜测并证明如下结论：

引理 5.2. 令 w的可重质因子降序排列为 p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pλ(w)，h的可重质因子降序排

列为 q1 ≥ q2 ≥ . . . ≥ qλ(h)。则当 a = b = 0时，一个 w × h的矩形对应博弈值为：
∑λ(w)−λ(h)

i=1

∏i−1
j=1 p j, if λ(w) > λ(h)

−∑λ(h)−λ(w)
i=1

∏i−1
j=1 q j, if λ(w) < λ(h)

0, if λ(w) = λ(h)

证明考虑归纳，只需注意到双方每次选的 n若质因子数目 > 1一定不优，同时一定选

择最大质因子。这里略去具体证明。

若 a = 0, b = 1，我们同样可以观察和猜测下述结论：

引理 5.3. 令 w的可重质因子降序排列为 p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pλ(w)。则当 a = 0, b = 1时，一

个 w × h的矩形对应博弈值为 h · (∑λ(w)
i=1

∏i−1
j=1 p j) + ∗λ∗(h)+[2|h]。

证明. 考虑归纳。
当 h = 1时由引理 5.2易得。
当 h > 1时，令 f (w) =

∑λ(w)
i=1

∏i−1
j=1 p j，则 h个 w×1的矩形博弈值即为 h · f (w)。若先手在 h

这一维竖着切，根据归纳假设，行动后得到的博弈值一定形如 h f (w)+∗k。具体来说，若 n为偶

数，则 k = 0，否则 k = λ∗(h)−λ∗(n)。那么显然有右方先手行动后的博弈值集合 {h f (w), h f (w)+

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 16



浅谈超现实数与不平等博弈 马耀华

∗1, . . . , h f (w)+∗λ∗(h)+[2|h]−1}，这个集合中的博弈值也是左方能达到的。而若左方在 w这一维竖

着切，显然会发现得到的博弈值数字部分 < h f (w)，会被优超，可以不必考虑。那么最后的博

弈值就是 {h f (w), h f (w)+∗1, . . . , h f (w)+∗λ∗(h)+[2|h]−1|h f (w), h f (w)+∗1, . . . , h f (w)+∗λ∗(h)+[2|h]−1}，根
据平移原理，这就是 h f (w)+ {0, ∗1, . . . , ∗λ∗(h)+[2|h]−1|0, ∗1, . . . , ∗λ∗(h)+[2|h]−1} = h f (w)+∗λ∗(h)+[2|h]。 �

a = 1, b = 0的情况与 a = 0, b = 1类似。

这样，我们计算出了每个矩形的博弈值，发现都是 a+ ∗b的形式。那么一个区间的和博

弈值仍然是一个 a + ∗b 的形式，只需要预处理前缀和即可 O(1)查询。知道博弈值后，通过

它与 0的大小关系就容易知道胜负了。

时间复杂度为 O(n +max{w, h} + q)。

5.2 热博弈与转换

根据平移原理，给定若干个不是数的博弈 G1,G2, . . .与若干个是数的博弈 x1, x2, . . .，则

在和博弈G1+G2+. . .+x1+x2+. . .中，两位玩家都尽可能在G1,G2, . . .中行动而避开 x1, x2, . . .，

直到G1,G2, . . .等都变成确定的数。此时，我们的和博弈变成了若干个数之和，显然只需要

直接将数字加起来得到一个数字和，再根据数字和与 0的大小关系以及当前玩家就可以判

定胜负了。

这给了我们启发：每个不是数的博弈具有一定的热度，因此是热博弈，与之相对，是数

的博弈则是冷的。那么在一堆冷的和热的博弈的和中，直观来看，玩家通常会选择在较热

的博弈中行动。

热博弈通常是很复杂的，我们先研究其中最简单的一类：

定义 5.1. 称一个博弈 {x|y}为转换，若 x, y都是数且 x ≥ y。

特别地，当 x = y时，显然有 {x|y} = x∗；当 x = −y时，我们记 {x|y} = ±x。

根据平移原理，对于转换 {x|y}和数 z，我们有 {x|y} + z = {x + z|y + z}。类似地，我们有
{x|y} + ∗ = {x ∗ |y∗}(x ≥ y)和 {x ∗ |y} + ∗ = {x|y∗}(x > y)。

对于一个转换 {x|y}，令 u = 1
2 (x + y), v = 1

2 (x − y)，则有 {x|y} = u ± v。我们认为一个转换

的热度就是 v，显然，v越大转换就越热。那么对于若干个转换的和博弈 {x1|y1}+ {x2|y2}+ . . .，
由于平移原理，双方需要恰好在每个转换中行动一次，而为了获得优势，显然双方都会选择

当前剩余转换中热度最大的行动。这样，我们就有了一个简单的算法判定转换的和博弈的

胜负：直接按转换热度降序排列，则双方会依次选取最前面的。

5.3 停止值与模糊区间

为了研究更一般的热博弈，我们引入停止值的概念。
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定义 5.2. 对数 x，定义 L(x) = {{y|y < x}|{y|y ≥ x}},R(x) = {{y|y ≤ x}|{y|y > x}}。直观来看，
L(x)比 x小，但比任何比 x小的数大，R(x)比 x大，但比任何比 x大的数小。显然，对任意

数 x < y，有 L(x) < x < R(x) < L(y) < y < R(y)。

定义 5.3. 我们递归定义博弈 G的左方停止值 L(G)和右方停止值 R(G)如下：

对于博弈 G，令 L = maxGL R(GL)（不存在 GL 设为 −∞）,R = minGR L(GR)（不存在 GR

设为 +∞）。
若 G = x，其中 x是数，则令 L(G) = L(x),R(G) = R(x)。

否则，令 L(G) = L,R(G) = R。

显然，L(−G) = −R(G),R(−G) = −L(G)。

例如，∗ = {0|0}有 L(∗) = R(0),R(∗) = L(0)，↑= {0|∗}有 L(↑) = R(↑) = R(0)，↓= {∗|0}有
L(↓) = R(↓) = L(0)。

直观来看，对于通常博弈 G，L(G)和 R(G)就是博弈 G 中左方先手和右方先手的情况

下，双方轮流行动直到博弈值变成数时的值，而最终数的符号 L和 R则表明了此时下一次

行动的对象。

定理 5.2.

1. L < R当且仅当 G的值是数。

2. 若 L < R，则 G的值即为满足 L < x < R的数中最简单的那个。

3. 若 L ≥ R，则对数 x，x > L当且仅当 G < x，x < R当且仅当 G > x，R < x < L当且

仅当 x || G。

证明. 考虑归纳。
当 GL,GR 中至少一者不存在时，G的值显然是一个整数，容易验证定理成立。

当GL,GR均存在时，根据归纳假设，不论GL,GR值是否是数，都有 ∀GL <|| x当且仅当
x > R(GL) = L，且 ∀GR ||> x当且仅当 x < L(GR) = R。

若 L < R，则由于 x是满足 L < x < R的数 x中最简单的，于是对某个 x的形式 x = {xL|xR}
有 xL < L < x < R < xR。那么在差博弈 G − x中，左方先手走到某个 GL − x或右方先手走到

某个 GR − x都显然必败，且若左方先手走到 G − xR，右方走到 GR − xR，由于 xR > R于是

GR ≤ xR，右方必胜，同理右方先手走到 G − xL 左方也必胜。这样不论谁先手都有 G − x后

手必胜，也即 G = x。

若 L ≥ R，则在差博弈G − x中：若 x > L，右方先手走到GR − x可获胜，且左方先手走

到 GL − x显然必败，而走到 G − xR 右方可走到 GR − xR 获胜，于是右方必胜，也即 G < x；

同理若 x < R左方必胜，也即 G > x；而若 R < x < L，左方先手走到 GL − x与右方先手走

到 GR − x都必胜，也即 G || x。那么不论 x取值如何，均没有 G = x，也即 G的值不是数。

由上述讨论知，L < R当且仅当 G的值是数。 �
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由定理 5.2我们容易得到下述推论：

推论 5.1. 对于博弈 G,H和数 x，有：

1. 若 G ≥ H，则 L(G) ≥ L(H),R(G) ≥ R(H)。特别地，若 G = H，则 L(G) = L(H),R(G) =

R(H)。也即，博弈的左右停止值与形式无关，只与值有关。

2. L(x +G) = x + L(G),R(x +G) = x + R(G)。

3. L(x −G) = x − L(G),R(x −G) = x − R(G)。

现在我们可以给出平移原理的证明了：

证明.（平移原理）考虑博弈 G + x − {GL + x|GR + x}，对于后手来说，先手大部分的行动都
可以用对应的逆行动来抵消进而获胜。值得讨论的是左方先手从 x走到 xL 或右方先手从 x

走到 xR。对于前者来说，行动后得到的新博弈为 (G + xL) − {GL + x|GR + x}，若行动后左方
必胜，意味着新博弈 ≥ 0，即 G + xL ≥ {GL + x|GR + x}，于是 L(G + xL) ≥ L({GL + x|GR + x})，
但 L(G + xL) = L(G) + xL < R(GL) + x = R(GL + x) = L({GL + x|GR + x})，矛盾。同理后者右方
也无法获胜。

于是博弈 G + x − {GL + x|GR + x}后手必胜，即 G + x = {GL + x|GR + x}。 �

定理 5.2.2可以认为是数的简单性法则在一般值为数的博弈的自然推广，使用起来非常
方便。例如，对于博弈 G = {{2| − 1}|0}，我们只需要注意到 L(G) = L(−1),R(G) = L(0)，立刻

便可以知道 G = −1。

定理 5.2.3事实上描述了与值非数博弈 G 模糊的所有数 x的范围，我们记为 G 的模糊

区间：

定义 5.4. 值非数博弈G的模糊区间是 (L(G),R(G))，一个数 x || G当且仅当 x ∈ (L(G),R(G))。

5.4 平均值,冷却与热图

一般的热博弈十分复杂，但利用下面介绍的平均值，我们可以得到它们的一个比较好

的近似值。

定义 5.5. 我们递归定义一个博弈 G冷却 t ≥ 0度的值 Gt 如下：

Gt = {GL
t − t|GR

t + t}，但若存在某个最小的 t0使Gt0 无限接近于某个数 x（例如 x或 x∗），
我们便定义 G的平均值 m(G) = x，热度 t(G) = t0，且定义所有 t > t0 均有 Gt = x。

显然，数 x的平均值就是 x本身，且热度为 0。

显然，m(−G) = −m(G), t(−G) = t(G)。
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例如，G = {2| − 1}有：

Gt =


{2 − t| − 1 + t}, 0 ≤ t < 3

2

{2 − 3
2 | − 1 + 3

2 } =
1
2∗, t = 3

2

1
2 , t > 3

2

于是它的平均值为 1
2，热度为

3
2。

又例如，∗ = {0|0}, ↑= {0|∗}, ↓= {∗|0}的平均值和热度均为 0，而 G = {{2|1}|0}的平均值和
热度均为 3

4。

直接按定义计算平均值是麻烦的，不过由定理 5.2和平移原理，我们只需要知道 L(Gt)和

R(Gt)，并找出它们无限接近时最小的 t即可，而若我们知道了 maxGL R(GL
t)和 minGR L(GR

t)

（可以归纳证明都是关于 t 的分段线性函数），我们只需作一些平移。我们可以将 L(Gt) 与

R(Gt)的函数图像同时画在一个图中，从而得到博弈G的热图（为了方便，热图的坐标轴与

通常意义相反）。

图 4: 博弈 G = {{2|1}|0}热图

容易看出，博弈 G的热图左侧部分斜率一定是 1或∞，右侧部分斜率一定是 −1或∞，
最顶部一定是左右两侧交点处发起的一条竖直向上的射线，射线的横坐标就是 m(G)，而交

点纵坐标就是 t(G)。

通过冷却定义，对热图观察及归纳法，我们容易得到下述结论：

引理 5.4. 对博弈 G和数 x，有：

1. L(Gt)与 R(Gt)的值即为热图上对应纵坐标处两条函数图像横坐标，而它们的符号 L,R

满足下述法则：在斜的部分靠外，在直的部分靠内，而在边界点符号与稍靠下部分相

同。特别地，取 t = 0，由于斜率绝对值至少为 1，于是 L(G) < m(G)+ t(G)+ ϵ,R(G) >

m(G) − t(G) − ϵ，其中 ϵ 是任意小的正数字。
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2. 若 G ≥ x，则 Gt ≥ x。

3. (x +G)t = x +Gt。

4. (x −G)t = x −Gt。

5. (Gu)v = Gu+v。

作为推论，我们可以得到下述重要定理：

定理 5.3. 对任意博弈 G,H，均有 (G + H)t = Gt + Ht。特别地，取 t = ∞有 m(G + H) =

m(G) + m(H)。

证明. 当 G,H,G + H中至少有一者是数时，由引理 5.4.3和 5.4.4显然成立。
当 Gt,Ht, (G + H)t 均不是数时，显然有：

Gt + Ht = {GL
t + Ht − t,Gt + HL

t − t|GR
t + Ht + t,Gt + HR

t + t}

= {(G + H)L
t − t|(G + H)R

t + t}

= {(G + H)t
L|(G + H)t

R}

= (G + H)t

其它情况可以用引理 5.4.5转化为上述两种情况。 �

推论 5.2. 若 G ≥ H，则 Gt ≥ Ht。特别地，取 G = H 则有 Gt = Ht，于是 m(G) =

m(H), t(G) = t(H)。也即，博弈的平均值与热度与形式无关，只与值有关。

证明. G ≥ H有 G − H ≥ 0，于是 Gt − Ht = (G − H)t ≥ 0。 �

进一步地，我们还有下述推论：

推论 5.3. 对博弈 G和 ∀k ∈ N∗，有 (kG)t = kGt，于是 L(kG) < km(G) + t(G) + ϵ,R(kG) >

km(G) − t(G) − ϵ，故 km(G) − t(G) − ϵ < kG < km(G) + t(G) + ϵ。

也即，我们可以用 km(G)作为 kG的近似值，误差不会超过常数 t(G) + ϵ，这也解释了

“平均值”的名字由来。

6 全部小博弈

6.1 全部小博弈与顺序和

我们先定义全部小博弈：
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定义 6.1. 一个博弈是全部小的，若它的每个后继状态中，要么双方都不能行动，要么
双方都能行动。公平博弈是一种特殊的全部小博弈。

显然，有限个全部小博弈的和还是全部小的。

例如，博弈 0, ∗n, n ↑, n ↑ +∗都是全部小的。

定理 6.1. 对于全部小博弈 G和任意数 x > 0，有 −x < G < x。

证明. 只需证明G+ x > 0和G− x < 0。对于前者，在博弈G+ x中，左方只需不管 x在G中

行动，而右方在 x中的行动只会增大 x，同时由于 x是全部小的，左方不能在G中行动仅当

G = 0，此时显然有 G + x = x > 0，即左方必胜，于是前者成立。类似可知后者也成立。 �

直观来看，全部小博弈的值的“绝对值”非常小。

我们再定义顺序和：

定义 6.2. 两个博弈 G和 H的顺序和 G : H = {GL,G : HL|GR,G : HR}。也即，对 G的行

动会令 H消失，但对 H的行动不会改变 G。

显然，−(G : H) = (−G) : (−H)。

例如，顺序和 G : 0 = G，且 0 : H = {0 : HL|0 : HR}，于是可以归纳证明 0 : H = H。

定理 6.2. 对于博弈G,H,K，G : H与G : K大小关系同 H与 K大小关系相同。特别地，

若 H = K，则 G : H = G : K。

证明. 考虑博弈G : H −G : K。若左方在 H −K中某方先手时有必胜走法，则左方只需要按

这个走法走，直到右方选择在某一侧 G中行动。但左方此时显然只需在另一侧作相同行动，

即可得到 0状态而获胜。类似将左方换成右方也成立。 �

值得注意的是，若 G = H，G : K = H : K 未必成立。一个反例是 {−1|1} = 0，但

{−1 : 1} : 1 = 1
2 , 0 : 1。

直观来看，在顺序和 G : H中，H对局势影响远小于 G：

定理 6.3. （Norton引理）若 G与博弈 K的任何一个后继状态值均不相同，则G : H与

K 大小关系同 G与 K 大小关系相同。

证明. 考虑博弈 G : H − K。若左方在 G − K 中某方先手时有必胜走法，则左方只需要按

这个走法走，直到右方选择在 H 中行动。但由于左方在右方行动前的 G − K 中必胜，于是

G − K ≥ 0，但 G与 K 值不相同，于是 G − K > 0，则左方可以换成他先手必胜走法继续行

动从而最终获胜。类似将左方换成右方也成立。 �

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 22



浅谈超现实数与不平等博弈 马耀华

6.2 全部小博弈实例

一个典型的无穷小博弈是仅由绿边组成的一棵倒着的有根树形态的 Hackenbush。由于
一条绿边的博弈值为 ∗，于是一个这样的博弈G可以被写为 ∗ : H，其中H是G去掉最底部绿

边剩余部分。我们尝试求出G的博弈值，注意到H是若干棵有根树HackenbushH1,H2, . . . ,Hk

的和博弈，因此若递归计算出 H1 = ∗n1 ,H2 = ∗n2 , . . . ,Hk = ∗nk，我们可以求出 H 的值 ∗n =

∗n1⊕n2⊕...⊕nk，由定理 6.2，我们有 G = ∗ : H = ∗ : ∗n = ∗n+1。

另一类全部小博弈是一种被称为“花”，接地部分是一条由绿边组成的链，链顶端只有

蓝边或只有红边的 Hackenbush。若顶端只有蓝边，我们称为蓝花，若顶端只有红边，我们
称为红花。

6.3 原子量

全部小博弈的和博弈值通常没有简单表示，但若我们只关心它的胜负关系，下面介绍

的原子量理论可以提供帮助。

定义 6.3. 远星 I是一个 n足够大的 ∗n。这里的“足够大”的 n，可以认为是比涉及的

其它博弈后继状态中的任何 ∗k 的 k都要严格大的任意整数。

定义 6.4. 我们递归定义一个全部小博弈 G的原子量 G′′如下：

G′′ = {GL′′ − 2|GR′′ + 2}，除非如此定义得到的 G′′是一个整数，且 G > I或 G < I。对

于前者，我们令 G′′ 为 <|| GR′′ + 2的最大整数，对于后者，我们令 G′′ 为 ||> GL′′ − 2的最大

整数。

例如，0的原子量显然是 0；∗ = {0|0}的原子量为 {0 − 2|0 + 2} = 0，类似地，一切 ∗n 的

原子量均为 0；↑= {0|∗}的原子量直接计算是 {0 − 2|0 + 2} = 0，但由于 ↑> I，于是真实原子

量是 <|| 2的最大整数 1，类似地，n ↑ (n ∈ Z)的原子量为 n；⇑ ∗ = {0| ↑}的原子量直接计算
是 {0 − 2|1 + 2} = 0，但由于 ⇑ ∗ > I，于是真实原子量是 <|| 1 + 2的最大整数 2。

原子量未必是整数，甚至未必是数。例如，我们有 {⇑ | ⇓}的原子量是 {2− 2| − 2+ 2} = ∗。
关于原子量，我们有下述定理：

定理 6.4. 对于全部小博弈 G,H，有：

1. (−G)′′ = −(G′′)。

2. (G + H)′′ = G′′ + H′′。

3. G′′ ≥ 1当且仅当 G > I。

4. G′′ ≤ −1当且仅当 G < I。
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5. −1 <|| G′′ <|| 1当且仅当 G || I。

6. 若 G′′ ≥ 2，则 G > 0。

7. 若 G′′ ≤ −2，则 G < 0。

8. 若 G′′ ||> 0，则 G ||> 0。

9. 若 G′′ <|| 0，则 G <|| 0。

限于篇幅，上述定理证明略去。

我们最后给出一个原子量理论的应用实例。考虑 Hackenbush中的花，容易验证一朵蓝
花的原子量为 1，一朵红花的原子量为 −1，而一条由绿边组成的链的原子量则是 0。图 5(a)
中，我们有总和原子量 = 2，于是可以知道对应和博弈值 > 0，事实上不论哪方先手，左方

只需要在第一次行动中将红花的绿边砍去即容易获胜。图 5(b)中，我们有第一朵蓝花原子
量量 = 1，而后面是一条较长的由绿边组成的链（可被认为是 I），于是可以知道对应和博

弈值 > 0，事实上若左方先手，左方可以忽略蓝边而获胜，若右方先手，右方在忽略蓝边后

的博弈中唯一获胜手段是在I中行动，此时左方只需砍去蓝边，先后手便会交换从而获胜。

(a) 原子量 = 2 (b) 原子量 = 1且有 I

图 5: 花的和

7 总结

本文介绍了超现实数与不平等博弈的相关理论，通过引入超现实数，建立了较为严密

的博弈数学模型，在一定程度上给出了博弈问题的一些通用解法。

超现实数与不平等博弈的理论博大精深，本文仅起到抛砖引玉的作用。例如，本文仅

研究了有限博弈，没有涉及更一般的无限及带圈（平局）博弈的理论。希望本文能激发选手

们对相关理论研究的热情，也希望有更多利用超现实数与不平等博弈理论的有趣题目出现

在 OI中。
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浅谈线性代数与图论的关系

宁波市镇海中学 潘佳奇

摘 要

本文将围绕着与图相关的矩阵介绍一部分与其相关的结论，以及在 OI中常见的相关问
题。

1 前言与约定

作者在平时的练习中，积累了一些图和矩阵之间关系的结论，并且得到了一些推广。

本文主要围绕这些矩阵的组合意义以及其特征系统的性质展开。因为这两者在 OI中具
有很大的实用意义：最优化问题以及计数问题。

1.1 内容简介

在第二节中主要介绍 LGV引理的应用。LGV引理为有向无环图不交路径集合计数提
供了优美的方法，并且得到了特殊图最大流的应用。

在第三节中主要用 LGV引理推导出 Cauchy-Binet公式，并推导出矩阵树定理，同时得
到了图的拉普拉斯矩阵与图的 k-生成森林之间的联系。

在第四节中主要通过运用矩阵树定理的证明过程得到了内向树计数以及特殊拟阵求交

的方法。

在第五节中主要介绍邻接矩阵和拉普拉斯矩阵在图的积上的拓展，根据其特征值的变

化可以得到许多有意思的结论。

1.2 符号与约定

对于一张图 G = (V, E)，每条边 e ∈ E 有一个边权 ωe，其中所有的 ωe 都属于同一个交

换环（commutative ring 1）。为了方便描述，如无特殊说明，我们下面一致用实数域来讨论，

至于交换环上的拓展，证明过程基本相同。如果一张图无权，则 ωe = 1(e ∈ E)。我们通过

函数 V(G)得到图的点集，函数 E(G)得到图的边集。

1 https://en.wikipedia.org/wiki/Commutative_ring
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我们约定矩阵 A的子式 A[S ],[T ]为选取 A所有 ai, j(i ∈ S , j ∈ T )的元素得到的子矩阵。如

果 S = T，则称子式 A[S ],[T ]为 A的主子式 A[S ]。

我们记 n元置换的集合为 S n。N(σ)是置换 σ的逆序数。

对于两个序列 A, B，⊔表示两个序列的拼接，例如 [1, 2] ⊔ [4] = [1, 2, 4]。

对于一个矩阵M，其行列式记为 |M|。

2 LGV引理

2.1 引理介绍

这一节中出现的路径都是指有向路径 (directed path 2 )；
给定一张有向无环图 G，对于图上任意一条路径 P，定义 ω(P)为路径上所有边的边权

积。定义两顶点 u, v之间的权值 ω(u, v)，为 u, v之间所有路径 P权值 ω(P)的和，即 ω(u, v) =∑
P:u→v ω(P)。

当边权都为 1的时候，ω(u, v)的意义就变成了 u到 v路径的个数。

给定起点元组 S = (S 1, S 2, . . . , S n)和终点元组 T = (T1,T2, . . . , Tn)，其中 S 和 T 的元

素都属于顶点集合 V。

定义 2.1.1 (n-path). 称一个路径 n元组 P = (P1, P2, . . . , Pn)为 S ,T 的 n-路径 (n-path)，当且
仅当存在一个置换 π，∀1 ≤ i ≤ n，路径 Pi 的起点是 S i，终点是 Tπ(i)，即 Pi : S i → Tπ(i)。

显然对于一个 n-路径，上述的置换 π是唯一的。
类似地，我们定义一个 n-路径的权值 ω(P) =

∏n
i=1 ω(Pi)。

定义 2.1.2 (permutation of n-path). 定义 n-路径到置换的映射 σ(P)为，对于任意一个 n-路径
P，π = σ(P)为满足 ∀i，Pi 的终点是 Tπ(i)的置换。我们把 σ(P)称作 n-路径 P的置换。

定义 2.1.3 (non-intersecting n-path). 对于一个 n-路径，如果这个元组满足 ∀1 ≤ i < j ≤ n，路

径 Pi 和 P j 没有公共顶点，那么我们称这个 n-路径为不交的 (non-intersecting)。

定义 2.1.4 (entangled n-path). 对于一个 n-路径，如果它不是不交的，那么我们称这个 n-路径
为相交的 (entangled)。

引理 2.1.1 (Lindström–Gessel–Viennot).
对于图 G和起终点集合 S 和 T，记行列式

M =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω(S 1,T1) ω(S 1,T2) · · · ω(S 1,Tn)

ω(S 2,T1) ω(S 2,T2) · · · ω(S 2,Tn)
...

...
. . .

...

ω(S n,T1) ω(S n,T2) · · · ω(S n,Tn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 https://en.wikipedia.org/wiki/Path_(graph_theory)
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则

|M| =
∑
P is a

non-intersecting n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)

证明 2.1.1 (Lindström–Gessel–Viennot Lemma). 对于 S 中存在相同元素或者 T 中存在相同元

素，证明是平凡的：

对于左式，M将有至少两行或两列相同，此时行列式值为 0。对于右式，对于每一个

n-路径，都存在 i , j使得 Pi和 P j的起点相同，或终点相同，此时不存在不交的 n-路径，所
以右式值为 0。

所以接下来只讨论 S 中元素两两不同，且 T 中元素两两不同的情况。

|M| =
∑
π∈S n

(−1)N(π)
n∏

i=1

ω(S i,Tπ(i))

=
∑
π∈S n

(−1)N(π)
n∏

i=1

∑
P:S i→Tπ(i)

ω(P)

=
∑
π∈S n

(−1)N(π)
∑

P is an n-path with σ(P)=π

ω(P)

=


∑
P is a

non-intersecting
n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)

+

∑

P is an
entangled
n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)



令相交的 n-路径 P集合为 ζ，则我们构造一个函数 f (x) : ζ → ζ：
对于任意一个 n-路径 P ∈ ζ，设 π = σ(P)，我们取出字典序最小的二元组 (i, j)，满足

i < j并且 Pi, P j 有公共顶点。

令 Pi 经过顶点序列为 A = [α1, α2, . . . , αk]，P j 经过的顶点序列为 B = [β1, β2, . . . , βl]。

记 x = min{i|∃ j : αi = β j}，y = min{i|βi = αx}。
则通过交换尾部得到 P′i 的顶点序列 A′ = A[1 . . . x] ⊔ B[y + 1 . . . l]，P′j 的顶点序列 B′ =

B[1 . . . y] ⊔ A[x + 1 . . . k]。

则我们有 n-路径 P′ = (P1, . . . , Pi−1, P′i , Pi+1, . . . , P j−1, P′j, P j+1, . . . , Pn)，易得 π(P′) = π′ =

(π(1), . . . , π(i − 1), π( j), π(i + 1), . . . , π( j − 1), π(i), π( j + 1), . . . , π(n))，且 P′是相交的 n-路径，
即 P′ ∈ ζ。

我们令 f (x)为满足这样条件的函数：对于所有这样的 n-路径 P，都有 f (P)和按照上述

过程得到的 P′相等。

对于 A′, B′，相对于 A, B，只修改了 Ai(i > x)和 Bi(i > y)的元素，因此对于 P和 P′ 其

得到的二元组 (i, j)以及对应的 x，y不会变化。所以可以得到 f ( f (P)) = P，即 f 是一个对
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合函数（Involution 3）。

因为终点没有两个点相同，则上述 π′是 π作用了一个奇置换得到的，所以有

(−1)N(π′)+N(π) = −1

对于 ω(P′i)ω(P
′
j)，容易得到

ω(P′i)ω(P
′
j)

=

 x∏
i=1

Ai

l∏
i=y+1

Bi


 y∏

i=1

Bi

k∏
i=x+1

Ai


=

k∏
i=1

Ai

l∏
i=1

Bi

=ω(Pi)ω(P j)

所以有

ω(P′) = ω(P′i)ω(P
′
j)
∏
1≤i≤n
i,x,i,y

ω(Pi)

= ω(Pi)ω(P j)
∏
1≤i≤n
i,x,i,y

ω(Pi)

=
∏
1≤i≤n

ω(Pi) = ω(P)

因此有

2


∑

P is an
entangled
n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)


=
∑
P∈ζ

(−1)N(σ(P))ω(P) + (−1)N(σ( f (P))ω( f (P)))

=
∑
P∈ζ

((−1)N(σ(P)) + (−1)N(σ( f (P))))ω(P)

=0

由此得到

|M| =


∑
P is a

non-intersecting
n-path

(−1)N(σ(P))ω(P)

+ 0

□

3 https://en.wikipedia.org/wiki/Involution_(mathematics)
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2.2 LGV引理在网格图中的应用

在这里，我们特别地定义网格图是有向图。

定义 2.2.1 (square grid graph). 网格图 S (n,m) = (V, E)是一张有向图，其中 V = {(i, j)|1 ≤ i ≤
n, 1 ≤ j ≤ m}，E = {((i, j), (i+1, j))|1 ≤ i < n, 1 ≤ j ≤ m}∪{((i, j), (i, j+1))|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j < m}。

容易得到，从 u = (x, y)走到 v = (x′, y′)（x ≤ x′, y ≤ y′）的方案数 ω(u, v) = (x′−x+y′−y
x′−x )。

例题 2.2.1 (Intersection is not allowed! 4 ).
给出网格图 S (N,N)，给出 K个起点 (1, a1), (1, a2), . . . , (1, aK)和 K个终点 (N, b1), (N, b2)

, . . . , (N, bK)。

你要输出路径 K元组 P = (P1, P2, . . . , PK)的数量，满足 ∀1 ≤ i ≤ n，Pi的起点为 (1, ai)，

终点为 (1, bi)，且对于 i , j，Pi 和 P j 没有公共点。

答案对 109 + 7（一个质数）取模。

保证 1 ≤ N ≤ 105, 1 ≤ K ≤ 100，1 ≤ a1 < a2 < · · · < aK ≤ N，1 ≤ b1 < b2 < · · · < bK ≤ N。

对照我们上面的定义，这道题实际上需要求的是

|M| =
∑
P is a

non-intersecting n-path

ω(P)

我们考虑在这道题的限制下，不相交的 n-路径的性质：

性质 2.2.1. 对于任意一个不相交的 n-路径 P，都有 σ(P) = (1, 2, . . . ,K)。

证明 2.2.1. 假设我们存在 π = σ(P) , (1, 2, . . . ,K)的 n-路径 P，找出任意的 i, j满足 1 ≤ i <

j ≤ K ，使得 π(i) > π( j)。

此时有 ai < a j 且 bπ(i) > bπ( j)。

假设 Pi和 P j没有公共顶点。那么如果顶点 (x, y)是 P j经过的顶点，那么 (x, y)不可能

是 Pi 经过的顶点。

如果 (1, y)不可能是 Pi 经过的顶点，那么 (1, y + 1)不可能是 Pi 经过的顶点。

如果 (x, y), (x− 1, y+1)（x > 1)不可能是 Pi经过的顶点，那么 (x, y+1)不可能是 Pi经

过的顶点。

记 fx = min{k|vertex (x, k) is on P j}，那么 (x, fx)是 P j 经过的顶点。

由网格图的性质，对于 x > 1，有 fx ≥ fx−1，我们断言，对于 ∀x, y，满足 1 ≤ x ≤ N, fx ≤ y，

有 (x, y)不可能是 Pi 经过的顶点。

我们对下标的大小 x（1 ≤ x ≤ N）进行归纳。

我们已经得到了 x = 1时，(1, a j)不可能是 Pi经过的顶点，因而得到了 (1, j)（ j ≥ f1 =

a j）不可能是 Pi 经过的顶点，因此对于 x = 1成立。

4http://acm.hdu.edu.cn/showproblem.php?pid=5852
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假设我们已经归纳完了 x，对于 x′ = x + 1，我们已经得到 (x′, fx′)不可能是 Pi 经过的

顶点，由归纳得，对于 j ≥ fx′ ≥ fx，都有 (x, j)不可能是 Pi 经过的顶点，所以得到 (x′, j)

（ j ≥ fx′）不可能是 Pi 经过的顶点，因此对于 x′ = x + 1成立。

因为 bπ(i) > bπ( j) ≥ fN，(N, bπ(i))是 Pi不可能经过的顶点，与 Pi经过了 (N, bπ(i))的条件

矛盾，因此 Pi 和 P j 没有公共顶点的假设不成立。

所以 Pi 和 P j 一定有公共顶点，与任意两条路径不相交的条件矛盾，因此 π = σ(P) ,

(1, 2, . . . ,K)的假设不成立。

由此得到 ∀π = σ(P)，都有 π = (1, 2, . . . ,K)。

□

在这个性质下，(−1)N(σ(P))的值只可能是 1，所以我们只要通过构造行列式M，就能通
过预处理，在 O(n + K3)的时间复杂度下得到答案。

2.3 特殊有向无环图最大流

例题 2.3.1 (传播者5). 给定一个具有 n层的分层图，每一层有 k个顶点，第 i层向第 i + 1层

之间连了若干条有向边（1 ≤ i ≤ n − 1）。
设 S ,T 为两个点集，满足 S 中所有顶点在第 l层，T 中所有顶点在第 r层，且 l < r。

记 cut(S ,T )为 S 和 T 的最小点割——即至少要去掉多少个顶点 (及其关联的边)，才能
保证不存在一条从 s到 t的有向路径，其中 s ∈ S , t ∈ T，且 s, t均未被去掉。

现在给定这张分层图，有 q次操作，每次操作为改变一条边的存在状态或询问某两个

点集的最小点割。

保证 2 ≤ n ≤ 8192，1 ≤ k ≤ 24，1 ≤ q ≤ 8192，1 ≤ u, v ≤ K，1 ≤ l < r ≤ n。

我们先考虑没有修改边，且只有一次查询时的做法：

我们把 S 叫做源点集合，T 叫做汇点集合。由于有多个源点和汇点，实际上由于条件

是 S 和 T 里任意一对点连通，所以我们可以建立超级源点 S ′ 和超级汇点 T ′。只要将原图

的边集并上 {(S ′, s)|s ∈ S }和 {(t,T ′)|t ∈ T }，问题就变成了：
要求 S ′和 T ′不能被去掉，至少要去掉多少个顶点（及其关联的边），才能保证不存在

一条从 S 到 T 的有向路径。

把最小点割转换到我们熟悉的最小割 6。因为不能删边，我们把边的边权看做∞；因为
点删了就不能连通，我们把删点 u看做删去 u1和 u2之间边权为 1的边。

5Author: 虞皓翔同学
6为了展示 LGV引理在解决最大流问题的应用，选择将问题转化为最大流问题，而不是直接使用Menger’s theorem将最小点

割转换
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于是，对于图中的有向边 (u, v)，可以看做有向边 (u2, v1)且边权为∞，对于图中的顶点
u可以看做有向边 (u1, u2)且边权为 1。由Menger’s theorem 7，给定源汇点，一张图的最小

割和最大流相等。所以只要求出源点 S ′2到汇点 T ′1的最大流，即可得到原题的答案。

再考虑存在修改边，多次查询时的做法：

因为点数有 O(nk)，边数有 O(nk2)，跑 q次最大流的复杂度是无法接受的。

考虑在这个模型中最大流的意义，就是从源点到汇点选择若干条有向路径 P1, P2, . . . Pl，

使得对于 1 ≤ i < j ≤ l，Pi 和 P j 没有公共的权值为 1的边。

这和 n-路径的定义类似。实际上如果我们把所有权值为 1的边看做点，在此基础上计

算，这就将问题转化到了选择若干条点不相交的有向路径。在这道题中，具体地，如果对

于三条有向边 (u, v), (v,w), (w, r) 有公共点 v,w，且 (u, v) 权值为 1，那么就相当于有向边

((u, v), (w, r))。

此时可以开始运用 LGV引理。我们要求出源点出边的一个子集 S 和汇点入边的一个子

集 T，使得它们代表的点分别作为起点元组和终点元组时，存在至少一个不交的 n-路径。而根
据 LGV引理，我们可以用点对路径数来计算不交的 n-路径相关的值。但是由于有 (−1)N(σ(P))

项的干扰，我们计算出的行列式值可能是 0。为此，我们给每条边一个随机数，将点对路径

数改为路径权值和。这样子，只要存在至少一个 n-路径，行列式就有很大概率不为 0。具体

地，根据 Schwartz–Zippel lemma 8，由于路径不会包含超过 n条边，行列式的值是一个度最

大不超过 n的多项式。在模素数 P意义下，如果存在至少一个 n-路径，行列式不为零的概
率就 ≥ 1 − n

P。

如果我们把点到点的方案数列成一个矩阵，那么问题实际上就是求出一个 k × k的子矩

阵，使得其行列式不为 0，在此基础上最大化 k，相当于计算矩阵的秩。

这道题中，经过我们的不断转化后，我们得到的最终图的点对路径数，实际上就是题目

给出的源点集合和汇点集合的点对路径数。我们可以通过矩阵乘法来计算这个方案。因为

存在单点修改，所以我们需要使用线段树来维护区间积。时间复杂度 O((n + q log n)k3)，可

以得到这道题的满分。

总结

一般地，在一张有向无环图中，如果边权都是 1，给这张图求最大流的时候，就可以使

用同样的思想——将边看作点以将最大流转化为 n-路径相关的问题：
先给每条边一个随机权值来替换，然后列出一个和边有关的矩阵。如果源点有 n条出

边，汇点有 m条入边，那么就能得到一个大小为 n×m的矩阵 A：我们分别给源点的出边和

7 https://en.wikipedia.org/wiki/Menger’s_theorem
8 https://en.wikipedia.org/wiki/Schwartz–Zippel_lemma
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汇点的入边指定顺序，其中 ai, j表示所有从源点到汇点的有向路径 P中，满足源点的第 i条

出边和汇点的第 j条出边都在路径 P上的，ω(P)的和。此时只要求出矩阵 A的秩就是最大
流。

3 Kirchhoff’s矩阵树定理

3.1 Cauchy-Binet公式

定理 3.1.1 (Cauchy-Binet). 给定一个 n × m的矩阵 A和一个 m × n的矩阵 B，C = AB，则：

|C| =
∑

|S |=n,S⊆{1,2,...,m}
|An,[S ]||B[S ],n|

证明 3.1.1 (Cauchy-Binet formula). 考虑建图 G(V, E)，其中 V = L ∪ R ∪ D 组成。L =

{l1, l2, . . . , ln}，R = {r1, r2, . . . , rn}，D = {d1, d2, . . . , dm}。
E = EL ∪ ER。EL = {(li, d j)|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}，且 ω(li,d j) = ai, j。ER = {(di, r j)|1 ≤ i ≤

m, 1 ≤ j ≤ n}，且 ω(di,r j) = bi, j。

那么容易发现，ci,k =
∑m

j=1 ai, jb j,k = ω(li, rk)。

令起点元组 S = (l1, l2, . . . , ln)，终点元组 T = (r1, r2, . . . , rn)，由 LGV引理得 |AB|就是
S 到 T 不相交路径带权权值和。

我们枚举被经过的 di 集合 D′ = {d′1, d′2, . . . , d′n} ⊆ {1, 2, . . . ,m}，枚举路径的选择：

|AB| =
∑

|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

∑
σ∈S n

(−1)N(σ)
∑
π∈S n

n∏
i=1

(
ai,d′

π(i)

) (
bd′
π(i),σ(i)

)
=

∑
|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

∑
σ∈S n

∑
π∈S n

(−1)N(σπ)+N(π)
n∏

i=1

(
aπ−1(i),d′i

) (
bd′i ,σ(π

−1(i))

)
=

∑
|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

∑
σ∈S n

∑
π∈S n

(−1)N(σ)+N(π)
n∏

i=1

(
aπ(i),d′i

) (
bd′i ,σ(i)

)
=

∑
|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

∑
π∈S n

(−1)N(π)
n∏

i=1

(
aπ(i),d′i

)
∑
σ∈S n

(−1)N(σ)
n∏

i=1

(
bd′i ,σ(i)

)
=

∑
|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}

|An,[S ]B[S ],n|

=
∑

|D′ |=n,D′⊆{1,2,...,m}
|An,[S ]||B[S ],n|

□
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3.2 定理介绍

定义 3.2.1 (Laplacian matrix). 对于一张无向图 G = (V, E)，其中 V = {u1, u2, . . . , un}。其拉普
拉斯矩阵 (Laplacian matrix) L为：

li, j =



∑
(ui,k)∈E

ω(ui,k) i = j

−ω(ui,u j) i , j and (ui, u j) ∈ E

0 else

性质 3.2.1. 拉普拉斯矩阵所有代数余子式的值都相等。

证明 3.2.1. 先证明 Ci, j 和 Ci,k 相等。不妨假设 j < k。

删去第 i行后，我们得到一系列列向量 r1, r2, . . . , rn。由M矩阵的定义，有
∑n

i=1(ri) = 0，

即零向量。

我们记矩阵

A =
[
r1 r2 · · · r j−1 r j+1 · · · rk−1 −r j rk+1 · · · rn

]
则 A实际上就是由余子式Mi,k，经过初等行变换（即将除了 rk以外的所有 ri都加到 rk

上）得到的。

考虑将 −r j 取反，并且通过交换两列移动到 r j+1的左边，此时

A =Mi,k = (−1)1+(k−1)−( j+1)+1Mi, j

。

则有 Ci, j = (−1)i+ jMi, j = (−1)i+ j+k+ jMi,k = (−1)i+kMi,k = Ci,k。

对于 C j,i 和 Ck,i，由于行向量和为零向量，同理可得相等。

定理 3.2.1 (Kirchhoff’s matrix tree). 对于一张简单无向图 G = (V, E)，且 ∀e ∈ E, ωe ≥ 0，如

果 T = (V, ET )是 G的一棵生成树，记 ω(T ) =
∏

e∈ET
ωe。

我们记 T 是 G所有生成树的集合，则对于 G的拉普拉斯矩阵M的任何一个代数余子
式 Ci, j，都有：

Ci, j =
∑
T∈T
ω(T )

证明 3.2.2 (Kirchhoff’s matrix tree theorem). 由于拉普拉斯矩阵所有代数余子式都相等，我们
不妨计算 C1,1 =M1,1，即证明M1,1 =

∑
T∈T ω(T )。

边是一个二元组 e = (u, v)，定义 ζ(e, x)，有 ζ(e, u) = v，ζ(e, v) = u。
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记 ui < u j 当 i < j，记 E = {e1, e2, . . . , e|E|}考虑关联矩阵（Incidence matrix 9）A|V |,|E|：

ai, j =


√
ωe j ui ∈ e j and ui < ζ(e j, ui)

−√ωe j ui ∈ e j and ui > ζ(e j, ui)

0 else

我们计算 N = AAT，则 Ni, j =
∑|E|

k=1 ai,ka j,k。

当 i = j，得到 ni, j =
∑

(ui,uk)∈E ω(ui,uk)。

当 i , j，得到 ni, j = − [(ui, u j) ∈ E]ω(ui,u j)。

所以 N =M。
考虑M的余子式M1,1，定义 B为 A删去第一行，则方阵M1,1 = BBT。

由 Cauchy-Binet公式得到

|M1,1| =
∑

|S |=n−1,S⊆{1,2,...,|E|}
|Bn−1,[S ]||(BT )[S ],n−1|

考虑 |Bn−1,[S ]|，根据行列式定义，其意义是对于点 u2 ∼ un，分别选一条相邻的边，且所

有边恰好被选一次。如果 i选择了 e j，则当做有向边 (ui, ζ(e j, ui))。这样形成了一个有向图。

图中如果存在环，则提取出一个环使得环上最小的点（我们已经定义过 <）最小，将环

上边反向，此时对应着另一个选择方案。（如果把这样的对应关系看做函数 f，则 f 是对合

函数）

环的反向，相当于作用上了一个循环排列。我们考虑环反向之后的值：

若环长为奇数，排列奇偶性不变，考虑其 −1变化了奇数个，所以其权值积 v和其对应

的图权值积 v′的关系为 v = −v′。

若环长为偶数，排列奇偶性变化，考虑其 −1变化了偶数个，所以其权值积 v和其对应

的图权值积 v′的关系为 v = −v′。

则出现环的权值都被两两抵消，存在环的情况对行列式值没有贡献。

不存在环的情况下，图只能是以 1为根的内向树，容易证明 |Bn−1,[S ]|的非零值至多有一
个，此时每条边选择的出边都是唯一的，而对于 |Bn−1,[S ]|2得到了该树的边权积。

也就是

|M1,1| =
∑

|S |=n−1,S⊆E

[(V, S ) is a tree]ω(S ) =
∑
T∈T
ω(T )

□

矩阵树定理在 OI中十分普及，因此不设置例题。

9 https://en.wikipedia.org/wiki/Incidence_matrix
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3.3 k-生成森林

拉普拉斯矩阵的特征多项式也有一定的意义。

性质 3.3.1. 对于一张图G(V, E)，如果将其拉普拉斯矩阵M特征值从大到小排序为 λ1 ≥ λ2 ≥
· · · ≥ λ|V |，则有 λ|V | = 0。

证明 3.3.1. 首先其特征值非负，即矩阵M是半正定的，因为M = AAT，其中 A是其关联
矩阵。

而由之前类似的分析很好得到 |M| = 0，所以一定存在 λ = 0，实际上向量

v =
[
1 1 · · · 1

]T
就是其特征向量。

□

我们定义 k-生成森林 (Spanning k-component forest)为图的一个生成子图 (V, E)使得这

个子图有 k个连通分量且不存在环。

记一张无向无权图 G的 k-生成森林集合为 Tk，一个森林的权值 Q(T )为其每个连通分

量顶点数量之积，图 G的拉普拉斯矩阵M的特征多项式（Characteristic polynomial 10 ）为
P(x)，记 k-生成森林的带权和为 Fk，则有：

Fk =
∑
T∈Tk

Q(T ) = (−1)|V |−k[xk]P(x)

证明 3.3.2. 类似于矩阵树定理的证明过程，对于我们构建的关联矩阵A的子式A[S ],[T ]（|S | =
|T |）如果非零，则需要满足不存在环，此时每个连通分量都会向外连出一条边。

对于值非零的子式，表示在 S 集合中的每个点选择一条出边，不在 S 集合中的点成为

了它所在的内向树的根，形成弱连通块个数为 |V | − |S |的内向树森林。
每个子式对应唯一一个内向树森林。而从内向树森林也可以构造出唯一的子式。容易

验证子式和内向树森林的对应关系构成了一个双射。

对于 S 的元素个数 |S | = i，我们在计算所有主子式M[S ]之和的时候，实际上就是在计

算

vi =
∑
|S |=i

S⊆{1,2,...,|V |}

M[S ]

=
∑
|S |=i

S⊆{1,2,...,|V |}

∑
|T |=|S |

T⊆{1,2,...,|E|}

(A[S ],[T ])
2

因此在枚举所有主子式的时候，等同于枚举所有生成内向树森林。对于一个生成森林

T，在其每个连通分量任选一个顶点作为根，都能得到一个内向树森林。每个生成森林 T 可

以得到 Q(T )个不同的内向树森林，这 Q(T )个内向树森林对应的子式的行列式的绝对值都

是 1。

10 https://en.wikipedia.org/wiki/Characteristic_polynomial
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容易证明，每个被枚举到的内向树森林恰好对应着一个生成森林，且一个生成森林能

够得到的所有内向树森林都能被枚举到。所以每个生成森林一共被算了 Q(T ) 次，也就是

Fk =
∑

T∈Tk
Q(T ) = v|V |−k。

由特征多项式的性质，对于矩阵M以及它的特征多项式 P(x)，满足 (−1)|V |−k[xk]P(x)等

于M所有 |S | = k的主子式M[S ]的和 v|V |−k。

□

特殊地，有 F1 =
∏|V |−1

i=1 λi，即生成树个数的 n倍；F|V |−1 =
∑|V |−1

i=1 λi，即 trace(M)，矩阵

的迹。

4 矩阵树定理拓展

我们注意到，在处理M = AAT 的时候，使用了两个关联矩阵 A。
实际上，我们可以同时使用关联矩阵 A和 B，使得它们承担不同的功能，也就是当计

算 ABT 时，子式 |An−1,[S ]||(BT )[S ],n−1|中只要有一项判为 0，其值就为 0。

即使算出行列式的值可能没有很好的意义，我们还是可以在无向无权图中，利用随机

权值，解决许多问题。

4.1 内/外向有根生成树

对于一张有向图G，定义内向有根生成树为G的一张子图G′ = (V, E′)，使得 |E′| = |V |−1，
且在 G′任意一个点都可以通过有向边到达根。

对于外向有根生成树，采用类似的定义，表示根可以通过G′的有向边到达任意一个点。

我们只讨论内向树，因为外向树可以通过将所有边反向转换为内向树。

对于M = ABT，A矩阵仍然承担着判断是否存在环的情况。将所有有向边看做无向边，
类似关联矩阵的定义得到 A：

ai, j =


√
ωe j ui ∈ e j and ui is e j’s head

−√ωe j ui ∈ e j and ui is e j’s tail

0 else

对于 B，我们要限定边是原图中的有向边，因此 B为：

bi, j =


√
ωe j ui ∈ e j and ui is e j’s head

0 else

也就是只有边的起点能够选择这条边。
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对于M的值，十分容易计算：对于一条边 (u, v)的贡献，会在 mu,u 处加 ω(u,v)，在 mv,u

处减去 ω(u,v)。

对应地，由于根 r不能选择出边，我们选择计算代数余子式 Cr,r = Mr,r，这样子 A和 B
都被删除第 r行，表示 r没有出边。

在使用 Cauchy–Binet 公式计算 |An−1,[S ]| 和 |Bn−1,[S ]| 时，如果 |An−1,[S ]| 非零，那么值
代表的意义就是以 r 为根的内向树，此时和 |Bn−1,[S ]| 的值是相同的，也就是我们在计算
|An−1,[S ]||(BT )[S ],n−1|时，得到的是编号在 S 中的边对应的内向树 T 的 ω(T )。

也就是说，只要构造出了M，计算 Cr,r，就能统计出以 r为根的内向树个数。

例题 4.1.1 (无向图欧拉回路计数). 给出一个有向图 G，求其欧拉回路（Eulerian circuit 11 ）

方案数。

定理 4.1.1 (BEST). 对于一张有向图 G，如果图弱连通，且对于所有点，入度等于出度，则

其有欧拉回路。

则其不同的欧拉回路的数量是：

T (x)
∏
u∈V

(deg(u) − 1)!

其中 T (x)为以 x为根的不同的外向树的数量，则 x只需要满足 x ∈ V ，deg(u)是 u的

入度大小。

□

对于任意一点为根的外向树数量的计算，我们可以直接使用这一小节的做法。因此我

们得到一个 O(n3 + m)的做法。

4.2 最大非二分子图

例题 4.2.1. 给定一张 n个点 m条边无向图，求最大的 m，使得能够选出 m个点 m条边的子

图 G，使得对于 G中任意一个连通块都不是二分图。

1 ≤ n ≤ 500, 0 ≤ m ≤ 106。

考虑矩阵 A满足：

ai, j =


α j ui ∈ e j and ui < ζ(e j, ui)

α j ui ∈ e j and ui > ζ(e j, ui)

0 else

其中 α是一个随机向量。

容易发现，和关联矩阵相比，我们将 1和 −1的系数改为了 1和 1。

11 https://en.wikipedia.org/wiki/Eulerian_path
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在取 n点 n边的图时，如果图中存在孤立点，则其一定是二分图。则图一定是由若干基

环树组成。此时每个点可以指定一条出边，正好和行列式意义对应上。

采用类似的分析方法，考虑贡献的抵消。

若环长为奇数，排列奇偶性不变，所以其权值积 v 和其对应的图权值积 v′ 的关系为

v = v′。

若环长为偶数，排列奇偶性变化，所以其权值积 v 和其对应的图权值积 v′ 的关系为

v = −v′。

于是我们成功地将所有偶环的贡献抵消。

因此只需要计算 A的秩即可。由于 m很大，得到的是 O(n2m)的做法（虽然可能存在

优化）。

但是我们只要计算 AAT 的秩即可得到相同的结果，因为 rank(AAT ) = rank(A)。
而类似于拉普拉斯矩阵，AAT 的值也十分好算，得到一个 O(n3 + m)的做法。

4.3 拟阵交

例题 4.3.1. 有两个无向图，点数相同，边数也相同。对于编号 i，它在G1代表边 (x1, y1)，在

G2代表边 (x2, y2)。

我们想选出一个编号的集合，使得对于一个编号 i，如果它在集合中出现了，那么它在

G1中会被连接，它在 G2中也会被连接。

要求选出最多的编号，使得两个图连上边后都不存在环。

使用类似的分析方法，先给所有边赋上随机权值。我们通过计算 G1 的关联矩阵 A和
G2的关联矩阵 B，通过计算 ABT 的秩，即可得到一个 O(n3 + m)的做法。

根据上面的经验，如果拟阵可以表示成矩阵的形式，即线性拟阵（Linear matroid 12 ），

则同样可以使用矩阵来计算两个拟阵的交大小：

对于表示成的列向量，我们将其乘上随机权值后排列成类似关联矩阵的形式，得到两

个矩阵 A,B，我们只需要计算 ABT 的秩即可得到拟阵交的大小。

12 https://en.wikipedia.org/wiki/Matroid_representation
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5 简单的图的积问题

5.1 Kronecker积与图的 Cartesian积的关系

定义 5.1.1 (Kronecker product). 给定两个矩阵 A,B，其中 A是 n ×m的矩阵，则定义 A和 B
的 Kronecker积 13 为：

A ⊗ B =


a1,1B a1,2B · · · a1,mB
a2,1B a2,2B · · · a2,mB
...

...
. . .

...

an,1B an,2B · · · an,mB


我们将其表示为分块矩阵的形式。

Kronecker积有一个重要的性质：

性质 5.1.1 (Mixed-product).

(A ⊗ B)(C ⊗ D) = (AC) ⊗ (BD)

5.2 张量积与 Kronecker积

定义 5.2.1 (Tensor product of graphs). 对于两张图G1(V1, E1),G2(V2, E2)，定义其 Tensor积为：
G(V, E) = G1 ×G2。

其中

V ={(u, v)|u ∈ V1, v ∈ V2}

E ={((u1, v1), (u2, v2))|(u1, u2) ∈ E1, (v1, v2) ∈ E2}

如果将 (u, v)按字典序排序，那么记 G1邻接矩阵为 A1，G2邻接矩阵为 A2，G的邻接

矩阵为 A，由我们的定义，则有 A = A1 ⊗ A2。

对于 A1的特征值 λi 和特征向量 xi，以及 A2的特征值 µ j 和特征向量 y j 则有：

(A1 ⊗ A2)(xi ⊗ y j)

=(A1xi) ⊗ (A2y j)

=(λixi) ⊗ (µ jy j)

=(λiµ j)xi ⊗ y j

也就是 λiµ j 对应着特征向量 xi ⊗ y j，一共 |V(G1)||V(G2)| = |V(G1□G2)|个。

13 https://en.wikipedia.org/wiki/Kronecker_product
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5.3 Cartesian积与 Kronecker和

定义 5.3.1 (Cartesian product of graphs). 对于两张图G1(V1, E1),G2(V2, E2)，定义其 Cartesian
积 14为：G(V, E) = G1□G2。

其中

V ={(u, v)|u ∈ V1, v ∈ V2}

E ={((u1, v), (u2, v))|(u1, u2) ∈ E1, v ∈ V2}∪

{((v, u1), (v, u2))|(u1, u2) ∈ E2, v ∈ V1}

现在有两张图 G1和 G2首先，我们先计算 G1□G2的邻接矩阵 A：

如果将 (u, v)按字典序排序，那么记 G1邻接矩阵为 A1，G2邻接矩阵为 A2，由我们的

定义：

对于边集 {((u1, v), (u2, v))|(u1, u2) ∈ E1, v ∈ V2}，实际上就是 A1 ⊗ I|V(G2)|。

对于边集 {((v, u1), (v, u2))|(u1, u2) ∈ E2, v ∈ V1}，实际上就是 I|V(G1)| ⊗ A2。

则 A = A1 ⊗ I|V(G2)| + I|V(G1)| ⊗ A2。

实际上，对于 Cartesian积与 Kronecker积的关系，我们称之为 Kronecker和：

定义 5.3.2 (Kronecker sum). 对于 n × n矩阵 A和 m × m矩阵 B，定义其 Kronecker和为：

A ⊕ B = A ⊗ Im + In ⊗ B

对于 A1的特征值 λi 和特征向量 xi，以及 A2的特征值 µ j 和特征向量 y j 则有：

(A1 ⊗ I|V(G2)| + I|V(G1)| ⊗ A2)(xi ⊗ y j)

=(A1xi) ⊗ (I|V(G2)|y j) + (I|V(G1)|xi) ⊗ (A2y j)

=λixi ⊗ y j + µ jxi ⊗ y j

=(λi + µ j)xi ⊗ y j

也就是 λi + µ j 对应着特征向量 xi ⊗ y j，一共 |V(G1)||V(G2)| = |V(G1□G2)|个。
类似于邻接矩阵的分析方法，对拉普拉斯矩阵分析可以得到相同的结果：

对于拉普拉斯矩阵 L1和 L2，对于 G1□G2的拉普拉斯矩阵为 L = L1 ⊕ L2。

同样，其特征值也是所有 λi + µ j，其特征向量是 xi ⊗ y j。

5.4 有关图的积的问题

基于我们对其邻接矩阵特征值的分析，可以联系上先前特征值和图意义的关系，解决

一些计数的问题，尤其是生成树问题。

14 https://en.wikipedia.org/wiki/Cartesian_product_of_graphs
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例题 5.4.1. 给定若干个图 G1,G2, . . . ,Gk，求图 G = G1 ×G2 × · · · ×Gk 中，长度为 L的起点

和终点相等的不同路径数。答案对 998244353取模。∑k
i=1 |V(Gi)| ≤ 500, L ≤ 1018。

题目相当于求 G的邻接矩阵 A的 L次方的迹 trace(AL)。

实际上就是特征值 L次求和：∑
(λiµ jνk . . . )

L

=
∑

(λL
i µ

L
j ν

L
k . . . )

=(
∑

i

λL
i )(
∑

j

µL
j )(
∑

k

νL
k ) . . .

接下来的问题就是对于一张图，计算其特征值 L次方和，即计算：

[xL](
∑

i

1

1 − λix
)

令其特征多项式为 f (x)，则 g(x) =
∏

i(1 − λix)是将其系数翻转后得到的结果。

则

[xL](
∑

i

1

1 − λix
) = [xL−1]

g′(x)
g(x)

以 g′(x)的系数为初值做线性递推即可。

对于特征多项式，可以通过右乘初等行变换矩阵 P，同时左乘其逆 P−1，直到得到一个
Hessenberg矩阵 15 H。由于其特殊的结构，对于一个值 x可以通过 O(n2)时间复杂度求得

行列式 |xI − H| 的值。求出足够多点值后即可通过插值得到其特征多项式，总时间复杂度
O(n3)。

令 ni = |V(Gi)|，时间复杂度 O
(∑k

i=1

(
n3

i + ni log ni log L
))
。

例题 5.4.2. 给定若干个图 G1,G2，求图 G = G1□G2的生成树个数。

|V(G1)|+ |V(G2)| ≤ 500。

很容易发现答案是：

1

|V(G1)||V(G2)|

|V(G1)|∏
i=1

|V(G2)|∏
j=1

(λi + µ j)

计算出特征多项式后，通过结式（Resultant 16 ）即可在 O(max(|V(G1)|, |V(G2)|)2)的复
杂度下得到答案。

很可惜由于即使在模意义下也难以求出所有特征值（例如在模 5 意义下就无法解出

a2 ≡ 3 (mod 5)），对于图任意多的情况，作者并不知道有什么好的做法，欢迎大家与作者

讨论。

15 https://en.wikipedia.org/wiki/Hessenberg_matrix
16 https://en.wikipedia.org/wiki/Resultant
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6 总结

关于这些与图相关的矩阵，还有很多有趣的性质。由于作者才疏学浅，所以介绍的内

容较为简单。

OI中这一类题目并不是很多，很大一部分都是矩阵树定理的直接应用。作者希望本文
能起到抛砖引玉的作用，希望看到更多相关题目以及更多有意思的拓展出现。
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浅谈棋盘模型在计数问题中的应用

长郡中学彭思进

摘 要

本文介绍了组合计数问题中的棋盘模型，并简要探讨了其在若干计数问题中的应用。
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1 前言

棋盘是一类重要的组合模型，其基本问题为计算在一个棋盘上放置若干个车使得任意

两个车无法互相攻击的方案数。其简洁直观的特点使得其在大量计数问题中得到了应用，但

在信息学竞赛中大部分题目仅考察了最基本的禁区排列问题。本文将在禁区排列问题的基

础上介绍通过棋盘理论可以求解的其他计数问题。

2 约定

假定读者已经掌握多项式的基本运算与基本的组合计数知识。

对于一个多项式或幂级数 f (x)，约定 [xk] f (x)为 f (x)的 xk 项系数。

约定 xn,m = x(x − m)(x − 2m) · · · (x − (n − 1)m)为 x的 m阶 n次下降幂，特别地，约定

xn = xn,1 为 x的 n次下降幂；约定 xn,m = x(x + m)(x + 2m) · · · (x + (n − 1)m)为 x的 m阶 n

次上升幂，特别地，约定 xn = xn,1为 x的 n次上升幂。

约定 (n
m)表示组合数，

{
n
m

}
表示第二类斯特林数，[n

m]表示无符号第一类斯特林数，
⟨

n
m

⟩
表

示欧拉数1。本文中仅考虑其中 n,m为整数的情况。

约定 Sym(n)表示 n阶对称群，即所有 n阶排列构成的集合，N表示自然数集，Z表示

整数集，N+表示正整数集，R表示实数集。

约定对于每个点入出度均不超过 1的有向图 G，cycle(G)表示图 G的环数。

对于任意布尔表达式 λ，定义符号 [λ] =

1, λ为真0, λ为假

1有关欧拉数的内容可参考 https://www.luogu.com.cn/blog/Karry5307/eulerian-numbers
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3 定义

定义 3.1 (棋盘). 定义棋盘为一个有限二元组集合 S 满足对于任意的 (i, j) ∈ S 有 i, j ∈
N+。

对于棋盘 S 和整数 n ≥ max(i, j)∈S i,m ≥ max(i, j)∈S j，可以对 S 给出直观描述：考虑一个

n×m的网格，初始每个格子是白色的。对于每个属于 S 的二元组 (i, j)，将棋盘从左至右第

i列、从下至上第 j行的格子染成黑色，最后黑色格子组成的图形对应棋盘 S。图 1所示的
是在 n = m = 3时三个棋盘的直观描述，其中左棋盘对应 {(1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 1)}。

为了描述方便，约定下文中除特殊声明外 n = max(i, j)∈S i,m = max(i, j)∈S j。

图 1: 棋盘、轮廓线棋盘、Ferrers棋盘

定义 3.2 (轮廓线棋盘). 对于棋盘 S 和整数 n，若 (max(i, j)∈S i) ≤ n且对于每个 1 ≤ i ≤ n

均存在非负整数 ai 使得对于所有正整数 k，(i, k) ∈ S 当且仅当 k ≤ ai，则称 S 为轮廓线棋

盘，记 S = F(a1, a2, · · · , an)。特别地，允许存在 ai = 0，此时第 i列没有格子。

定义 3.3 (Ferrers棋盘). 对于轮廓线棋盘 S = F(a1, · · · , an)，若 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an，则称

棋盘 S 为 Ferrers棋盘，同时若不存在 1 ≤ i < n满足 ai = ai+1则称棋盘 S 为严格增 Ferrers
棋盘。类似地，若 a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an，则称棋盘 S 为减 Ferrers棋盘。

在图 1中，中间和右边的两个棋盘均是轮廓线棋盘，而仅有最右边的棋盘是 Ferrers棋
盘，它们的表示分别是 F(2, 3, 1)和 F(1, 3, 3)。

定义 3.4 (k-棋盘数2与棋盘多项式). 对于棋盘 S，定义其子集 T合法当且仅当对于任意两

个不同的二元组 (p1, q1), (p2, q2) ∈ T，p1 , p2且 q1 , q2。定义 Rk(S ) = {T ⊆ S | T合法, |T | =
k}，则棋盘 S 的 k-棋盘数 rk(S ) = |Rk(S )|，棋盘 S 的棋盘多项式为 FS (x) =

∑|S |
k=0 rk(S )xk。

定义 3.5 (k-命中数3). 对于 n ∈ N+，定义棋盘 Bn = {(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n}。对于棋盘 S ⊆ Bn

定义 Hk,n(S ) = {T ∈ Rn(Bn) | |T ∩ S | = k}，则棋盘 S 的 k-命中数 hk,n(S ) = |Hk,n(S )|。

2笔者未在中文文献中找到”kth rook number”的翻译。
3笔者未在中文文献中找到”kth hit number”的翻译。
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对应到直观描述上，k-棋盘数的组合意义即为在棋盘上放置 k个车使得任意两个车不在

同一行且不在同一列，即互相不攻击的方案数；k-命中数的组合意义为所有在 Bn 上放 n个

车使得任意两个车不能互相攻击的方案中放在棋盘 S 上的车有 k个的方案数。

对于图 1 中左边的棋盘 S = {(1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 1)}，有 r0(S ) = 1, r1(S ) = |S | =
4, r2(S ) = 4, r3(S ) = 1，而对于 k ≥ 4，rk(S ) = 0；h0,3(S ) = 1, h1,3(S ) = 3, h2,3(S ) =

1, h3,3(S ) = 1。图 2中描述了 R2(S )与 R3(S )中的元素，其中放上了车的位置用 X表示。

图 2: R2(S )与 R3(S )

4 基础定理

4.1 棋盘数与命中数的关系

定理 4.1 ([8]). 对于棋盘 S ⊆ Bn，

n∑
k=0

hk,n(S )xk =
n∑

k=0

rk(S )(n − k)!(x − 1)k (1)

证明. 在定理中用 x + 1替换 x可以得到
n∑

k=0

hk,n(S )(x + 1)k =
n∑

k=0

rk(S )(n − k)!xk (2)

对比两侧 xi 项系数，即需要说明
∑n

k=i hk,n(S )(k
i) = ri(S )(n − i)!。

考察
∑n

k=i hk,n(S )(k
i)的组合意义，即为：对于所有命中数 ≥ i的方案，在所有命中的位置

中选 i个作为特殊的命中位置的方案数总和。交换求和顺序，先选择 i个特殊的命中位置再

计算剩余部分的方案数，可以得到相等的结果。选择这 i个位置的方案数为 ri(S )，而剩余的

n − i个位置的选择没有其他限制，方案数等于 n − i行和 n − i列匹配的方案数，即 (n − i)!。
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故
∑n

k=i hk,n(S )(k
i) = ri(S )(n − i)!，即得 (2)式和 (1)式。 □

定理 4.1揭示了 rk(S )和 hk,n(S )的联系，对于绝大多数的命中数计算问题，需要通过定

理 4.1转化为棋盘数计算问题。

4.2 展开定理

定理 4.2 (展开定理，[11]). 给定非空棋盘 S，任取 (p, q) ∈ S，设 S 1 = S − {(p, q)}, S 2 =

{(p1, q1) ∈ S | p1 , p, q1 , q}，有

FS (x) = FS 1
(x) + xFS 2

(x) (3)

证明. 对于确定的 k，将 Rk(S )分为不包含 (p, q)的方案集合 Rk,0(S )和包含 (p, q)的方案集

合 Rk,1(S )。Rk,0(S ) = Rk(S 1)，而在 Rk−1(S 2)包含的方案中加入 (p, q)可得 Rk,1(S )。 □

直观理解即对于位置 (p, q)枚举其是否放车，若不放车则这个位置从 S 中删除；否则

这个车能够攻击到的所有位置都不能放车，故被删除。如图 3所示，在左侧棋盘 S 中选择

(3, 3)作为位置 (p, q)，那么 S 1和 S 2分别为中间和右侧的两个棋盘。

图 3: 展开定理图示

利用定理 4.2可以得到易于编程实现的计算棋盘多项式的朴素算法，但效率通常不高。

4.3 分离定理

定理 4.3 (分离定理，[11]). 对于棋盘 S 和 S 1 ⊆ S，设 S 2 = S −S 1，若对于任意 (p1, q1) ∈
S 1, (p2, q2) ∈ S 2都有 p1 , p2, q1 , q2，则

FS (x) = FS 1
(x)FS 2

(x) (4)
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证明. 对于 S 1 的任一合法子集 T 和 S 2 的任一合法子集 T，由于 S 1 和 S 2 的行列不交，

因此 T + T 是 S 的合法子集。同时 S 的合法子集 T + T 可恰好分为属于 S 1 的部分 T

和属于 S 2 的部分 T。故 S 的合法子集与 S 1, S 2 的合法子集构成的二元组一一对应，则

rk(S ) =
∑k

i=0 ri(S 1)rk−i(S 2)，即得式 (4)。 □

图 4中，编号属于区间 [1, 4]的格子与属于区间 [5, 9]的格子行列无交，因此可以分别

算出它们的棋盘多项式最后卷积合并。在部分特殊棋盘中，通过定理 4.3将大棋盘拆成若干
个小棋盘有利于简化计算。

图 4: 分离定理图示

5 禁区排列问题

这一部分将介绍两个禁区排列问题。

例题 5.1 (错排问题4). 给定 n，求有多少个 n阶排列 π满足不存在 1 ≤ i ≤ n使得 i = πi，

答案对大质数取模。1 ≤ n ≤ 107。

设 S = {(1, 1), (2, 2), · · · , (n, n)}，则错排问题的解为 h0,n(S )。由定理 4.1 有 h0,n(S ) =∑n
i=0 ri(S )(n − i)!(−1)i。由于 S 中任意两个格子不在同行或同列，因此 ri(S ) = (n

i)。故有

h0,n(S ) =
n∑

i=0

(−1)i

(
n
i

)
(n − i)! = n!

n∑
i=0

(−1)i

i!
(5)

例题 5.2 (夫妻分座问题5). 给定 n和两个 n阶排列 p, q，对于 k ∈ [0, n]求有多少个 n阶

排列 π满足
∑n

i=1[πi = pi或πi = qi] = k，答案对 998244353取模。1 ≤ n ≤ 2 × 105。

构造棋盘 S = {(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n, j = pi或 j = qi}，则需要对 k ∈ [0, n]计算 hk,n(S )。仍使

用定理 4.1转化为计算 FS (x)，但这个棋盘并没有错排问题棋盘的显然的优秀性质。

不妨先考虑一类特殊情况：n > 1, pi = i, qi = (i mod n) + 1。此时其直观描述如图 5。

4来源：经典问题
5来源：经典问题改编
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图 5: n = 5时特殊情况的图示

对每个格子建一个点，将两个在同行或同列的格子间连一条边，如图 5，则其恰好构成
长度为 2n的环，而 rk(S )等于在这个环上选 k个点使得任意两个点不相邻的方案数。

该问题在链上较容易解决，考虑断环成链。对于每个点，强制其不选并计算剩余 2n− 1
个点构成的链上选择 k 个点满足任意两个点不相邻的方案数，即计算有多少个递增序列

1 ≤ a1 < · · · < ak ≤ 2n − 1满足对于所有 1 ≤ i < k, ai+1 , ai + 1。

对于合法序列 A = {a1, · · · , ak}设 T (A) = {t1 = a1 − 1, · · · , tk = ak − k}，则 T (A)需要满

足严格递增且 t0 ≥ 0, tk ≤ 2n − k − 1。而满足该条件的序列 T (A)唯一对应一个合法序列 A，

故合法的 A和 T (A)数量相等。而合法的 T (A)序列与在 [0, 2n − k − 1]中选 k个数的方案一

一对应，故其数量为 (2n−k
k )。

对于 2n个点均计算一次答案并求和，此时每个选择 k个点的合法方案都会贡献 2n − k

次，故 rk(S ) = 2n
2n−k (

2n−k
k )。特殊情况得到解决。

拓展到一般情况，类似图 5的方式建立一张图，此时每个点的度数为 0或者 2。值得注

意的是不会存在度数为 1的点。图会形成若干个连通块，连通块之间行列无交，根据定理

4.3可以分别计算每个连通块的棋盘多项式然后卷积合并。
度数为 0的点构成单独的连通块，棋盘多项式为 x + 1。

其他连通块每个节点度数为 2，故其构成一个环，棋盘多项式求解与特殊情况一致。

使用分治 FFT合并每个连通块的棋盘多项式得到 rk(S )，再使用 FFT优化二项式反演
得到 hk,n(S )即可解决原问题。复杂度 O(n log2 n)。

特别地，笔者对于该问题的另一个特殊情况：pi = i, qi = n − i + 1进行了研究，得到了

更优复杂度的做法，由于篇幅原因本文不进行阐述，具体内容可见参考文献 [13]。

6 Ferrers棋盘的棋盘多项式
Ferrers棋盘由于性质优秀，且与其他的组合工具有密切联系，故一直是棋盘理论中重

要的研究对象。本节将会对 Ferrers棋盘的棋盘多项式进行简单讨论。
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6.1 下降幂棋盘多项式分解定理

定理 6.1 (下降幂棋盘多项式分解定理，[6]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，

n∑
k=0

rk(S )xn−k =
n∏

k=1

(x + ak − k + 1) (6)

证明. 式 (6)两侧均为关于 x的多项式，故仅需要在无限多个点处证明式 (6)成立即可证明
式 (6)恒成立。考虑在 x ∈ N处证明。

如图 6所示，设 S x为在棋盘 S 下方加入额外 x行得到的棋盘。考虑使用两种方法计算

rn(S x)：

图 6: S = F(1, 3, 3)时 S x 所表示的棋盘

1. 从左往右确定每列的放车位置。

第一列有 x + a1 个位置可以放车；第二列有 x + a2 个位置可以放车，但由于第一列

放了车且 a1 ≤ a2，因此恰好存在一个位置不能放车，方案数为 x + a2 − 1；由于前两
列的两个车一定不在同一行，故第三列恰有两个位置无法放车，方案数为 x + a3 − 2
……

第 i 列放置时总会由于前 i − 1 列放置的车导致 i − 1 个位置无法放车，方案数为

x + ai − (i − 1)。每一列方案数是独立的，与前面列的具体放置方案无关，故

rn(S x) =
n∏

k=1

(x + ak − (k − 1))

2. 枚举 S 的合法子集 T，计算所有合法方案中与 S 交集为 T 的方案数。

设 |T | = k，那么集合 T 中 k个车对应的列不能再放车，只需要确定剩下 n − k列的放

车位置。而由于 T 恰好是 S 与放车方案的交集，故这 n− k列的车只能放在额外加入

的 x行内。
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类似第一种方法的讨论，在这 n − k列内依次放车。第一列放车方案数为 x，第二列

由于第一列的车放车方案数为 x− 1，第三列放车方案数为 x− 2……总方案数为 xn−k。

而选择合法子集 T 的方案数为 rk(S )，故

rn(S x) =
n∑

k=0

rk(S )xn−k

合并两式即得式 (6)。 □

一般的 Ferrers棋盘可通过分治 FFT计算式 (6)右侧的多项式，然后通过普通多项式转
下降幂多项式6得到棋盘多项式，复杂度 O(n log2 n)。

一个更好的做法是在分治 FFT计算右侧多项式时直接维护下降幂多项式而不是普通多
项式，在计算下降幂多项式乘法时使用卷积得到其在 1, 2, · · · , n 处的点值，相乘后卷积还
原7。复杂度仍为 O(n log2 n)，但其可以避免普通多项式转下降幂多项式中常数较大的多项

式多点求值。

例题 6.1 (Gnutella Chessmaster8). 给定一个 n× n的棋盘，对于 k ∈ [1, 2n− 1]求在棋盘上
放 k个国际象棋中的象使得它们两两互不攻击的方案数，对 998244353取模。两个象 (x1, y1)

和 (x2, y2)互相攻击当且仅当 |x1 − x2| = |y1 − y2|。1 ≤ n ≤ 105。

图 7: n = 5时的黑白染色和旋转之后得到的黑白棋盘

对棋盘进行黑白染色，观察攻击方式可以知道两个位于不同颜色的象不会互相攻击。使

用定理 4.3将黑色格子和白色格子的方案数分开计算，最后使用卷积合并。
由于象攻击的方向是斜对角线不易处理，考虑将棋盘旋转 45◦，这样象攻击的方向与车

相同，放置的限制也就是两个象不能在同行或同列。图 7展示了 n = 5的旋转结果，为了更

好地描述限制的对应关系，图 7的黑色棋盘使用了图 5中描述限制的方法。

6可参考 https://www.luogu.com.cn/problem/P5383
7可参考 https://www.luogu.com.cn/problem/P5394
8来源：Petrozavodsk Programming Camp Summer 2018 Day 3: MIPT Contest G
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由于交换行列不会改变棋盘的棋盘多项式，因此可以先对所有行按照格子个数从大到小

排序，再对所有列按照位置个数从小到大排序，可以发现 n = 5时黑色棋盘等于 F(1, 1, 3, 3, 5)，

而白色棋盘等于 F(2, 2, 4, 4)。

更一般的性质是：棋盘大小为 n × n 时两个棋盘都可以通过交换行列变为每一列高度

构成的可重集等于对应颜色所有对角线长度构成的可重集的 Ferrers 棋盘，即黑色棋盘为
F(1, 1, 3, 3, 5, 5, · · · )，白色棋盘为 F(2, 2, 4, 4, 6, 6, · · · )。由于两个棋盘求解仅有细节上的区别，
下文仅考虑黑色棋盘的求解。

对于黑色棋盘，运用定理 6.1得
n∑

k=0

rk(S )xn−k = (x + 1)⌈
n
2 ⌉x⌊

n
2 ⌋ (7)

朴素实现复杂度 O(n log2 n)。但注意到右式的单点点值可以 O(log n) 计算，故可以以

O(n log n)的复杂度计算出其在 0, 1, · · · , n处的点值然后通过卷积得到左侧多项式系数。复
杂度优化为 O(n log n)。

6.2 阶梯棋盘与斯特林数

定义 6.1 (阶梯棋盘). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，若对于所有 1 ≤ i ≤ n有

ai = i − 1，则称 S 为 n阶阶梯棋盘，记 S 为 S tn。

图 8: S t6

图 8描述了 S t6。对 S tn 应用定理 6.1有
n∑

k=0

rk(S tn)xn−k = xn (8)

有 rn−k(S tn) =
{

n
k

}
，即在 S tn上放 n − k个车使得任意两个车不能互相攻击的方案数与将

n个整数划分为 k个无序集合的方案数一致。考虑在这两个问题之间建立一个双射。

对于集合划分 S 1, S 2, · · · , S k，将每个集合中的元素从小到大排序。设 S i = {a1, a2, · · · , ap}，
其中 a1 < a2 < · · · < ap，则在棋盘的 (a2, a1), (a3, a2) · · · , (ap, ap−1)位置放车。这样得到的放

车方案合法且放车数量为 n − k。
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对于一个 n − k 个车的合法放车方案，若某个车放在 (p, q) 则将 p, q 所在的集合合并，

可以得到一个合法的集合划分。由于某个车放在 (p, q)可推知 p所在集合中比 p小的最大

元素恰好是 q，因此若某个放车方案对应的划分中存在集合 a1 < a2 < · · · < ap 则唯一对应

的放车方案为 (a2, a1), (a3, a2) · · · , (ap, ap−1)。这样集合划分和放车方案的两个映射互为逆映

射，方案一一对应。

在另一类与棋盘相关的数上 n阶阶梯棋盘与无符号第一类斯特林数也有关系。

定义 6.2. 设 Fk(S )表示在棋盘 S 上放置 k个车使得没有两个车在同一列的所有方案构

成的集合， fk(S ) = |Fk(S )|。

注意相比 rk(S )， fk(S )没有两个车不能在同一行的限制。有

定理 6.2. 对于轮廓线棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，

n∑
k=0

fn−k(S )xk =
n∏

i=1

(x + ai) (9)

证明. 可以这样计算 fk(S )：选出放车的 k列，由于没有行限制因此第 i列方案数是 ai，故

fk(S )等于从 {a1, a2, · · · , an}中选 k个数相乘并求和，即 fk(S ) = [xn−k]
∏n

i=1(x + ai)。 □

对 S tn 使用定理 6.2有
n∑

k=0

fn−k(S tn)xk = xn (10)

此时 fn−k(S tn) = [nk]，即在 S tn 上放 n − k个车使得任意两个车不在同一列的方案数等于将 n

个数划分成 k个圆排列的方案数。考虑在这两个问题之间建立一个双射。

对于某个划分为 k个圆排列的方案，对每个排列将最小的元素放在开头，然后从 n至 1

考虑。假设现在在考虑 i，若其所在排列中仅有一个元素则删掉这个排列，否则设其在该排

列中恰好在它前面的元素为 v，则在 (i, v)放一个车并将 i从该排列中删掉。这样得到的放车

方案恰好放了 n − k个车，满足每一列至多有一个车且在阶梯棋盘内。

以圆排列 (162)(35)(4)举例说明操作过程：

1. 对于 6，其前驱为 1，因此加入车 (6, 1)并删掉 6得到 (12)(35)(4)；

2. 对于 5，其前驱为 3，因此加入车 (5, 3)并删掉 5得到 (12)(3)(4)；

3. 对于 4和 3，它们所在的排列的长度均为 1，因此删掉它们，剩余 (12)；

4. 2的前驱是 1，故在 (2, 1)上放车。最后 1自成一个排列将其删掉，过程结束。

故其对应的放车方案为 {(2, 1), (5, 3), (6, 1)}。
同时对于一个合法放车方案，按列从小到大考虑，若这一列没有车则新开一个以其为

唯一元素的圆排列，否则放在放车的行对应的数字后面，可以得到 k个圆排列的划分方案，

且两个映射互为逆映射。因此圆排列划分与不考虑行限制的放车方案是一一对应的。
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对于两类斯特林数，有重要的斯特林反演公式：

y∑
k=x

{
y
k

}[
k
x

]
(−1)k−x = [x = y] (11)

上文给出了
{

n
k

}
和 [nk]在棋盘模型中的组合意义，那么我们可以考虑通过这样的组合意

义证明斯特林反演公式。有

y∑
k=x

{
y
k

}[
k
x

]
(−1)k−x =

y∑
k=x

ry−k(S ty) fk−x(S tk)(−1)k−x

=

y∑
k=x

∑
P∈Ry−k(S ty)

∑
Q∈Fk−x(S tk)

(−1)|Q|
(12)

x = y时容易验证上式等于 1；x , y时，将所有 (k, P,Q)三元组分成三类：

1. P的第 y列放了车；

2. P的第 y列没放车，但 Q的第 k列放了；

3. P的第 y列和 Q的第 k列都没放车。

考虑建立 1类集合和 2类集合的反号双射，即 1类集合中的每个三元组与 2类集合中

的某个三元组一一对应，且它们对和式的贡献互为相反数。

具体地，对于某个属于 1类集合的三元组 (k, P,Q)，对棋盘 P,Q进行如下操作：

1. 将 P中第 y列的车删除得到 P′，并将 P′上没有放车的行从下往上从 1开始编号。记

录 P中第 y列的车放在新编号下第 p行。由于 P′上有 y − k − 1个车，故 p ∈ [1, k]。

2. 在 Q中加入 (k + 1, p)得到 Q′。

则 (k, P,Q)对应 (k + 1, P′,Q′)。由于 P′ ∈ Ry−k−1(S ty),Q′ ∈ Fk+1−x(S tk+1)，且 P′ 的第 y列没

有放车、Q′ 第 k + 1列放了车，因此 (k + 1, P′,Q′)属于 2类集合。同时 |Q′| − |Q| = 1且该

映射的逆映射容易构造，因此 1类集合和 2类集合间存在反号双射。

那么只需要计算 3类集合的贡献，有

y∑
k=x

∑
P∈Ry−k(S ty)

∑
Q∈Fk−x(S tk)

(−1)|Q| =
y∑

k=x

∑
P∈Ry−k(S ty−1)

∑
Q∈Fk−x(S tk−1)

(−1)|Q|

=

y−1∑
k=x−1

∑
P∈R(y−1)−k(S ty−1)

∑
Q∈Fk−(x−1)(S tk)

(−1)|Q|

=

y−1∑
k=x−1

{
y − 1

k

}[
k

x − 1

]
(−1)k−(x−1)

(13)

即将 x, y减去 1答案不变。不断减直到 x = 0，由于 y > x容易验证该式等于 0。

那么通过棋盘的组合意义可以证明斯特林反演公式。
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6.3 棋盘等价类

定义 6.3 (棋盘等价). 定义两个棋盘 S ,T 等价当且仅当对于所有 i ≥ 0，ri(S ) = ri(T )。

对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, · · · , an)，由于在序列 {a1, · · · , an}的开头加入若干个 0或删

除其开头的若干个 0不会改变其 k-棋盘数，故考虑调整其开头的 0的数量，即在棋盘前端

插入或删除若干空列使得该序列的长度为 |S | + 1，得到新的棋盘 S ′ = F(a′1, a
′
2, · · · , a′|S |+1)。

此时定义 BS = {bS ,1 = a′1, bS ,2 = a′2 − 1, · · · , bS ,|S |+1 = a′|S |+1 − |S |}。注意序列 BS 的长度总是

|S |+ 1，而与 S 的列数无关。有

定理 6.3 (Ferrers棋盘的等价判定，[6]). 两个 Ferrers棋盘 S ,T 等价当且仅当 BS 的元素

构成的可重集与 BT 的元素构成的可重集一致。

证明. 由定理 6.1，Ferrers棋盘 S = F(a1, · · · , a|S |+1)的下降幂棋盘多项式为
∏|S |+1

i=1 (x + ai −
i + 1)。注意到 BS 即 {ai − i + 1 | 1 ≤ i ≤ |S |+ 1}所构成的可重集，故可以将棋盘 S 的下降幂

棋盘多项式改写为
∏

i(x + i)cnt(BS ,i)，其中 cnt(BS , i)表示整数 i在可重集 BS 中的出现次数。

因此当 BS = BT 时，两个棋盘的下降幂棋盘多项式相等，对比系数即得两个棋盘的 k-棋
盘数相等；同时由于将一个多项式分解为常数乘若干个一次项系数为一的一次式乘积的方

式是唯一的，故棋盘 S ,T 的下降幂棋盘多项式相等可以推得 S ,T 的下降幂棋盘多项式的一

次式分解形式相等，即 B序列对应的可重集相等。 □

由于棋盘等价具有传递性，所以提出对棋盘等价类进行分析的想法是自然的。

首先对 Ferrers棋盘 S 的序列 BS 提出引理：

引理 6.1. 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, · · · , a|S |+1)和 1 ≤ i ≤ |S |+ 1，bS ,i ≤ 0。

证明. 假设存在 1 ≤ i ≤ |S |+ 1使得 bS ,i > 0。此时有 ai ≥ i。由 Ferrers棋盘的定义可得对于
所有 i ≤ j ≤ |S |+ 1, a j ≥ ai，故 |S | =

∑|S |+1
k=1 ak ≥

∑|S |+1
k=i ai ≥ (|S |+ 2 − i)i。

而 (|S |+2− i)i是关于 i的、二次项系数小于 0的二次函数，其在区间 [1, |S |+1]的最小

值在区间端点 1或 |S |+ 1处取到。而将 i = 1和 i = |S |+ 1代入得到该式等于 |S |+ 1 > |S |，
因此 |S | ≥ (|S |+ 2 − i)i > |S |，产生矛盾。

故不存在 bS ,i > 0，引理得证。 □

由于 Ferrers棋盘等价判定仅取决于序列 B元素构成的可重集，故对于 Ferrers棋盘 S，

设 k = −min|S |+1
i=1 bS ,i，考虑将 BS 中的元素构成的可重集表示为 0c0(−1)c1(−2)c2 · · · (−k)ck 的形

式，表示序列 BS 中有 ci个 −i。值得注意的是，由于对于所有 2 ≤ i ≤ |S |+1，bS ,i−bS ,i−1 ≥ −1，
故对于所有 0 ≤ i ≤ k，ci 不会等于 0。

定理 6.4 ([6]). 对于非空 Ferrers棋盘 S，恰好存在一个不存在空列的严格增 Ferrers棋
盘与 S 棋盘等价。

2020 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 13



浅谈棋盘模型在计数问题中的应用 长郡中学 彭思进

证明. 设 BS 的元素构成的可重集为 0c0 · · · (−k)ck。可以任意排列该可重集中的元素得到序

列 B′，只需 B′ 满足 b′i+1 − b′i ≥ −1即对应一个 Ferrers棋盘。而让序列 B′ 对应一个严格增

Ferrers棋盘则需满足对于所有 i ≤ |S |，b′i , −i + 1等价于 b′i ≤ b′i+1。

因此可以将 B′ 分成前后两部分，前一部分是从 0到 −k的递减序列，后一部分是从 −k

到 0的不降序列。满足该条件的序列仅有一个，而容易说明将该序列对应的棋盘的前面若

干空列删掉之后得到一个严格增 Ferrers棋盘。 □

定理 6.5 (棋盘等价类大小定理，[6]). 对于可重集 T = 0c0 · · · (−k)ck，满足 BS 的元素构

成的可重集为可重集 T 的 Ferrers棋盘 S 的数量为

k−1∏
i=0

(
ci + ci+1 − 1

ci+1

)
(14)

证明. 考虑构造所有可能的序列 BS。先在序列中加入所有 0，然后依次加入 −1,−2, · · · ,−k。

加入 −i时，由于序列相邻两项后一项减前一项不能小于 −1且第一项必须为 0，因此 −i

的前驱一定是 −i或 −i + 1，即有 ci−1个位置可将任意多 −i放在其后面。使用隔板法，放入

−i的方案数为 (ci−1+ci−1
ci

)。由于每个数的方案独立，与之前的数在序列中的排列无关，故总

方案为每个数的方案的乘积，即为式 (14)。 □

6.4 分解定理的变体

这个部分将会定义两个与 k-棋盘数类似的量，并研究在 Ferrers棋盘上新的量对应的棋
盘多项式的性质。

定义 6.4 (m阶 k-棋盘数). 对于棋盘 S 和正整数 m，自下而上将每 m行分成一组，则设

棋盘 S 的m阶 k-棋盘数 rm,k(S )表示在棋盘 S 上放 k个车使得不存在两个车在同一个行组或

同一列的方案数。

特别地 r1,k(S ) = rk(S )。m = 2时，对于图 9中的两个放置，左图放置合法而右图放置
不合法，因为右图两个车分别在 1, 2行，它们在同一个行组里。而在 m = 1的情况下，两个

放置方案均是合法的。

图 9: m = 2时，左图棋盘放置是合法的，而右图是不合法的。
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对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，将所有非空列按高度分成若干集合 S 1, S 2, · · ·，
其中 i ∈ S p等价于 ai ∈ [pm+1, (p+1)m]，也就是按照每一列能够放置的最高的行组进行分

类。设 ρm(S i) =
∑

p∈S ap − im。

由于序列 a单调不降，因此非空的 S i 会包含一段连续的整数，且随着下标 i的增加包

含的列编号越来越大。

定理 6.6 (m阶下降幂棋盘多项式分解定理，[1]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)

和正整数 m，有
n∑

k=0

rm,k(S )xn−k,m =
n∏

i=1

(x − (i − 1)m + vi) (15)

其中若 ai = 0则 vi = 0，否则设 i ∈ S p，若第 i列是 S p的最后一列则 vi = pm+ ρm(S p)，

否则 vi = pm。

证明. 由于式 (15)两边是关于 x的多项式，因此只需证明式 (15)在 x取无穷多个点处相等

即可证明这两个多项式相等。考虑在 m | x的点 x处证明之。

与图 6一致地在 S 下面插入额外 x行得到 S x。S x 的行组划分仅需在 S 的行组划分的

基础上将额外加入的 x行按顺序分成 x
m 组。用两种方式计算 rm,n(S x)：

1. 枚举 S 的合法子集 T 并计算与 S 的交集为 T 的合法方案数。

设 |T | = k，则满足条件的子集 T 的数量为 rm,k(S )。剩余 n− k列的方案可以一列列考

虑，类似定理 6.1的证明，得到其贡献为 xn−k,m，故

rm,n(S x) =
n∑

k=0

rm,k(S )xn−k,m

2. 从左到右考虑每个列集合的放车位置。

考虑 S p = [s, t]时，先放 s至 t − 1列的车，且仅考虑这 t − s列的车放在编号 ≤ pm的

行或额外加入的 x行的情况。对于 s ≤ j < t，第 j列共有 p + x
m 组可以放车，其中有

j − 1个组已经放了车，故方案数为 pm + x − ( j − 1)m。

最后考虑第 t 列的放车时，将 S p 中所有的放车方案分为是否有车放在行组 [pm +

1, (p + 1)m]中的两种情况。

对于不放的情况，只需在 s至 t − 1列的选择上在第 t列选择不冲突的 ≤ pm的行或额

外加入的 x行，方案数为 pm + x − (t − 1)m；

对于放的情况，在 s至 t − 1列的选择上，选择一个位于 [pm + 1, (p + 1)m]行组且位

于列集合 S p 的位置放车。若这个放车的位置不在第 t列，则将其所在列之前放入的

车移动至第 t列，得到有车放在 [pm + 1, (p + 1)m]行组的合法方案。
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容易证明可以对上述变换构建逆变换，即二元组（s至 t − 1列的选择方案，S p 列集

合、[pm + 1, (p + 1)m]行组的选择方案）与 S p中有车放在 [pm + 1, (p + 1)m]行组的

方案一一对应。此时第 t列选择的方案数为 ρm(S p)。

故第 t列的方案数为 x + pm − (t − 1)m + ρm(S p)。

任意两列的方案数互不影响，故

rm,n(S x) =
n∏

i=1

(x − (i − 1)m + vi)

合并两式即得式 (15)。 □

定义 6.5 (α权 k-棋盘数). 对于棋盘 S 和实数 α，定义棋盘 S 的α权 k-棋盘数 vα,k(S )表

示所有在棋盘 S 上放 k个车使得不存在两个车在同一列的方案的权值和。一个放车方案的

权值等于其所有行的权值乘积，一行的权值如下定义：

1. 若该行上放了不超过一个车，则权值为 1；

2. 否则设其放了 p个车，其权值为 α(2α − 1)(3α − 2) · · · (pα − (p − 1))。

可以注意到的是 v0,k(S ) = rk(S ), v1,k(S ) = fk(S )。

定理 6.7 (α权下降幂棋盘多项式分解定理，[5]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)

和实数 α，有
n∑

k=0

vα,k(S )xn−k,1−α =
n∏

i=1

(x + ai − (i − 1)(1 − α)) (16)

证明. 将式 (16)两侧看成关于 α的 n次多项式，只需证明对于无穷多个 α它们相等即可证

明式 (16)。考虑在 α ∈ N处证明。
考察新问题：给定棋盘 S，从左至右考虑每一列是否放车，若放车则在放车的行上方插

入 α个空行，后面的列决策时可以选择这些新插入的空行，同时在新插入的空行上放车也

会插入空行。定义 v′α,i(S )表示新问题中放 i个车的方案数，考虑说明 v′α,i(S ) = vα,i(S )。

建立从新问题方案到原问题方案的映射：对于一个新问题方案，设某个车在第 i列，放

在棋盘 S 的第 j行或由其直接或间接插入得到的行，则在原问题棋盘中 (i, j)位置放车。这

样一个新问题解对应一个原问题解，而对于一个原问题解，某行有 p > 1个车时，从左往右

考虑，第一个车方案数为 1、第二个车方案数为 α、第三个车方案数为 2α − 1……总方案数
为 α(2α − 1) · · · (pα − (p − 1))，与该行权值相等。故原问题的方案对应其权值个新问题的方
案。因此原问题的方案权值和等于新问题的方案数，即 v′α,i(S ) = vα,i(S )。

转化为计算新问题之后证明过程与定理 6.1基本一致，在此不做赘述。 □
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例题 6.2 (小 Q的序列9). 给定长度为 n的序列 a0, a1, · · · , an−1 和一个整数 α，定义一个

长度为 k的序列 p0, p1, · · · , pk−1 的权值为
∏k−1

i=0(pi + αi)。对于每个 0 ≤ k ≤ n求序列 {ai}的
所有长度为 k的子序列的权值和，对 998244353取模。1 ≤ n ≤ 105。

该问题的经典解法是求解微分方程。接下来我们通过棋盘理论得到一个组合方法。

当序列 {ai}单调不降的时候，所求解的正是 F(a0, · · · , an−1)的 (α+1)权棋盘多项式。考

虑找到一个单调不降序列 {a′i}使得两者的答案相等。
在模 P = 998244353意义下任选一个位置 i进行操作 ai ← ai + P不会影响答案，因此

可以进行若干次该操作直到序列 {ai}单调不降。此时可以运用定理 6.7。与此同时定理 6.7
右式中进行 ai ← ai − P不会影响答案，故设长度为 k的子序列权值和为 ansk，则

n∑
k=0

ansk xn−k,−α ≡
n∏

i=1

(x + ai + (i − 1)α)(mod P)

由于该等式并不依赖于 P的取值，所以在不取模的意义下两者仍然是相等的。

特殊处理 α = 0的情况，对于其他情况代入 x = −αy并化简，有

n∑
k=0

ansk(−α)n−kyn−k =
n∏

i=1

(−αy + ai + (i − 1)α)

仍可以使用传统方法计算 ansk 的取值。复杂度 O(n log2 n)。

7 排列降低计数

定义 7.1 (降低). 对于排列 π = π1π2 · · · πn，定义

Desπ = {1 ≤ i < n | πi > πi+1}, desπ = |Desπ|

Desπ,k = {1 ≤ i < n | πi − πi+1 = k}, desπ,k = |Desπ,k|(k > 0)

称 Desπ 为排列 π的降低集合，若 x ∈ Desπ 则称 (πx, πx+1)为一个降低对，desπ 称为 π的降

低；Desπ,k 为排列 π的k-降低集合，若 x ∈ Desπ,k 则称 (πx, πx+1)为一个k-降低对，desπ,k 称为

π的k-降低。

定义 7.2 (超过数). 对于排列 π = π1π2 · · · πn，定义

Excπ = {1 ≤ i ≤ n | πi > i}, excπ = |Excπ|

Excπ,k = {1 ≤ i ≤ n | πi − i = k}, excπ,k = |Excπ,k|(k > 0)

称 Excπ 为排列 π的超过集合，若 x ∈ Excπ 则称 (πx, x)为一个超过对，excπ 称为 π的超过

数；Excπ,k 为排列 π的k-超过集合，若 x ∈ Excπ,k 则称 (πx, x)为一个k-超过对，excπ,k 称为 π

的k-超过数。

9来源：LibreOJ 6703，有改动
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我们可以在 Sym(n)与 Rn(Bn)之间建立双射：对于排列 π在所有 (i, πi), 1 ≤ i ≤ n的位置

放车。在这样的描述方式下，降低由于涉及相邻两个车的位置关系描述较困难，而超过数

仅涉及一个车的行列关系更易描述。下面将要介绍的对排列的变换将在降低和超过数之间

建立联系。

7.1 Foata第一基本变换

定义 7.3 (Foata第一基本变换). 对于排列 π，对其进行 Foata第一基本变换即依次进行
以下操作得到另一个排列 π′：

1. 将排列写成轮换形式，即写成 (a1,1, · · · , a1,k1)(a2,1, · · · , a2,k2) · · · 的形式满足 πai, j =

ai,( j mod ki)+1。

2. 将每个轮换中的最大值放到轮换末尾，然后按照轮换中的最大值将轮换从小到大排
序；

3. 将每个轮换看成序列，翻转之后拼接起来得到 π′。

以 π = 61437258举例说明。其轮换表示为 (162)(34)(57)(8)。将每个轮换的最大值放在

轮换末尾得到 (216)(34)(57)(8)，再按照轮换最大值从小到大排序得到 (34)(216)(57)(8)。最

后将每个轮换看做序列翻转后拼接得到 π′ = 43612758。

可以通过建立逆变换的方式证明任意两个不同的排列经过该变换不会得到相同的排列：

对于排列 π′，按照前缀最大值将其分段，对于每一段翻转之后看做轮换形式最后还原排列。

如 π′ = 43612758，其中 4, 6, 7, 8是前缀最大值，故将其划分为 [43][612][75][8]，将每个

段翻转之后看做轮换形式得到 (34)(216)(57)(8)，对应排列 π = 61437258。

不难证明这两个变换互为逆变换，因此这两个变换在 Sym(n)与 Sym(n)之间建立了双

射。注意到 π中 ( j, i)是一个 k-超过对当且仅当 π′中 ( j, i)是一个 k-降低对，因此有

定理 7.1. ∑
π∈Sym(n)

xdesπ =
∑

π∈Sym(n)

xexcπ (17)

∀k > 0,
∑

π∈Sym(n)

xdesπ,k =
∑

π∈Sym(n)

xexcπ,k (18)

即在一定情况下，降低计数问题和超过数计数问题可以相互转化。由于超过数在棋盘

模型中较容易描述，可使用棋盘模型计算超过数的分布，进而得到降低的分布。

例题 7.1. 给定 n和 m个二元组限制，每个二元组限制 (i, j)均满足 1 ≤ i < j ≤ n，表

示在排列中 i, j相邻且 i在 j的前面。对 k ∈ [m, n − 1]求满足所有二元组限制的 n阶排列中
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升高为 k的排列数量，对 998244353取模。n ≤ 106, n − m ≤ 105。定义 n阶排列 π的升高为∑n−1
i=1[πi < πi+1]。

10

由于上文中提到的是降低和超过数的关系，所以先将计算对象转化为降低：将 π中的

所有数 x变为 n − x + 1，然后将所有限制条件 (i, j)变为 (n − i + 1, n − j + 1)。那么每一个

限制 (p, q)都有 p > q，需要计算满足所有二元组限制的排列的降低分布。

考察 Foata 第一基本变换的逆变换过程考虑将问题转化为超过数的计算。由于二元组
(p, q)有 p > q，因此 q一定不是前缀最大值，在逆变换的分段过程中 p和 q一定在一段，即

逆变换得到的排列 π一定有 πq = p。除此以外没有其他限制条件。

故问题转化为给出若干形如 πp = q的条件，求满足条件的排列的超过数的分布。对于

没有限制的情况，由于排列与棋盘放车有一一对应，考虑构建棋盘模型：如图 10所示，考
虑类似 S tn的倒三角形式棋盘，其中黑色格子构成棋盘 S n，则容易知道 hk,n(S n)为超过数为

k的排列数。

图 10: n = 6时的倒三角棋盘。

对于有限制的情况，在 S n 基础上对于每个 πp = q的条件将第 p列和第 q行删除，完

成后将没有被删除的行列按顺序进行重标号。则对于结果棋盘上的任一列，在棋盘 S 中的

二元组的行编号构成一段右端点为 n−m的区间，且左端点随着列的增加单调不降。求出每

一列的区间长度可以从后往前扫描，复杂度 O(m)。

将棋盘旋转不会影响其棋盘多项式，将其旋转 180◦之后得到一个 Ferrers棋盘。使用定
理 6.1计算其棋盘多项式，再使用定理 4.1得到 hk,n(S )。复杂度 O(m + (n −m) log2(n −m))。

例题中描述了如何使用倒三角棋盘计算满足条件的排列中超过数的分布。我们可以对

例题中没有限制的特殊情况进行额外的讨论。

此时需要对每个 k求
∑
π∈Symn

[excπ = k]。由于
∑
π∈Symn

[desπ = k] =
⟨

n
k

⟩
，故求的就是欧拉

数。与此同时图 10是求解
∑
π∈Symn

[excπ = k]的倒三角棋盘 S n，有
⟨

n
k

⟩
= hk,n(S n)。将 S n旋转

10来源：原创
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180◦之后得到 S tn，而上文讨论了 rk(S tn) =
{

n
n−k

}
。使用定理 4.1，有⟨

n
k

⟩
=

n∑
i=k

(−1)i−k

(
i
k

){
n

n − i

}
(n − i)!

这样我们得到了欧拉数与第二类斯特林数之间的一个经典等式。

7.2 k-超过数计数

设 Pn,k,p =
∑
π∈S n

[excπ,k = p]。Pn,k,p 相比超过数的分布计算简单一些，因为其棋盘的形

式更简单：设棋盘 S n,k = {(1, k +1), (2, k +2), · · · , (n− k, n)}，则 Pn,k,p = hp,n(S n,k)。S n,k 满足

不存在两个格子在同行或同列，因此 ri(S n,k) = (n−k
i )。故

定理 7.2.

Pn,k,p =
n−k∑
i=p

(−1)i−p

(
i
p

)(
n − k

i

)
(n − i)! (19)

Pn,k,p 还有一些有趣的性质：

定理 7.3. 对于 0 ≤ k < n，p ≥ 1，有

Pn,k,p = Pn−1,k,p−1 + (p + 1)Pn−1,k,p+1 + (n − p − 1)Pn−1,k,p (20)

证明. 考虑在 π ∈ Sym(n − 1)上按如下方式加入 n得到 n阶排列：先将 n放在 π最后，然后

选择一个位置 i ∈ [1, n]，若 i , n则交换 πi 和 n得到排列 π′。考虑该过程的三种结果：

1. π′n−k = n，即 excπ′,k = excπ,k + 1。此时 excπ,k = p − 1，且仅有 i = n − k可以达到该目

标，方案数为 Pn−1,k,p−1。

2. π′n = i + k，即 excπ′,k = excπ,k − 1。此时 excπ,k = p + 1，且这 p + 1个位置作为 i都合

法，方案数为 (p + 1)Pn−1,k,p+1；

3. 两种情况都没有发生，即 excπ′,k = excπ,k。此时 excπ,k = p，且 n − 1 − p个没有贡献且

不是 n − k的的位置作为 i均合法，方案数为 (n − p − 1)Pn−1,k,p。

合并三者即可得到式 (20)。 □

作为定理 7.3在 p = 0处的补充，有

定理 7.4. 对于 0 ≤ k < n，

Pn,k,0 = (n − 1)Pn−1,k,0 + (n − k − 1)Pn−2,k,0 (21)

证明. 沿用定理 7.3的增量计算方式。考虑两种 excπ,k 的可能：
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1. excπ,k = 0，此时只需要 i , n − k就合法，贡献为 (n − 1)Pn−1,k,0；

2. excπ,k = 1，此时仅有一个 i合法。对于这样的排列 π，在棋盘 S n−1,k上将命中的格子所

在行列删掉然后重标号行列，该方案对 Pn−2,k,0产生贡献。同时对于 Pn−2,k,0的每个方

案，都有 n−1−k种方式加入被删掉的位置使得 excπ,k = 1。故方案数为 (n−k−1)Pn−2,k,0。

将两者合并即可得到式 (21)。 □

定理 7.5. 对于 0 ≤ k < n，有

Pn,k,0 = k!
k∑

r=0

(
k
r

)(
n − k
k − r

)
Pn−k,k−r,0 (22)

证明. 使用棋盘理论解决。由于 S n,k 仅在前 n − k列存在元素，因此考虑枚举最后 k列的情

况。

枚举最后 k列有 r 个车放在 1 ∼ k行，删掉它们所在的行列时不会删掉 S n,k 中的格子，

而剩余 k − r 个车删除行列时会删掉一个格子。选择不删的 r 行的方案数为 (k
r)；选择删的

k − r行的方案数为 (n−k
k−r)；给最后 k列分配行的方案数为 k!。

删掉这 k行 k列后重编号行列，此时还有 n−k列没有确定，新的限制棋盘 S ′满足 |S ′| =
n − r，由于 S ′ 仍满足任意两个格子不在同行或同列，可以通过交换行列使得 S ′ = S n−k,k−r，

故剩余的方案数为 Pn−k,k−r,0。

对于所有 r将每一步的方案数相乘并求和，可以得到式 (22)。 □

定理 7.6. 对于 s ≤ k < n，有

Pn,k,s =

(
n − k

s

)
Pn−s,k,0 (23)

证明. 这个的证明相对简单：恰好有 s个命中棋盘 S n,k，枚举这 s个位置，有 (n−k
s )种情况；

对于每种情况将 s个车所在的行列删掉，剩下 n − k列要选择，有 n − s − k个限制的位置，

因此删掉行列之后的方案数就是 Pn−s,k,0。 □

7.3 X-Y降低计数

定义 7.4. 给定数集 X,Y，对于 n阶排列 π，设

Desπ,X,Y = {1 ≤ i < n | πi > πi+1, πi ∈ X, πi+1 ∈ Y}, desπ,X,Y = |Desπ,X,Y |

Excπ,X,Y = {1 ≤ i < n | πi > i, πi ∈ X, i ∈ Y}, excπ,X,Y = |Excπ,X,Y |

称 Desπ,X,Y 为排列 π的X − Y 降低集合，若 x ∈ Desπ,X,Y 则称 (πx, πx+1)为一个X − Y 降低对，

desπ,X,Y 称为 π的X − Y 降低；称 Excπ,X,Y 为排列 π的X − Y 超过集合，若 x ∈ Excπ,X,Y 则称

(πx, x)为一个X − Y 超过对，excπ,X,Y 称为 π的X − Y 超过数。
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例如 X = {2, 3, 5},Y = {1, 3, 4}时，排列 53142的 X − Y 降低对有 (5, 3)和 (3, 1)。注意

(4, 2)虽然是降低对，但 4 < X所以其不是 X − Y 降低对。

通过 Foata第一基本变换同样可以得到 desπ,X,Y 和 excπ,X,Y 的双射关系：

定理 7.7. 对于 X,Y ⊆ [1, n] ∩ Z，有∑
π∈Symn

xdesπ,X,Y =
∑

π∈Symn

xexcπ,X,Y (24)

计算 excπ,X,Y 仍然可以使用棋盘模型：设 S X,Y = {(i, j) | i ∈ Y, j ∈ X, i < j}，则∑
π∈Symn

[excπ,X,Y = p] = hp,n(S X,Y)

图 11的左侧棋盘展示了 X = {2, 3, 5, 7, 8},Y = {1, 2, 4, 5, 6}时的棋盘 S X,Y。

图 11: X = {2, 3, 5, 7, 8},Y = {1, 2, 4, 5, 6} 时的棋盘 S X,Y 和交换行列后得到的 Ferrers 棋盘
F(0, 0, 0, 2, 2, 3, 4, 5)。

对于这样的棋盘，一个特殊的性质是按照格子个数从小到大排序，可以得到一个 Ferrers
棋盘，如图 11的右侧棋盘所示。因此我们仍然可以使用定理 6.1和定理 4.1来计算对于给
定的 s，

∑
π∈Symn

[desπ,X,Y = s]的值。

由定理 6.4，每个 Ferrers棋盘恰有一个无视空列情况下的严格增 Ferrers棋盘与其对应，
而当该严格增棋盘的列高为 a1 < a2 < · · · < ap 时，可以通过翻转并交换行列得到该棋盘等

价于 S {a1+1,a2+1,··· ,ap+1},N。故有

定理 7.8. 对于任意数集 X,Y 均存在恰好一个数集 X′使得∑
π∈Symn

xdesπ,X,Y =
∑

π∈Symn

xdesπ,X′ ,N (25)

对于图 11中的例子，通过定理 6.4的构造证明，可以得到与 F(2, 3, 4, 5, 5)等价的棋盘

是 F(1, 2, 3, 4, 6)。图 12中给出了图 11对应棋盘的等价严格增 Ferrers棋盘和其翻转、交换
行列之后得到的棋盘 S {2,3,4,5,7},N。
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图 12: 等价的严格增 Ferrers棋盘和 S {2,3,4,5,7},N

最后，在参考文献 [9]中给出了计算
∑
π∈Symn

[desπ,X,Y = s]的公式，但由于其证明没有使

用棋盘理论，故仅在此提出不做过多说明。感兴趣的读者可自行阅读参考文献 [9]。

8 Ferrers棋盘的排列逆序对计数
在 Atcoder Grand Contest中已经出现了轮廓线棋盘排列逆序对个数和的问题11。其给出

的标准算法不基于棋盘理论，故在本文中不进行阐述，但由于该算法需要使用到交换求和

顺序的方式，故拓展性不强。下面介绍的 q-analogue理论虽然只能在 Ferrers棋盘上进行计
算，但其基于对每个排列进行逆序对数的带权，具有更强的拓展性。

8.1 k-棋盘数的 q-analogue形式

q-analogue理论是一类公式的拓展方式。它需要我们引进一些新的符号。
对于 n ∈ R，定义

[n]q =
1 − qn

1 − q

其中 q为形式元。特别地，在 n ∈ N时，可以发现 [n]q = 1 + q + · · ·+ qn−1。

在后面的 q-analogue等式中，可以将 q代入任一使得和式收敛的常数。特别地，约定代

入 q = 1时，对于任意 n ∈ R，[n]1 = n。同时定义 q-analogue下降幂

[n]kq = [n]q[n − 1]q · · · [n − k + 1]q

定义 8.1 (棋盘放车方案的权值12). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆ Bn 和任一

合法放车方案 T ⊆ S，对于 T 中的每一个车 (i, j)，在棋盘 S 中对所有满足 i < k ≤ n的位置

11Atcoder Grand Contest 023 E. Inversion
12大部分英文文献将其定义为逆序对数 inv，但其与对应排列的逆序对数并不相同，为了不产生混淆这里使用权值代替。
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(k, j)和满足 1 ≤ k < j的位置 (i, k)打上标记。设 CS (T )为做完上述操作后 S 中没有被打标

记且没有放车的格子数量，则定义 T 在棋盘 S 中的权值 valS (T ) = |CS (T )|。

需要注意的是这里定义的权值与定义 6.5中定义的权值不同。
如图 13所示，左侧棋盘为棋盘 S = F(1, 2, 2, 4, 4)的一个放车的方案 T = {(2, 1), (3, 2),

(5, 4)}，而右图展示了对其进行标记操作之后对应的棋盘，其中M表示被标记，O表示既不
被标记也没有放车。图上共有 4个 O因此 valS (T ) = 4。

图 13: 一个放车方案和其对应的标记和权值

定义 8.2 (正序对，逆序对). 对于排列 π ∈ Symn，定义

coinvπ = |{(i, j) | i < j, πi < π j}|, invπ = |{(i, j) | i < j, πi > π j}|

分别表示排列 π的正序对数和逆序对数。

对于排列 π和其对应的棋盘放置方案 T，若 T ⊆ S，可以找到 valS (T )与 coinv(π)之间

的关系：

定理 8.1. 对于 n阶排列 π和 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆ Bn，若 T = {(i, πi) |
1 ≤ i ≤ n} ⊆ S，则

valS (T ) +
n∑

i=1

n − ai = coinv(π) (26)

证明. 由于棋盘 S 是 Ferrers棋盘，所以棋盘 S 外的格子一定不会被标记，所以 valS (T ) +∑n
i=1 n − ai 表示的就是 Bn 中没有被标记的格子数量。

对于 Bn 中一个没有被标记且没有放车的格子 (i, j)，由于 |T | = n，故此时有 πi < j，

π−1j > i，其中 π−1j 表示 j在排列 π中的位置。那么 (i, π−1j )此时形成了一个正序对。与此同

时一个正序对 (i, j)也会对应一个没有被标记且没有放车的格子 (i, π j)，因此正序对集合与

没有被标记的格子的集合一一对应，故有式 (26)。 □

同时由于有 coinv(π) + inv(π) = (n
2
)，因此 inv(π)与 valS (T )的关系是简单的。故通过对

k-棋盘数的计算带权来做排列逆序对计数问题是很有发挥空间的。
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定义 8.3 (k-棋盘数的 q-analogue形式). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆ Bn，定

义S 的 q-analogue k-棋盘数
[rk(S )]q =

∑
T∈Rk(S )

qvalS (T) (27)

当 q = 1时，其定义与 k-棋盘数 rk(S )一致。这也是 q-analogue理论在进行拓展的时候
始终满足的一个特性：当 q = 1时可以得到未进行拓展时就已经得出的定义和结论。

8.2 q-analogue形式下的分解定理

对定理 6.1在 q-analogue形式下进行拓展。

定理 8.2 (q-analogue下降幂棋盘多项式分解定理，[10]). 对于 Ferrers棋盘
S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆ Bn，有

n∑
k=0

[rk(S )]q[x]
n−k
q =

n∏
i=1

[x + ai − i + 1]q (28)

证明. 将式 (28)左右看做关于 x的 n次多项式，因此只需要在无限多个点 x上证明式 (28)
成立即可证明式 (28)恒成立。考虑在 x ∈ N上证明。

如图 6在棋盘 S 下面加上 x行得到棋盘 S x。使用两种方式计算 [rn(S x)]q：

1. 枚举 S 的合法子集 T，计算所有合法方案中与 S 交集为 T 的方案的权值和。

设 |T | = k，由于额外加入的 x行不会影响到棋盘 S 中的标记，故 S 上没有被标记且

没有放车的格子数量是 valS (T )。

剩余 n − k列从左往右依次考虑。第一列有 x个位置可以放车，而决定了放车位置后

在这 x 个位置中恰好在其上方的所有格子可以直接贡献到权值。因此从上往下在这

些格子上放车权值会增加 0, 1, 2, · · · , x−1，因此第一列贡献是 1+q+ · · ·+qx−1 = [x]q。

第二列有 x − 1 个位置可以放车，其中从上往下考虑在这些格子上放车权值会增加

0, 1, 2, · · · , x − 2，因此第二列的贡献是 [x − 1]q。

类似考虑，第 i列的贡献为 [x − i +1]q。故子集 T 的贡献为 qvalS (T)[x]n−k
q 。对于 |T | = k

的所有 T 求和，它们的 qvalS (T) 的和为 [rk(S )]q，故一个 k的贡献为 [rk(S )]q[x]
n−k
q 。对

所有 0 ≤ k ≤ n求和，有

[rn(S x)]q =
n∑

k=0

[rk(S )]q(S )[x]
n−k
q

2. 从左往右考虑每一列放车对权值的影响。

考虑到第 i列时，其有 x + ai − i + 1个位置可以放车。与前面类似地，当其确定了放

在哪个位置之后，在这 x+ ai − i+1个格子中在其上方的所有格子可以直接贡献到权
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值。故第 i列的贡献为 q0 + · · ·+ qx+ai−i = [x + ai − i + 1]q，总贡献为每一列的贡献和

的乘积，即

[rn(S x)]q =
n∏

i=1

[x + ai − i + 1]q

合并两式即得式 (28)。 □

定理 8.2在代入 q = 1时即为定理 6.1。特别地，可以代入 x = 0，由于 [0]q = 0，有

引理 8.1 ([4]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an) ⊆ Bn，有

[rn(S )]q =
n∏

i=1

[ai − i + 1]q (29)

这样就得到了
∑

T∈Rn(Bn),T⊆S qvalS (T)的封闭形式，即可以得到所有满足对应棋盘放车方案

落在 S 内的排列 π的逆序对数分布。

由于该式对于任意常数 q是收敛的，因此也可以在该式中代入 q计算所有满足对应棋

盘放置方案在 S 内的排列 π的逆序对带权和。计算所有满足条件的排列的逆序对个数和则

可以将式 (29)两侧看成关于 q的多项式，对 q求导之后再代入 q = 1。

同时注意到 coinv(π) = inv(πr)，其中 πr 表示将 π翻转得到的排列，故对于减 Ferrers棋
盘也有类似的公式。

9 Ferrers棋盘的排列环数计数

9.1 问题引入

例题 9.1 (数圈圈13). 给定整数 n, y和一个长度为 n的整数序列 A = {a1, a2, · · · , an}，保
证序列 A单调不减或单调不增。

构建有向图 G(V, E)，其中 V = {1, 2, · · · , n}，E = {(i, j) | 1 ≤ i, j ≤ n, ai ≥ j}。注意图 G

中可能包含自环。

定义边子集 T ⊆ E合法当且仅当图G′(V,T )中每个点的入度和出度不超过 1，自环对对

应点的入度和出度均贡献 1。定义一个合法边子集 T 的权值为 ycycle(T)，其中 cycle(T )表示
图 G′(V,T )的环数，自环是一个环。

特别地，本题认为 00 = 1。

对于所有整数 0 ≤ k ≤ n，求所有大小为 k的合法边子集的权值和，对 998244353取模。

1 ≤ n ≤ 105, 0 ≤ ai ≤ n, 0 ≤ y < 998244353。

13来源：2021集训队互测 Round 1 C，https://uoj.ac/problem/597
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本题为笔者为 2021年集训队互测命制的题目，由于互测的整体题目难度较高，本题得
分率较低，其中定理 6.1的部分分也鲜有选手得到。下文将讨论的定理 9.2、定理 9.3和定
理 9.6是解决该问题将会用到的定理。

9.2 有向图的覆盖多项式

直接使用棋盘多项式的相关算法计算排列环数相关问题不太现实，因为棋盘数和棋盘

多项式并没有记录与环有关的信息。因此需要对棋盘多项式的定义进行拓展。

注意到可以对 Bn 的所有子集和 n个点的允许有自环但不能有重边的有向图建立双射：

对于 S ⊆ Bn，若 (i, j) ∈ S 则在有向图中从 i到 j连一条边。因此可以借助有向图上的工具

来解决棋盘问题。

定义 9.1 (有向图的覆盖多项式，[2]). 对于 n个点的有向图 G，定义其覆盖多项式

C(G, x, y) =
∑
p≥0

∑
q≥0

cG(p, q)xpyq (30)

其中 cG(p, q)表示用恰好 p条链和恰好 q个环覆盖所有点恰好一次的方案数。一个点

可以构成一条链，一个自环可以构成一个环。两个覆盖方案不同当且仅当使用的边集不同。

举例说明：对于 n = 2，G中包含边 (1, 2), (2, 1)的有向图 G，有四种覆盖方案：

1. {1}, {2}两条链；

2. {1, 2}一条链；

3. {2, 1}一条链；

4. {1, 2, 1}一个环。

因此 C(G, x, y) = x2 + x1 + x1 + y1 = x2 + x + y。

有向图的覆盖多项式与对应棋盘的棋盘多项式之间有重要的联系：

定理 9.1 ([2]). 对于棋盘 S ⊆ Bn，设有向图 G为棋盘 S 对应的有向图，则

C(G, x, 1) =
n∑

k=0

rk(S )xn−k (31)

证明. 对比其 xn−k 次项系数，即需要证明

rk(S ) =
∑
q≥0

c(G, n − k, q) (32)

对于某个有 n − k条链的覆盖方案，恰好有 n − k个点没有出边。且每个点的入出度均

不超过 1，故其对应的棋盘每行列仅有一个格子，总共占据 k个格子，故其对应一个 k个车
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的合法放置方案。与此同时对于一个 k 个车的合法放置方案可以通过上文构建的双射得到

一个 n − k个点没有出度的图，即恰好用 n − k条链覆盖的方案。

因此用 n − k条链、环数不限的方式覆盖图 G 的方案数等于在 S 上放 k个车的合法方

案数，此时有式 (32)成立，故式 (31)成立。 □

这意味着可以通过覆盖多项式来求解棋盘多项式。同时可以发现覆盖多项式实际上是

棋盘多项式的推广，相比棋盘多项式其在环数上也进行了记录，即 cG(p, q)表示的就是在棋

盘 S 上放 n − p个车使得对应到图上有 q个环的方案数。

例题 9.2 (棋盘多项式计算). 给定 n和棋盘 S ⊆ Bn，对于每个 T ⊆ {1, 2, · · · , n}求 S T =

{(i, j) ∈ S | i, j ∈ T }的棋盘多项式，系数对大质数取模。n ≤ 15, |S | ≤ n × n。

设棋盘 S 对应的有向图为G，问题即对于所有子集 T 计算G对点集 T 的导出子图的覆

盖多项式在 y = 1时的形式。

由于覆盖的基本单元是链和环，故先计算 fT , gT 表示覆盖点集 T 的链和环的数量。计

算 f 和 g均可以使用动态规划。 f 的计算容易做到 O(2nn2)，对于 g朴素的动态规划需要记

录覆盖点集、起点、终点，转移时需要枚举出边，复杂度 O(2nn3)，但由于需要计算的是环，

故可以改变状态为 dpT, j 表示覆盖点集 T、起点为 T 编号最小的点、终点为 j的一条链，最

后考虑终点到起点是否有边。复杂度优化到 O(2nn2)。

设 PT = x fT + gT，QT 表示 T 的所有划分的 P乘积和，即

QT =
∑
k≥0

∑
T1,∅,T2,∅,··· ,Tk,∅

[∪k
i=1Ti = T ][∀1 ≤ i < j ≤ k,Ti ∩ T j = ∅]

k∏
i=1

PTi (33)

则由定理 9.1有 [xk]QT = r|T |−k(S T )。

从 P到 Q的运算即为集合幂级数的 Exp运算14。直接进行 Exp则需要对二元多项式进
行 Exp不容易实现，可以考虑代入 x = 0, 1, 2, · · · , n计算出每个 QT 在该处的点值然后插值

求解。复杂度 O(2nn3)。

9.3 Ferrers棋盘覆盖多项式分解定理

上文中在棋盘 S 和 n个点的有向图 G之间的双射要求 S ⊆ Bn，但在部分情况下，棋盘

S 的行列差巨大，此时将其对应的有向图的点数拓展到行列最大值则覆盖多项式次数将会

巨大。同时由于绝大部分点没有入度或没有出度，因此每一个覆盖的方案都会有较多的点

单独构成一条链，这是没有意义的。因此对棋盘额外定义覆盖多项式是必要的。

定义 9.2 (棋盘与放车方案的对应图). 对于一个棋盘或放车方案 S，按如下过程构造其

对应图 GS：

14关于集合幂级数与其运算，可参考 [12]和 https://www.luogu.com.cn/blog/command-block/wei-yun-suan-juan-ji-yu-ji-kuo-zhan
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1. 图 GS 包含编号属于 Z的所有点；

2. 对于 (i, j) ∈ S，在图 GS 的 i与 j之间连一条有向边，除此之外没有其他边。

定义 9.3 (棋盘的覆盖多项式). 定义所有元素的列标号小于等于 n的棋盘 S 的覆盖多项

式

C(S , x, y) =
n∑

i=0

∑
j≥0

ri, j(S )xn−iy j (34)

其中 ri, j(S )表示在棋盘 S 上放 i个车的合法方案中对应图的环数为 j的方案数。

考虑在覆盖多项式上拓展定理 6.1。

定理 9.2 (Ferrers棋盘覆盖多项式分解定理，[3]). 对于 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)，

C(S , x, y) =
∏

1≤i≤n,ai≥i

(x + ai − i + y)
∏

1≤i≤n,ai<i

(x + ai − i + 1) (35)

证明. 可将等式两边看做关于 x的 n次多项式，因此仅需要在无限多个点 x处证明式 (35)
成立即可证明式 (35)恒成立。考虑在 x ∈ N处证明。

如图 6在棋盘 S 下方加上额外 x行得到 S x，新加入的行从上往下编号 0至 −x + 1，即

在 GS 上 1至 n所有点向 −x + 1至 0的所有点连一条有向边得到 GS x。使用两种方式计算∑
T∈Rn(S x) ycycle(GT )：

1. 枚举 S 的合法子集 T，计算所有合法方案中与 S 交集为 T 的方案贡献和。

由于对应图上编号小于 0的点没有出边，故其环数固定为 cycle(GT )。设 |T | = k，则

剩余 n − k列放车方案数为 xn−k。满足 |T | = p, cycle(GT ) = q的 T 个数为 rp,q(S )，对

所有 p, q求和即 ∑
T∈Rn(S x)

ycycle(GT ) =
∑
p≥0

∑
q≥0

rp,q(S )xn−pyq = C(S , x, y)

2. 从左往右填入每个车并考虑贡献。

填入第 i个车时，有 x + ai − i + 1个位置可以放车。

若列 i满足 ai ≥ i，则此时恰好存在一个位置放车后有向图上立即得到一个环：考察

当前有向图中 i所在链的起点 p，若 i没有入度则起点是 i，由于 p ∈ [1, i]所以放在

(i, p)总是合法的，并会得到一个环；除此之外没有其他位置可以成环。

若列 i 满足 ai < i，由于棋盘 S 是 Ferrers 棋盘，因此在图上点 i 一定没有入度。而

ai < i，因此不存在位置放车之后得到一个环。

认为一条边在加入后成环时产生 y的贡献，否则产生 1的贡献，那么对于 ai ≥ i的列

贡献是 x + ai − i + y，对于 ai < i的列贡献是 x + ai − i + 1。故∑
T∈Rn(S x)

ycycle(GT ) =
∏

1≤i≤n,ai≥i

(x + ai − i + y)
∏

1≤i≤n,ai<i

(x + ai − i + 1)
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合并两式即得式 (35)。 □

当 y = 1时，其得到定理 6.1。

9.4 分解定理在减 Ferrers棋盘上的拓展

在减 Ferrers棋盘上定理 9.2不容易拓展。
在定理 9.2的证明中，第一种算法可以直接沿用。对于第二种算法，在减 Ferrers棋盘

上一个自然的想法是从右往左加入依次考虑贡献，但在定理 9.2的证明中，对于 ai ≥ i的情

况总是存在一个位置放车之后可以成环，但减 Ferrers棋盘上这不总是能够实现的：考察例
子 S = F(3, 2, 2)，若第三列放在 (3, 2)，则第二列一定无法成环，因为 (2, 3) < S。

原因是对于减 Ferrers棋盘，( j, i)( j > i) ∈ S , (i, i) ∈ S 并不能推出 (i, j) ∈ S，而在 Ferrers
棋盘上 ( j, i)( j < i) ∈ S , (i, i) ∈ S 可以推出 (i, j) ∈ S。故考虑对 ( j, i)( j > i) ∈ S , (i, i) ∈ S 可以

推出 (i, j) ∈ S 的减 Ferrers棋盘先进行讨论：

定义 9.4 (竖直型减 Ferrers棋盘). 定义减 Ferrers棋盘 S = F(a1, a2, · · · , an)是竖直型减

Ferrers棋盘当且仅当对于任意 i < j，( j, i) ∈ S 可以推出 (i, j) ∈ S。

对于这一类棋盘，上面提到的问题不存在，故有

定理 9.3 (竖直型减 Ferrers棋盘覆盖多项式分解定理，[3]). 对于竖直型减 Ferrers棋盘
S = (a1, a2, · · · , an)，有

C(S , x, y) =
∏

1≤i≤n,ai≥i

(x + ai − (n − i) + y − 1)
∏

1≤i≤n,ai<i

(x + ai − (n − i)) (36)

证明. 在定理 9.2的证明基础上对第二种算法进行修改。从右往左依次考虑每一列的放车位
置，第 i列的方案数为 x + ai − (n − i)。

对于 ai < i的列，由于其是减 Ferrers棋盘，故图上点 i没有入度。同时 i也不能连向自

己，所以不存在位置放车之后可以成环。

对于 ai ≥ i 的列，若其在图上没有入度可以直接连成自环。否则设图上以 i 为终点

的链从起点到终点依次为 p0, p1, · · · , pk−1, pk = i。设该序列的最大值为 pv，则 v , k。由

(pv, pv+1) ∈ S , pv > pv+1得 (pv+1, pv) ∈ S，即 apv+1
≥ pv。而 pv+1 ≥ pk，故 apk ≥ apv+1

≥ pv ≥ p0，

故此时 (i, p0)可以放车。因此对于 ai ≥ i的情况存在恰好一个位置贡献为 y。

故 ai ≥ i的列贡献为 x + ai − (n− i) + y− 1，ai < i的列贡献为 x + ai − (n− i)。将所有列

的贡献相乘即得到总贡献，即得式 (36)。 □

对任意减 Ferrers棋盘 S，对格子 (i, j) ∈ S 编号 min(i, j)，如图 14的左棋盘所示。此时
编号相同的格子构成 L形。设编号为 i的格子构成的 L形下端长度为 qi，左端长度为 pi，如

图 14左图中 p1 = 5, q1 = 6。然后考虑对棋盘进行翻转：对于编号为 i的 L形，若 pi < qi则
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图 14: 减 Ferrers棋盘的编号与翻转操作实例

将 pi 与 qi 交换，得到新的棋盘。图 14的右图就是左图进行翻转得到的棋盘，其中编号为
1, 3的 L形进行了翻转。

接下来将证明两个事实：减 Ferrers棋盘进行翻转操作之后得到的是一个竖直型减 Fer-
rers棋盘；翻转操作前后覆盖多项式不变。

首先对第一个事实进行证明。

引理 9.1. 棋盘 S 是减 Ferrers棋盘当且仅当对所有在棋盘中的格子 (i, j)编号 min(i, j)

后相同编号的格子构成一个 L形，且 ∀pi , 0, pi > pi+1, qi > qi+1。

证明. 对于存在某一个编号不构成 L形的棋盘，一定存在某行或某列不满足恰有一段前缀

的格子属于 S，因此 S 一定不是减 Ferrers棋盘。
考虑按照编号从大到小加入每一个 L形并维护每一列的高度，棋盘 S 是减 Ferrers棋盘

当且仅当在这个过程中每一个编号的 L形加入后都得到减 Ferrers棋盘。
设仅考虑编号 ≥ i + 1的格子构成的棋盘为 F(a1, a2 · · · , aqi+1

)，加入编号为 i的 L形相

当于将序列 F长度为 qi − 1的前缀加一，若序列 F长度不够则在后面补充 0，然后在序列最

前面插入一个 pi。此时同时满足以下两个条件是新棋盘是减 Ferrers棋盘的充要条件：

1. qi > qi+1，若该条件不满足则第 qi+1列将不满足恰有一段行前缀属于 S；

2. pi > pi+1，若该条件不满足则序列 F 不满足单调不增。

即证明引理。 □

定理 9.4. 对减 Ferrers棋盘进行翻转操作后得到的棋盘一定是减 Ferrers棋盘。

证明. 由于减 Ferrers 棋盘编号后每个编号一定是 L 形，因此只需要证明新的棋盘中 pi >

pi+1, qi > qi+1即可。由于初始棋盘满足该条件，因此若第 i个和第 i + 1个 L形均翻转或不

翻转，则条件显然成立。故仅需要考虑只有一个翻转的情况。
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不妨假设编号为 i的 L形不翻转，编号为 i + 1的 L形翻转，另一种情况类似。设原棋

盘中第 i, i + 1个 L的左、下端长度为 pi, qi, pi+1, qi+1，则 pi > qi, pi+1 < qi+1。而 pi > qi >

qi+1, qi > qi+1 > pi+1，因此这两个 L形仍然满足条件。 □

与此同时由于翻转过后的棋盘满足 pi ≥ qi，所以其是竖直型减 Ferrers棋盘。
然后对第二个事实进行证明。我们不证明事实本身，而证明容易推导出事实的结论。

定理 9.5. 对于减 Ferrers棋盘 S 和其翻转得到的竖直型减 Ferrers棋盘 S ′，设集合 PS

表示 GS 中的所有简单有向链和简单环构成的集合，则存在一个双射

ϕ : PS → PS ′

使得若 T ∈ PS，则

1. ϕ(T )和 T 覆盖相同的点集；

2. ϕ(T )是简单环当且仅当 T 是简单环。

一条简单有向链满足至少经过一个点且每个点至多经过一次，一个简单环满足至少经

过一个点且环上每个点的入出度均为 1。

证明. 考虑对 v = maxpi>0 i进行归纳。当 v = 0时，两图都没有边，因此 P中仅有覆盖每个

点的链，此时 ϕ({v}) = {v}满足条件。
当结论对 0至 v − 1均成立时，对于棋盘 S , S ′，由于将编号为 1的格子删掉得到的两个

棋盘 S 1, S ′1满足 S ′1是 S 1翻转得到的，因此存在一个双射 ψ : PS 1
→ PS ′1 满足题设条件。加

入编号为 1的格子可看做在对应图上插入编号为 1的点，原编号为正的点编号加一，然后

从 1向一段正整数的前缀连边，从另一段正整数的前缀向 1连边，自环不重复连接。

对于 T ∈ PS，若 T ∈ PS 1
则 ϕ(T ) = ψ(T )满足条件；若 T = {1}则 ϕ(T ) = T。否则考虑

1在 T 中的情况以及 S 变为 S ′的过程中是否翻转编号为 1的 L形，ϕ(T )的取值如下表：

T 的形态 未翻转时 ϕ(T ) = 翻转时 ϕ(T ) =

R1, 1 ψ(R1), 1 1, ψ(R1)

1,R1 1, ψ(R1) ψ(R1), 1

1,R1, 1 1, ψ(R1), 1 1, ψ(R1), 1

R1, 1,R2 ψ(R1), 1, ψ(R2) ψ(R2), 1, ψ(R1)

其中 R1,R2 为 PS 1
中的某条简单有向链。用逗号将若干个路径或节点连接表示将它们拼接

得到的简单有向链或简单环，其中情况三表示的是简单环，其余是简单有向链。

容易验证 ϕ的一对原像和像满足同时不是环或同时是环，且构成它们的点集是一致的，

故只需要证明这样的连边不会导致某条边不属于 S ′即可。
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对于 R1 或 R2 大小 ≤ 1的情况，其在 ψ下的像为其本身。在 L形未翻转的情况下边没

有发生改变，不会导致连边不存在；在 L形翻转的情况下边的方向也发生了翻转，其所对

应的棋盘上的格子也做了翻转，因此该边也是存在的。

对于 R1 或 R2 大小 > 1的情况，可以利用减 Ferrers棋盘的直接推论“从 1能直接到达

以及能直接到达 1的集合总是其他点的对应集合的超集”论证。由于情况较多仅举一例：

当 T = 1,R1 且编号为 1 的 L 形翻转时，设 ψ(R1) 的终止节点为 w 且 (w, 1) < GS ′，

即 (1,w) < GS，故 GS 中 w 没有入度，则 w 一定是 R1 的起始节点。而 T = 1,R1 意味着

(1,w) ∈ GS 产生矛盾，因此 (w, 1) ∈ GS ′，这条路径是合法路径。

对于其他情况可以类似证明。综合上面的讨论可以证明 ϕ的合法性。 □

综合上述两个事实，有

定理 9.6. 对于任意减 Ferrers棋盘，存在一个竖直型减 Ferrers棋盘与其拥有相同的覆
盖多项式。

构造出对应的竖直型减 Ferrers 棋盘后计算出其覆盖多项式即可得到原减 Ferrers 棋盘
的覆盖多项式。

该分解定理在轮廓线棋盘上使用会受到很大的限制，在参考文献 [3]中进行了一定的讨
论，但由于篇幅原因无法展现，感兴趣的读者可自行阅读。

10 总结

本文对组合数学中的棋盘模型进行了简单的介绍，通过对 Ferrers棋盘的下降幂棋盘多
项式的性质进行应用和推广得到了其在三种排列问题中的应用。

然而本文所介绍的棋盘理论知识仅仅是当下棋盘理论研究成果的冰山一角，如：[7]中
利用棋盘模型得到了与二分图完美匹配相关的若干结论；[1]中给出了定理 6.6的 q-analogue
形式并利用其推导了拓展卡特兰数的若干性质；[10]则利用棋盘理论对 p − q斯特林数给出

了组合解释。这些问题由于本文篇幅有限，且笔者能力有限没有找到它们在实际问题中的

较好应用因而没有一一展开讨论。

希望本文可以起到抛砖引玉的作用，让读者更好地认识棋盘理论，更好地感受棋盘理

论在计数问题中的强大应用。期待有更多使用棋盘模型的问题在信息学竞赛中出现。
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对信息学比赛中选手分数数据的分析

江苏省天一中学 邱天异

摘 要

本文建立了描述信息学比赛的数学模型，并基于该模型研究了过往比赛的选手分数数

据。本文通过统计确定了同一名选手的得分波动所服从的分布，并基于此从联赛分数推算

出了选手整体水平的分布情况。

1 引言

中国高中信息学竞赛的参赛人数和竞赛水平在最近十年中快速提高；这种迅猛的发展

在让竞赛趋于繁盛的同时，也使得选手和教练对竞赛现状的认知难以跟上节拍。

这一情况引起了一些问题，例如：

• 选手对于自己所处的水平段认识不足，从而作出错误的学业规划。
• 出题人对于选手的水平认识不足，导致题目难度和部分分分配失当。
• 选手不了解对手的水平和发挥情况，导致选择了错误的考场策略。
本文将利用数学工具，基于过往比赛的选手分数数据来分析信息学竞赛的现状，以为

上述问题的解决提供助力。

本文中用到的全部数据和计算程序可以在以下网址下载：

• https://files.cnblogs.com/files/turboboost/qty-thesis-statdata.zip
• https://github.com/TianyiQ/ioi2021-thesis/blob/main/qty-thesis-statdata.zip

正文分为三个部分：

第二节 建立用于描述信息学比赛的数学模型，作为后续分析的基础。

第三节 分析同一名选手的得分波动所服从的分布。

第四节 利用 NOIP初赛、复赛的得分数据推算出信息学竞赛选手整体水平的分布情况。
由全文的目标决定，本文将不会对初中信息学竞赛进行研究，因此下文中在提到任何

比赛时默认指面向高中生的比赛。
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图 1: 信息学比赛间的关系

2 建立模型

2.1 赛程和赛制

在引入模型前，先对信息学竞赛的竞赛流程和比赛形式作简要介绍1。

信息学竞赛是一系列比赛的统称。这些比赛整体上呈现“逐级递进”的关系，即下一层

比赛的优胜者晋级上一层比赛。这些比赛按照级别从低到高，大致排列为2：

a. 全国联赛 (NOIP/CSP) —初赛
b. 全国联赛 (NOIP/CSP) —复赛
c. 省队选拔赛
d. 清华/北大学科营 (THUWC/PKUWC/THUSC/PKUSC)
e. 亚太地区竞赛 (APIO)
f. 国家队选拔赛 (CTSC/CTS) —非正式选手
g. 全国冬令营 (NOIWC) —非正式选手
h. 全国决赛 (NOI)
i. 清华/北大集训 (CTT)
j. 全国冬令营 (NOIWC) —正式选手
k. 国家队选拔赛 (CTSC/CTS) —正式选手
l. 国际奥林匹克竞赛 (IOI)
图 1展示了这些比赛间的关系。箭头从低级别比赛指向高级别比赛，表示该低级别比赛

的优胜者可以晋级对应的高级别比赛，箭头上标记的数值表示大致晋级人数。

1赛程和赛制在近几年有小幅变化，本小节中会尽量兼顾新旧两套机制
2后文将用下表中的字母标号来代指对应的比赛
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时长 题数 题目类型 反馈机制 对应比赛

笔试 1~2h 数十 选择题、填空题 无反馈 a
COI赛制 3~5h 3~4 编程题，有多档部分分 无反馈 bcfghk
IOI赛制 3~5h 3~4 编程题，有多档部分分 多次提交、有反馈 deijl

表 1: 信息学比赛采用的赛制

赛制即比赛的进行方式和比赛规则。信息学竞赛中采用笔试、COI赛制（机试）、IOI赛
制（机试）这三种不同的赛制，表 1给出了每种赛制的特点和先前提到的比赛所分别采用的
赛制。

2.2 数学模型

本小节中将建立用于描述一场信息学比赛的数学模型。

2.2.1 基本模型

为了更清晰地界定模型在现实中的适用范围，需要先明确：现实中怎样的对象能被称

为一场“比赛”。

定义 2.1 (现实比赛). 一个现实比赛，即特定的人群在同样的规则下测试同一套题目的
过程。一个现实比赛被参赛人群、规则和题目这三个要素所确定。

在这一定义下，每年中的 a „ l这 12个比赛，自然都是现实比赛。而且，不仅是包含
两天考试的一场完整的比赛算作现实比赛，单独拿出其中一天也算现实比赛。

关于“参赛人群”这一概念需要注意两点：

• 参赛人群只是一个宽泛的范围，而不是具体的选手集合。例如我们可以规定参赛人群
为“所有学习信息学的同学”，但这一规定并不关注张三、李四、王五是否是这个人群的成

员。这样的规定不会给后续的分析带来不利影响，因为我们只关心关于比赛和人群的统计

信息，而不关心每名选手的特点。

• 参赛人群不必囊括实际参赛的整个选手群体；例如在 NOIP初赛中，“所有报名了初
赛的女生”这一参赛群体依然能构成现实比赛。这一点对于后文中跨越不同比赛的分析大

有帮助。

接下来定义从现实比赛抽象而来的数学模型。

定义 2.2 (理想比赛). 理想比赛 A由二元函数HA : r0, 1s ˆ RÑ Rě0 确定，其中HA 连

续且满足
1

ż

0

`8
ż

´8

HApx, δqdδdx “ 1 (1)
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和
`8
ż

´8

δ ¨ HApx0, δqdδ “ 0, @x0 P r0, 1s (2)

此时我们把HA 称为 A的综合分布函数。

接下来将定义：一个理想比赛何时被认为“描述”了一个现实比赛。这也将同时表明综

合分布函数的实际含义。

首先约定一下记号：

• Pr rAs表示事件 A发生的概率。

• E rXs表示随机变量 X的期望值。

定义 2.3. 从现实比赛 B可按如下方式确定一个理想比赛 A：

步骤 1. 记 B的参赛选手集合为有限集 S B ，并在 B的参赛人群（包括人群内部的具体

构成）不变的情况下，假想参赛人数 |S B|趋于无穷。我们之所以能够任意钦定 |S B|，是因

为——如先前所述——B的定义并未指明具体的选手集合。

步骤 2. 每一名参赛选手 p在比赛 B中的实际得分 scorep是一个随机变量，它被各种偶

然因素（如临场发挥）所支配，但是它的分布可以由选手 p和现实比赛 B的三个要素完全确

定。假想对每一名选手 p计算其期望得分 exscorep “ E rscoreps，并取所有选手期望得分的最

大值，记作MB。由于参赛人数趋于无穷，每一个个人的特征可以忽略，故MB “ max
pPS B

exscorep

仅由 B确定。

步骤 3. 从 S B中等概率随机选取一名选手 p，并：

• 定义 r0, 1s上的随机变量 XB “
exscorep

MB
。3易见随机变量 XB 的实际取值与考场上的

偶然因素无关，而是由选取 p的方式确定。

• 定义 R上的随机变量 ∆B “
scorep´exscorep

MB
。易见随机变量 ∆B的实际取值由选取 p的

方式和考场上的偶然因素（如选手临场发挥）共同确定。

◦ 请注意，XB 和 ∆B 的定义中所用的 p是同一名随机选择的选手，而不是独立的两

次选择。

步骤 4. 取 A的综合分布函数HA 为 XB 与 ∆B 的联合概率密度函数，从而确定 A。换

句话说，对所有 x0 P r0, 1s, δ0 P R，需要满足4

x0
ż

0

δ0
ż

´8

HApx, δqdδdx “ Pr rpXB ď x0q ^ p∆B ď δ0qs (3)

3“将每名选手的分数除以最高分数”这一操作，类似于信息学比赛中计算标准分的方式。另外注意到：虽然
exscorep

MB
ď 1，但

scorep
MB
可以大于 1

4也可以直观地理解为HApx0, δ0q “ Pr rpXB « x0q ^ p∆B « δ0qs，不写作 XB “ x0 是因为取等概率为 0
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由(3)知定义 2.2的等式(1)满足；由 E r∆Bs “ 0知等式(2)满足。从而只要联合概率密度
函数HA 存在且连续，A就符合理想比赛的定义。

对于按上述方式得到的 A，我们称 A与 B互相对应。如果按上述过程得到的HA 不连

续或根本不存在，则认为不存在与 B对应的 A。

冗长的定义可以用一句话来作直观的总结：HA px, δq表示真实水平（即期望得分）约

为 x（x P r0, 1s为按最高分折算后的标准分）、实际表现约为 x ` δ（同样表示标准分）的

选手的期望人数占总人数的比例；之所以实际表现会偏离真实水平——以及这里之所以说

“期望人数”——是因为考场上的各种偶然因素为比赛结果带来了随机性。

可以看到，理想比赛这一模型只考虑了哪些结果可能出现，而未考虑哪种结果实际出

现。而在现实中，能够获知的却只有实际出现的结果——和它恰恰相反。下面定义的概念

将处理这一问题。

定义 2.4 (分数分布函数). 对理想比赛 A，定义其分数分布函数 CA : RÑ Rě0 满足

CApsq “

1
ż

0

HApx, s ´ xqdx, @s P R

命题 2.5 (分数分布函数的实际含义). 对现实比赛 B和与之对应的理想比赛 A，假想比

赛 B的参赛人数 |S B|趋于无穷，等概率随机选取选手 p P S B，则5：

Pr
„

scorep

MB
ď r

ȷ

“

r
ż

´8

CApsqds, @r P R

证明.

Pr
„

scorep

MB
ď r

ȷ

“ Pr rXB ` ∆B ď rs

“

ĳ

tpx,δq:xPr0,1s,δPR,x`δďru

HApx, δqdpx, δq

“

ĳ

tpx,sq:xPr0,1s,sPp´8,rsu

HApx, s ´ xqdpx, sq

“

r
ż

´8

¨

˝

1
ż

0

HApx, s ´ xqdx

˛

‚ds

“

r
ż

´8

CApsqds

�

5也就是说CA 为随机变量
scorep

MB
的概率密度函数。和先前类似，这里也可以直观理解为CAprq “ Pr

”

scorep
MB

« r
ı
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在上面四个定义中，涉及到现实情况的部分难免有模糊之处；实际应用中对这几条定

义的执行，也不可避免地需要作近似处理。但即便如此，作出这些规定依然能极大地帮助

我们厘清思路并发现隐含的前提。

2.2.2 特殊情况下的模型

在一场现实比赛 B中，每一个选手 p P S B 的实际得分相比真实水平的“得分偏移量”
scorep´exscorep

MB
都是一个随机变量。如果所有选手的“得分偏移量”独立同分布，对我们的模

型意味着什么？

容易想到，此时随机变量 ∆B的概率分布就和任何一个选手的“得分偏移量”的概率分

布完全相同。换句话说，在定义 2.3的步骤 3中，不论我们钦定选取哪一个 p，∆B取任何一个

值的概率都是固定的，且恰好等于在不固定 p的情况下 ∆B取这个值的概率。再换句话说
6：

Pr rp∆B ď δq|pXB “ xqs “ Pr r∆B ď δs , @ pδ P R, x P r0, 1s ,Pr rXB “ xs ą 0q

即随机变量 XB,∆B独立。在研究这件事之前，我们需要一对新的定义。

定义 2.6 (期望值分布函数和偏移量分布函数). 对任意的理想比赛 A：

• 定义其期望值分布函数XA : r0, 1s Ñ Rě0 满足

XApx0q “

`8
ż

´8

HApx0, δqdδ, @x0 P r0, 1s

• 定义其偏移量分布函数∆A : RÑ Rě0 满足

∆Apδ0q “

1
ż

0

HApx, δ0qdx, @δ0 P R

命题 2.7 (期望值分布函数和偏移量分布函数的实际含义). 对现实比赛 B和与之对应的

理想比赛 A：

• XA 为 XB的概率密度函数。换句话说7：

PrrXB ď x0s “

x0
ż

0

XApxqdx, @x0 P r0, 1s

• ∆A 为 ∆B的概率密度函数。换句话说8：

Prr∆B ď δ0s “

δ0
ż

´8

∆Apδqdδ, @δ0 P R

6和之前类似，这里之所以不写 ∆B “ δ，是因为取等概率为 0
7也可以直观地理解为：PrrXB « x0s “ XApx0q
8也可以直观地理解为：Prr∆B « δ0s “ ∆Apδ0q
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证明比较显然，这里略去。下面考虑 XB,∆B间的独立性带来的性质。

命题 2.8. 对现实比赛 B和与之对应的理想比赛 A，如果 XB与 ∆B独立，则：

HApx0, δ0q “ XApx0q∆Apδ0q, @px0, δ0q P r0, 1s ˆ R (4)

更进一步，(4)是 XB与 ∆B独立的充要条件。

证明.

Pr rp∆B ď δ0q|pXB “ x0qs “ Pr r∆B ď δ0s , @ pδ0 P R,Pr rXB “ x0s ą 0q

ô

¨

˝

δ0
ż

´8

HApx0, δqdδ

˛

‚

M

XApx0q “

δ0
ż

´8

∆Apδqdδ, @ pδ0 P R,XApx0q ą 0q

ô
HApx0, δ0q

XApx0q
“ ∆Apδ0q, @ pδ0 P R,XApx0q ą 0q

ô (4)

最后一步中还需要特别考虑XApx0q “ 0的情况，不难自行补全。 �

定义 2.9 (简单理想比赛). 如果理想比赛 A满足 (4)式，则称它是简单的。

由命题 2.8，对于简单理想比赛 A，从XA,∆A 可唯一确定HA ，进而能够确定 CA 。

命题 2.10 (简单理想比赛的分数分布函数). 对简单理想比赛 A :

CApsq “

1
ż

0

XApxq∆Aps ´ xqdx, @s P R

证明显然，这里略去。

2.3 几个关键的假设

为了使得后续分析成为可能，我们还需要对真实情况作一些近似处理。近似处理的具

体方式由本小节的几个假设给出。

假设 2.11. 对任何一个信息学（现实）比赛 B，都存在符合定义 2.2的理想比赛 A与其

对应。

假设 2.12. 对任何一个现实比赛，如果它的规则基于 COI或 IOI赛制，则它对应的理想
比赛是简单的。
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假设 2.13. 考虑所有基于 COI或 IOI赛制的现实比赛，考察它们对应的理想比赛的偏
移量分布，这些分布应该是相似的，即它们应该有相同的形式，即使其中的参数可能有不同

的取值。

在给出下一个假设之前，还需要定义一个概念。

定义 2.14 (缩放等价). 对简单理想比赛 A1, A2 ，当存在线性映射 f pxq “ αx ` β pα P

Rą0, β P Rq同时满足以下条件时，称 A1, A2 缩放等价，称 f 为 A1, A2 间的等价映射：

1. f p1q “ 1

2. ∆A2 pαδq “ ∆A1 pδq ¨ α´1, @δ P R

3. sXA2 p f pxqq “ sXA1 pxq ¨ α´1, @x P R，其中

sXpxq “

$

&

%

0 x R r0, 1s

Xpxq x P r0, 1s

命题 2.15 (缩放等价的实际含义). 对缩放等价的 A1, A2 及其等价映射 f ，有以下关系9：

1.
δ0
ż

´8

∆A1 pδqdδ “

αδ0
ż

´8

∆A2 pδqdδ, @δ P R

2.
x0
ż

´8

sXA1 pxqdx “

f px0q
ż

´8

sXA2 pxqdx, @x P R

证明. 先来看关于∆A1 ,∆A2 的部分：

δ0
ż

´8

∆A1 pδqdδ “

δ0
ż

´8

∆A2 pαδqαdδ

“

αδ0
ż

´8

∆A2 pαδqαdpαδq ¨ α´1

“

αδ0
ż

´8

∆A2 ptqdt

对于 sXA1 ,
sXA2 同理，这里不再重复。 �

假设 2.16. 对现实比赛 B1（对应理想比赛 A1）和 B2（对应理想比赛 A2），如果 B1, B2

的规则都基于 COI或 IOI赛制，且它们的参赛人群相同，则 A1, A2 一定缩放等价。

9可以直观理解为：现实比赛 B1（对应于 A1 ）中的分数，经过 f : x ÞÑ αx ` β的变换之后，变成了现实比赛 B2（对应于 A2

）中的分数
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对这些假设无法予以严格的证明，但在此可以列举一些感性的理由，来说明它们大体

上是可靠的。

1. 如果假设所有比赛在考查角度上没有差异（因为我们只关心普遍的统计特征，所以
这种假设是合理的），那么一名选手的解题能力（即，能够在比赛中解出多大难度的题目）

就一定是固定的。

2. 当组题人为一场比赛选择题目、出题人为命制的题目设置部分分时，他们会有意识
地给较难的任务设置较高的分值、给较简单的任务设置较低的分值，而具体多高、多低，则

取决于他们心中作的判断。虽然不同的人可能作出不一样的判断，但这些判断应该大体上

是“成比例”的。例如：张三认为算法 2应当获得三倍于算法 1的得分、李四认为算法 2应
当获得 2.5倍于算法 1的得分，这两种判断在比例上是大致相符的。

3. 综合 1和 2，我们知道了：每个选手的能力可以看作是不变的；选手比赛中完成的任
务难度与所获分数间的关系，这一关系在不同比赛之间应该是“成比例”的。所以只要选手

集合不变，不同比赛的“选手期望得分构成的分布”也应该是“成比例”的（特别地，这两

个分布的最大值也应该是相对应的，所以在定义 2.14中要求 f p1q “ 1）。这就为假设 2.16关
于期望值分布的部分和对 f p1q “ 1的要求提供了依据。

4. 根据经验，一名选手考场发挥的稳定与否与水平高低等因素没有明显的相关性；所
以虽然不同选手的稳定性存在差异，但是在样本很大时，这种差异不会给统计结果带来较

大的系统性的偏差，因此我们近似地认为所有选手水平发挥的稳定性是相同的。又因为得

分与实际表现出的能力是“成比例”的，所以所有选手比赛得分的稳定性也是相同的。这为

假设 2.12、假设 2.13和假设 2.16关于偏移量分布的部分提供了依据。
5. 真实的比赛中“离散”的特性——比如选择题三分一道——可以在理想化的模型中

忽略。这样在人数趋于无穷时，我们很容易想到：其各种统计数据会是“连续”的。因此

2.11是一个很自然的假设。
6. 根据经验，在 COI赛制中表现好的选手，在 IOI赛制往往表现也很好；反之亦然。因

此 COI/IOI赛制间的差异至多会对选手期望得分的分布起到缩放的作用，而不会带来本质
的改变。类似地，选手在 COI/IOI赛制中发挥稳定性的差异，也只有量的差别而无质的差
别。所以，认为 COI/IOI赛制的比赛有着本质相同（即在缩放后完全相同）的期望值分布、
偏移量分布，是合理的。

7. 假设 2.12会带来一个问题：如果一名选手的期望得分十分接近 0，但他的分数波动
的幅度仍被认为与其他选手相同，就会使他可能考出“负分数”，并使得分数分布函数在负

数处的点值非零。由于本文只研究近似的结果，且考虑到该现象并不会十分显著（因为一

场比赛中只会有很少的选手期望得分接近 0），所以可以容忍这一不合理的现象。
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参赛总人数 正式选手人数 非正式选手人数 选拔人数

北大集训 2018 约 60 50 约 10 15
北大集训 2019 约 70 50 约 20 15
北大集训 2020 约 90 50 约 40 30

表 2: 三场比赛的参赛情况

3 偏移量分布的测量

由假设 2.13，COI/IOI赛制下偏移量分布有一定的形式。本节中，将利用过往比赛的分
数数据得到偏移量分布的形式。

3.1 数据的获取

数据来自以下三场比赛：

• 2018年北大集训（字母标号 i）
• 2019年北大集训（字母标号 i）
• 2020年北大集训（字母标号 i）
选用它们的原因是，北大集训包含连续进行的四场考试，更多的考试场数使得我们能

够更精确地估计每一名选手的期望分数。

这些比赛的参赛情况见表 2。
根据经验判断，这三场比赛中并非所有选手都全情投入。因此为了保证数据可靠性，对

每场比赛只取总排名10中最靠前的 1.5K „ 2K 名选手的数据，其中 K 表示当场比赛的选拔

人数。具体地说：北大集训 2018取前 30名、北大集训 2019取前 30名、北大集训 2020取
前 50名。另外为保证比赛之间的统一性，后文中在计算考试分数标准差时，每场比赛只取
总排名中前 30名的分数。

3.2 数据的加工处理

三场比赛的参赛选手共计 110人次，我们将他们视为 110名不同的选手。三场比赛共
计 12场考试，我们将它们视为 12个不同的现实比赛。参加这些现实比赛的共计 440人次。
虽然这 12个现实比赛的参赛人群是相同的（国家集训队选手和精英培训选手），但它

们在题目难度等方面并不相同，如果直接将它们的数据汇总起来的话，会使得数据失去意

义。为解决这一问题，我们需对比赛得分进行变换。

10总排名中按每天标准分总和降序排列
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对信息学比赛中选手分数数据的分析 江苏省天一中学 邱天异

命题 3.1. 对缩放等价的理想比赛 A1, A2 及其等价映射 f pxq “ αx ` β，有

α “
Stddev rCA2 s

Stddev rCA1 s

其中 Stddev rFs表示以 F 为概率密度函数的随机变量11的标准差。

另外注意到由 f p1q “ 1可得 f pxq “ 1 ´ αp1 ´ xq，所以不必再考虑 β的取值。

证明.

CA1 psq “

1
ż

0

XA1 pxq∆A1 ps ´ xqdx

“

`8
ż

´8

XA1 pxq∆A1 ps ´ xqdx

“

`8
ż

´8

`

sXA2 pαx ` βq ¨ α
˘

p∆A2 pαps ´ xqq ¨ αq dx

“

`8
ż

´8

α2
sXA2 pαx ` βq∆A2 pαs ` β´ pαx ` βqq dpαx ` βq ¨ α´1

“ α

`8
ż

´8

sXA2 ptq∆A2 ppαs ` βq ´ tqdt

“ αCA2 pαs ` βq, @s P R

设连续型随机变量 Y1 满足其概率密度函数为 CA1 ，Y2 满足其概率密度函数为 CA1 ，

则 αY1 ` β 与 Y2 同分布。从而
12 Var rY2s “ Var rαY1s “ α2 ¨ Var rY1s ，于是 Stddev rY2s “

α ¨ Stddev rY1s。 �

结合等价映射的实际含义和命题 3.1，可以得到对前述 12个现实比赛 B1¨¨¨12 的分数做

变换的方法：

步骤 1. 记 B1¨¨¨12 对应的理想比赛为 A1¨¨¨12 。

步骤 2. 构造 A1
1¨¨¨12 满足 Ai 与 A1

i 缩放等价，且等价映射为 fipxq “ 1 ´ 1´x
c¨StddevrCAi s

。这

里 c “ 4为根据实际数据所选取的固定常数，用来避免产生负分数。

步骤 3. 则 A1
1¨¨¨12这 12个理想比赛完全相同（即它们的综合分布函数相同），且与 A1¨¨¨12

中的每一个缩放等价。

11换句话说，这样的随机变量 Y 满足 Pr rY ď ts “
t
ş

´8
Fpsqds, @t P R

12这里 Var rYs表示随机变量 Y 的方差
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对信息学比赛中选手分数数据的分析 江苏省天一中学 邱天异

另外须注意，根据定义 2.3的步骤 2，我们需要对每个现实比赛 Bi确定选手期望分数的

最大值 MBi 。这里可以用实际分数的最大值来近似地代替期望分数的最大值。

因为 A1
1¨¨¨12 与 A1¨¨¨12 中的每一个缩放等价，所以我们只需测量 A1

1¨¨¨12 的偏移量分布，即

可得到结论。现在开始目标将转为测量 A1
1¨¨¨12 的偏移量分布；为便于表述，记 B1

1¨¨¨12 表示

A1
1¨¨¨12 对应的现实比赛。

现在我们得到了 12个完全相同的理想比赛 A1
1¨¨¨12 ，和每个理想比赛对应的现实比赛的

分数数据；而因为 A1
1¨¨¨12完全相同，所以所有这些分数数据可以直接合并。现在我们有了一

个理想比赛（记为 A1，对应现实比赛 B1）和对应的 440名选手的分数数据。原先的 110名
选手，每人对应着 B1 中的 4名选手。

对于 110名选手中的每一位，为了能够对比他在 B1 中的期望分数和他的四个“分身”

的实际分数，我们还需要估算前者的值。这里可以用该名选手在他所参加的 4场现实比赛
B1

i 中的平均分，来近似地代替在 B1 中的期望分数。

综上所述，我们会按如下的流程来加工分数数据：

步骤 1. 对 12场考试中的每一场，将其中每一名选手的分数除以该场考试的最高分13，

并以此代替原始分数。

步骤 2. 对 12场考试中的每一场，计算总排名前 30的选手的分数标准差 σ（这里的分
数是指步骤 1中得到的商），然后将其中每个选手的分数 x施以变换14 x ÞÑ 1 ´ 1´x

4σ ，并以此

代替原始分数。

步骤 3. 对 110名选手中的每一位，计算他在 4场考试中的平均分，然后计算他在每场
考试中的得分与这一平均分的差。

这样可以对每名选手计算出 4个差值，共计 440个值，每个值都表示一名选手在一场
比赛中实际得分与期望得分的差距。这 440个值即对应着随机变量 ∆B1 的取值，它们将会是

下一小节的分析对象。

3.3 拟合的方法和结果

观察上一小节中获得的 440个数值的分布情况，发现：
• 整个分布大体上对称，且以 0为对称中心。

• 数值的分布中间稠密、两边稀疏，所有数值的绝对值都小于 1。
• 分布的形状类似钟形曲线。

受此启发，尝试用正态分布曲线来拟合这些数值。具体方法如下：

步骤 1. 对于 t “ ´1.0,´0.9, ¨ ¨ ¨ , 1.0，计算：落在 rt ´ 0.05, t ` 0.05q中的数值个数与

总个数 440的比值。这个比值记作 cptq。

13即信息学比赛中计算标准分的过程
14除以标准差这一步的作用也可简单理解为，消除题目区分度不同所带来的影响
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步骤 2. 在平面直角坐标系中画出 t ´ cptq散点图。

步骤 3. 选取合适的参数 σ ą 0，以使得函数

f ptq “

t`0.05
ż

t´0.05

Pσ2 pxqdx

的图像与这些 t ´ cptq数据点尽可能贴近。

这里 Pσ2 表示期望值为 0、方差为 σ2 的正态分布（用 Np0, σ2q表示）的概率密度函数，

满足

Pσ2 pxq “
1

?
2πσ

exp
ˆ

´
x2

2σ2

˙

再记

Rσ2 ptq “

t
ż

´8

Pσ2 pxqdx

为正态分布 Np0, σ2q的累积分布函数，则有15 Rσ2 ptq “

´

1 ` erf
´

x?
2σ

¯¯

{2，其中 erf 表示

误差函数。

最后注意到
t`0.05
ż

t´0.05

Pσ2 pxqdx “ Rσ2 pt ` 0.05q ´ Rσ2 pt ´ 0.05q

于是在进行拟合的过程中我们可以方便地计算这一定积分。

图 2展示了拟合的结果。可以看到，除了约 3个数据点以外，其余数据点均与曲线贴合

紧密。为了验证这些数据是否确实服从正态分布，还需绘制 Q-Q图来进行检验。

图 3展示了所绘制的 Q-Q图。注意，该图的坐标轴经过缩放，故坐标轴上标注的数值
仅能代表相对的比例关系。

图 3中有 440 个蓝色叉号，所有叉号的横坐标、纵坐标非严格递增。其中第 k 个叉号

(1 ď k ď 440)对应着 440个数值中的第 k小值 valk ，叉号的横坐标 xk 等于对应的数值 valk
，而叉号的纵坐标 yk等于：440个服从正态分布 Np0, σ2q的数值中，第 k小值的期望；其中

的 σ是待定的参数。可以证明 yk 满足 Rσ2 pykq “ k
440`1 ，于是由这一关系可以求出 yk 。

如果这 440个数值服从 Np0, σ2q的话，容易想到应该有 xk « yk ，也就是说所有叉号落

在直线 y “ x附近。我们通过选取合适的 σ ą 0来让叉号尽可能贴近直线 y “ x，最终的结

果就是图 3。可以看到，叉号与直线紧密贴合，所以这些数据确实服从正态分布16。又由假

设 2.13，这一规律对任何 COI/IOI赛制的比赛都成立。

15误差函数 erf 没有闭合形式，这个式子可以视为 erf函数的定义式
16注意到，缩放坐标轴和改变 σ的取值，这两种操作对图像的改变其实是完全相同的，所以缩放坐标轴不会影响结论的可靠

性
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图 2: 散点图和拟合结果

定理 3.2 (偏移量分布的形式). 对任何基于 COI或 IOI赛制的现实比赛，其对应的理想
比赛的偏移量分布是期望值为 0的正态分布。

4 选手整体水平的估计

本节将借助联赛初赛（字母标号 a）和联赛复赛（字母标号 b）的分数数据，来估计全
国信息学竞赛选手整体水平的分布情况。

选手的“水平”是一个模糊的概念；为了将其量化，我们将用一名选手在联赛复赛中的

期望分数来衡量这名选手的水平。

虽然由假设 2.16，不同年份的联赛复赛（所对应的理想比赛）是缩放等价的；但它们毕
竟不相同，因此“在联赛复赛中的期望分数”这一概念需要澄清。4.1小节将处理这一问题，
并完成对复赛分数数据的初步分析。接着，4.2小节将从分数数据中，得到复赛在去除了初
赛的筛选所带来的影响后，其（对应的理想比赛的）分数分布函数的表达式。最后，4.3小节
将从分数分布计算出对应的期望值分布，这一分布即可体现全国选手整体水平的分布情况。

本节中会多次对现实情况作近似、作假设，于是也会不可避免地带来可观的误差。因

此，本节的目标旨在估计而非精准计算，所得的结果仅能反映趋势而不保证精确。

4.1 复赛分数数据的获取、加工和拟合

数据来自以下 6场比赛：
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图 3: Q-Q图，关于比赛分数差值数据和正态分布绘制
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参赛人数 获奖人数 满分 最高分 获奖分数线

NOIP2016复赛 约 8300 约 5900 600 600 100
NOIP2017复赛 约 10300 约 6600 600 600 80
NOIP2018复赛 约 12900 约 8000 600 600 120
CSP2019复赛 约 13900 约 8800 600 600 80
CSP2020复赛 约 11000 约 6700 400 400 30
NOIP2020复赛 约 4700 约 3600 400 400 60

表 3: 6场比赛的相关数据

• NOIP2016 —复赛（字母标号 b）
• NOIP2017 —复赛（字母标号 b）
• NOIP2018 —复赛（字母标号 b）
• CSP2019 —复赛（字母标号 b）
• CSP2020 —复赛（字母标号 b）
• NOIP2020 —复赛（字母标号 b）17

之所以只采用 2016年及以后的比赛，是出于两个原因：
• 年代过于久远的比赛对当今的参考意义有限。
• 仅有的数据来源为NOI官网上的获奖名单公示，故只能取得获奖选手的分数信息。而

自 2016年起 CCF更改了获奖规则，增加了获奖人数，使得可以获取的数据量大了许多。

表 3展示了关于这 6场比赛的几项统计数据。

由假设 2.16，这 6场现实比赛（所对应的理想比赛）是缩放等价的。进而由命题 3.1，这
6场现实比赛所对应的理想比赛，在对分数作变换（变换方式见 3.2小节）后，将成为完全
相同的理想比赛。

于是，与 3.2小节类似，数据加工将按以下步骤进行：
步骤 1. 将所有比赛中所有选手的分数除以当场比赛的最高分（也就是计算标准分；注

意到最高分等于满分），用以代替原始分数。

步骤 2. 去除所有 ă 0.2的分数。这是因为在这 6场比赛中，获奖分数线与最高分的商
的最大值为 0.2；这意味着分数低于 0.2的选手中有一部分未能获奖，于是这些选手中其余

部分的数据也失去意义，因此一并剔除。

步骤 3. 对每场比赛计算分数标准差 σ，然后对分数作变换 R : x ÞÑ 1 ´ 1´x
5.52σ ，并用变

换结果代替原分数。使用系数 5.52的理由稍后说明。

步骤 4. 对每场比赛计算最低分，取所得的 6个最低分的最大值 T，并剔除所有ă T 的

分数。这一步的理由与步骤 2中的类似：分数低于 T 的部分选手未能获奖，故将这些选手连

同已获奖的那些一并剔除。计算可得 T « 0.200，与步骤 2中的阈值保持一致；这正是系数

172020年情况较为特殊，NOIP与 CSP同时存在，且 NOIP初赛与 CSP初赛合并为同一场比赛
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5.52的主要作用。

步骤 5. 现在所有这些分数数据属于同一理想比赛 A（满足 A与原先 6个现实比赛所
对应的理想比赛缩放等价），将它们汇集起来即可。注意到我们所取得的并非完整的分数数

据，而只是 ě 0.2的那一部分分数。

本节中我们约定使用理想比赛 A作为衡量选手水平的标尺，也就是说我们将用一名选

手在 A中的期望分数，来代表该名选手的水平。后文中如果作为一个现实比赛提到“联赛

复赛”，则默认指 A对应的现实比赛。

经过上述加工后，我们得到了 26907个落在 r0.2, 1s之中的分数数据。由命题 2.5，这些
数据应当服从 CA 所描述的概率分布。

受数据限制，我们暂时只关心 r0.2, 1s这一分数区间上的分布情况。即我们要确定函数

F : r0.2, 1s Ñ Rě0，满足在任何一个区间 ra, bs上，F的定积分在数值上约等于：落在 ra, bs

中的分数数值个数，与数值总个数 26907的比值。注意到在 F 和 CA 之间有这一关系：

Fpsq “ CApsq
L

1
ż

0.2

CAptqdt, @s P r0.2, 1s

观察分数数据，可以发现数值的分布左侧（即靠近 0.2一侧）稠密、右侧（即靠近 1一

侧）稀疏，于是尝试用递降的多项式函数、对数函数等常见函数，以及截尾指数分布、截尾

正态分布等“向左倾斜”的常见概率分布来拟合之。实验发现使用对数函数的拟合效果大

幅好于其他方式，以下将描述对数函数的拟合过程和结果。

步骤 1. 对于 t “ 0.25, 0.30, ¨ ¨ ¨ , 0.95，计算：落在 rt ´ 0.05, t ` 0.05s中的数值个数与

总个数 26907的比值。这个比值记为 cptq。

步骤 2. 在平面直角坐标系中画出 t ´ cptq散点图。

步骤 3. 选取参数 α并令 Fpxq “ α logpxq。注意到函数 F 在 r0.2, 1s上的定积分必须

等于 1，由此可唯一确定 α的取值；计算得到 α « ´2.09156。

步骤 4. 检查函数

Gptq “

t`0.05
ż

t´0.05

Fpxqdx

的图像是否与 t ´ cptq散点图吻合。

图 4展示了拟合的结果。可以看到全部数据点与曲线贴合紧密，且算得残差平方和约为
3.3¨10´4，显示出了较好的拟合效果。基于此，我们确定取 Fpxq “ α logpxq，其中α « ´2.09156

。
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图 4: 散点图和拟合结果

我们推测在区间 r0, 0.2q 上，分数的分布依旧近似地符合对数曲线的形态。假定如此，

则分数区间 r0.2, 1s上的人数占总人数的比例应该等于

1
ş

0.2
´ logpxqdx

1
ş

0
´ logpxqdx

« 0.478

进而根据分数区间 r0.2, 1s上的总人数为 26907，可推算出（前述 6场比赛的）参赛总人数
约为 56300。该值与实际的复赛报名人数1861100接近，于是我们的假设得到验证。

由此可知 A的分数分布函数的表达式同样形如CApsq “ β logpsq，其中系数 β可由等式

1
ż

0

CApsqds “ 1

唯一确定；计算得 β “ ´1。

命题 4.1. CApsq “ ´ logpsq，其中 s P p0, 1s且 A是根据 4.1小节中描述的过程所确定的
理想比赛。

18这之中包括数千名缺考选手，故真正参赛的人数会低于 61100
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4.2 结合初赛的分析

这一小节将对于复赛所对应的理想比赛 A，在去除了初赛的筛选性所带来的影响后，计

算所得的新的理想比赛（记为 A1 ）的分数分布函数。其中，4.2.1小节将给出初赛分数数据
的来源，4.2.2小节将结合这些数据给出关于初赛的几个假设；第 4节的其余部分都将依赖于
这些假设。4.2.3小节将计算初复赛（所对应理想比赛）的偏移量分布的标准差，以为 4.2.4小
节中 CA1 的计算做好准备。

4.2.1 初赛分数数据的获取

分数数据采用 NOIP2018初赛北京赛区的成绩。该场比赛共 781人获得非零分数（零分
视为缺考），其中 536人晋级复赛并获得非零分数；该场比赛满分 100分，最高分 96分，晋
级分数线约为 35分；全国最高分为 100分。有关初赛的全部数据获取自官方网站上的成绩
公示。

采用该场比赛的原因：后续分析需要分数表上包含选手姓名；而笔者所能找到的其他

年份、其他省市的成绩公示，均未包含这一信息。

知道了选手姓名，我们就可以查询该名选手在 NOIP2018 复赛中的得分。通过这种方
式，我们获得了 536名晋级者的初赛和复赛分数。由于官方网站上的成绩公示仅包括获奖
选手，这里所使用的北京选手复赛分数是按民间数据测试出的成绩。

除此以外，在 4.2.4小节中，还将使用 CSP2019初赛的全国分数数据，这些数据从官方
网站上各省市发布的成绩公示汇总得到。CSP2019初赛报名人数 48812人，由于个别省份
仅公示了晋级选手或未缺考选手的分数，最终收集到 47264人的数据。

全国分数数据的来源之所以采用 CSP2019，是因为自 2019年起才有完整的初赛分数公
示。

4.2.2 关于初赛的几个假设

不同于复赛，信息学联赛的初赛是分省考试、分省排名的，这会给本文的分析带来很

大困难。为了规避这一问题，我们作如下假设：

假设 4.2. 每一年的联赛初赛为全国统一考试、统一排名，全国范围内分数最高的若干
名选手晋级复赛。

作出这一假设，意味着忽略不同省市间选手水平和竞争激烈程度上的差异，并用全国整

体的选手水平和竞争激烈程度来代替之。即使如此，我们一般也并不能直接用一个地区的

数据来“代表”全国的数据，而是只有在所研究的量与地域没有明显关联时（例如 4.2.3小
节中研究同一名选手的初赛得分与复赛得分间的关系）才能这样做。

在给出下一个假设前，先对 2018北京初赛的分数做一点分析。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 19



对信息学比赛中选手分数数据的分析 江苏省天一中学 邱天异

100 150 200 250 300 350 400 450
0

20

40

60

80

100

图 5: 平均分折线图

步骤 1. 将 536名晋级选手按初赛分数分组：分数在 r30, 40q中的、在 r40, 50q中的、……

、在 r90, 100q中的，分别分为一组，共计 7组。
步骤 2. 对每一组计算初赛平均分和复赛平均分。
步骤 3. 对每一组，以复赛平均分为横坐标、初赛平均分为纵坐标，将数据点画在二维

平面上，并将这些数据点连成折线图。

所得的折线图如图 5所示。可以看到，这些数据点近似地连成一条直线；这提示我们，
初赛分数与复赛分数之间存在一个线性的对应关系。

基于这一观察，我们作出如下假设：

假设 4.3. 记现实比赛 B1为联赛初赛，取参赛人群为实际晋级复赛的全体选手；记现实

比赛 B2 为联赛复赛；则 B1, B2 对应的理想比赛缩放等价。

注意：“取参赛人群为实际晋级复赛的全体选手”这一规定，只限制了参赛人群，而并

未要求这些选手在理想比赛中的分数也一定得达到晋级的标准。也就是说，虽然我们只取

那些在现实中达到了晋级分数线的选手，但在构造对应的理想比赛时，我们忽略现实中发

生了什么，仍然只考察每名选手分数波动的概率分布和他的期望分数。

关于这一假设需要作几点说明：

1. 2.3小节中，我们在为假设 2.16予以辩护时，断言了“一名选手的水平是固定的，不
会随比赛的改变而改变”。但是，由于考察内容的不同，一名选手在 B1 和 B2 中的能力差异

可能较大，故上述断言在将初赛（即 B1 ）加入考虑范围后似乎不再成立。
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2. 为了使前述断言仍然成立，在 4.2小节内，我们需暂时改变命题 2.3中“期望得分”这
一概念的所指，将其改为：一名选手在 B1, B2中（在按最高分和标准差折算后）期望分数的

平均值。这会改变从现实比赛构造理想比赛的方式，并使得 B1, B2 所对应理想比赛的期望

值分布和偏移量分布发生变化，变化后 B1, B2 所对应的理想比赛分别记作 F1, F2 （所以 A

和 F2 的区别，就是概念更改前和更改后的区别）。显然，此时 F1, F2 的期望值分布在经过

缩放后是相同的。

3. 这样更改后，∆B2 的值也发生了变化。原先 ∆B2 的取值等于选手实际表现与真实能力

（即期望表现）的差；现在它的值还要在此基础上加上选手在复赛单项上的能力与初、复赛

综合能力的差。但是，只要“单项能力减综合能力”这一随机变量服从正态分布，新的 ∆B2

也一定服从正态分布——因为服从正态分布的独立随机变量之和依然服从正态分布。另一

方面，假如在原先定义下的随机变量 ∆B1 服从正态分布，则对新的 ∆B1 可做与刚才类似的论

证。

4. 关于 F1, F2 间的缩放等价性，第 2条对期望值分布的缩放等价予以了说明，第 3条
对偏移量分布的缩放等价予以了说明；这些说明都有一些感性的成分，它们仅用作对假设

4.3含义的澄清，而并非尝试对其予以证明。需要注意，由于我们对概念的修改，关于 F1, F2

的期望值分布、偏移量分布所作的一切讨论，在 4.2小节之外均没有意义。但是 F1, F2的分数

分布不会受这一修改的影响，故 4.2小节计算出的分数分布函数会在后续分析中直接使用。

4.2.3 计算偏移量分布的参数

先前已经说明，理想比赛 F2的偏移量分布为正态分布Np0, σ2q。这一小节将基于 4.2.1小
节中获得的数据，来测量该分布的标准差 σ。

引理 4.4. 独立随机变量 X1, X2 分别服从分布 Np0, σ2
1q,Np0, σ2

2q，则 X1 ` X2 服从分布

Np0, σ2
1 ` σ2

2q。

证明见维基百科相应条目 [1]，这里不再重复。
由假设 4.3，在对 F1作线性的缩放变换 T 之后，可以使其与 F2相同；此时两者的偏移

量分布均为 Np0, σ2q。又注意到对现实比赛 B1, B2，其对应的随机变量 ∆B1 ,∆B2 应当是独立

的（这里认为在定义 2.3的步骤 3中 B1, B2共用同一个表示选手的随机变量 p），所以由引理

4.4，∆TrB1s ` ∆B2 服从正态分布 Np0, 2σ2q。因此，选手在 T rF1s和 F2中的分数之差，这一

随机变量服从标准差为
?

2σ的正态分布；只要测出它的标准差，即可得到 σ的取值。

容易想到以下测量方式：

步骤 1. 对 F1 的分数作线性变换，使得变换后它的期望值、偏移量分布与 F2 相同。

步骤 2. 对先前提到的 536名选手，计算每名选手在 F2中的分数和在变换后的 F1中的

分数之差。

步骤 3. 这 536个差值应该服从正态分布，那么计算这些值的标准差即可。
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但一个问题是，这 536个差值并非真正服从正态分布。如果一名选手考出了大幅低于
自己期望分数的分数，那么他进入这 536人之列的机会就会大大降低；换句话说，这 536个
数据的取样方法是有选择性的，而且选择的方式倾向于实际分数高于期望分数的选手，因

此这些数据不能代表整体的分布。

假如我们召集那些没有晋级的选手，让他们也参加复赛考试并记录他们的分数，再把

这些分数和原有的 536个数据汇总，就能获得完整、有代表性的数据。但实际上，我们也
可以“假装”已经获得了未晋级选手的数据，并对全体数据进行分析；如果这个过程中“碰

巧”没有用到任何一个未晋级选手的数据，我们事实上就在只凭借已有的 536个数据的情
况下完成了测量。以下给出一个这样的测量方式。

步骤 1. 对 F1 的分数作线性变换，使得变换后它的期望值、偏移量分布与 F2 相同。

步骤 2. 对先前提到的 536名选手，计算每名选手在变换后的 F1中的分数和在 F2中的

分数之差。（前者减后者）

步骤 3. 取出这些差值中前 35大的值，则这些值可以视为：某一组服从正态分布的 781
个数（781即初赛参赛人数），其中前 35大的值。通过测量这些值可以得到正态分布的标准
差。

在第 3步中，之所以说这 35个值为 781个数中的最大值，是因为：
• 计算发现第 35大的差值约等于 0.26，高于初赛晋级分数线经过变换后的值。又因为

复赛分数不可能小于 0，所以任何一个未达到晋级分数线的选手，其两试分数差值不可能达

到 0.26。（计算发现 35人中最低的初赛分数为 53分，比晋级分数线高出近 20分）
• 因此，除了 536名晋级选手之外，其余选手不可能进入 35人之列，故只考虑已有的

536个数据是充分的。

在前述过程的步骤 1中需要作分数变换，以下给出具体步骤。
步骤 1. 对于复赛分数 s P r120, 600s（120为官方分数公示所覆盖的最低分数），计算

该分数在全国范围内的排名 c，并将 s映射到 t P r0, 1s，满足

ş1
t ´ logpxqdx

ş1
0.186 ´ logpxqdx

“
c
N

其中 N “ 8044为复赛不低于 120分的选手总数，0.186为最低分数 120依 4.1小节中的变换
R映射到的值。

步骤 2. 对于低于 120分的复赛分数，我们将 r0, 120q均匀地映射到 r0, 0.186q上去。以

上两个步骤所描述的映射方式，保证了分数分布呈对数曲线，与命题 4.1一致。
步骤 3. 计算北京初赛排名前 25%选手（共 195名）的分数标准差 σ1 ，再对映射后的

复赛分数计算北京选手前 195名的分数标准差 σ2。然后对于初赛分数 s P r0, 100s，将其映

射到 1 ´ p1 ´ s
100 q ¨σ2{ σ1

100 。由命题 3.1，这一映射方式保证了映射后两个理想比赛相同。这
一步中只取前 25%的理由：对于初赛期望分数离晋级分数线较近的选手，这些选手中有相

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 22



对信息学比赛中选手分数数据的分析 江苏省天一中学 邱天异

当一部分未能进入复赛，故复赛在相应分数段的分布会比真实情况稀疏；只有把考察范围

限制在分数足够高的选手，才能避免这一问题。

设得到的 35 个差值按降序排列为 d1, ¨ ¨ ¨ , d35 ，考虑如何由此推断全体差值的标准差
?

2σ。

这里采用最大似然估计，即选取一个 σ 以最大化：在全体差值服从 Np0, 2σ2q 的条件

下，测量得到 d1, ¨ ¨ ¨ , d35的概率。注意到这个概率实际上必定等于 0，但可以通过取极限规
避这一问题。下式给出 σ的计算方式，其中 u1, ¨ ¨ ¨ , u781 表示随意排列的 781个差值，vk 表

示 u1, ¨ ¨ ¨ , u781 中的第 k大值。

lim
ϵÑ0

arg max
σPRą0

Pr rvk P rdk ´ ϵ, dk ` ϵs ,@1 ď k ď 35s

“ lim
ϵÑ0

arg max
σPRą0

ˆ

781
35

˙

¨ 35! ¨

35
ź

k“1

pR2σ2 pdk ` ϵq ´ R2σ2 pdk ´ ϵqq ¨ R2σ2 pd35q746

“ lim
ϵÑ0

arg max
σPRą0

p2ϵq´35 ¨

35
ź

k“1

pR2σ2 pdk ` ϵq ´ R2σ2 pdk ´ ϵqq ¨ R2σ2 pd35q746

“ lim
ϵÑ0

arg max
σPRą0

35
ź

k“1

R2σ2 pdk ` ϵq ´ R2σ2 pdk ´ ϵq

2ϵ
¨ R2σ2 pd35q746

“ arg max
σPRą0

˜

35
ź

k“1

R1
2σ2 pdkq

¸

¨ R2σ2 pd35q746

“ arg max
σPRą0

746 ¨ log pR2σ2 pd35qq `

35
ÿ

k“1

log pP2σ2 pdkqq

至此，问题完全转化为一个最优化问题。最优化方法采用 SciPy提供的 BFGS算法的实
现 [2]，算得 σ « 0.109。

图 6中的橙色曲线展示了差值的概率分布，35条蓝色竖线表示实际测得最大的 35个差
值在其中的位置。

命题 4.5.
∆TrF1spδq “ ∆F2 pδq “ Pσ2

F
pδq, @δ P R

其中“缩放变换”T 满足 T rF1s “ F2，常数 σF 约等于 0.109。

4.2.4 消除初赛对分数分布的影响

这一小节将计算初赛分数线映射为复赛分数后的值，并借助该值计算出：消除初赛的

筛选性带来的影响后（即假想初赛并未淘汰一人，所有选手都晋级复赛），复赛的分数分布

函数。
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图 6: 差值的分布情况

在 4.2.1小节中，已经得到了 CSP2019初赛参赛选手的分数数据。由表 3中的数据知，在
2016到 2020五年中，平均每年的初赛晋级人数约为 11280；因此我们选择 CSP2019初赛全
国第 11280名的分数，作为假设 4.2中的“全国统一晋级分数线”。

这里之所以对晋级人数而不是晋级率取平均数，是因为初赛的参赛选手总数受收费、政

策等无关因素影响过大，而晋级复赛的人数与复赛获奖的人数呈固定比例，因而相对可靠。

最终算得分数线为 63.5分。作为参照，CSP2019初赛中，浙江、山东、江苏实际的分
数线19分别为 72.5,60,53。

下面将这一分数线映射为复赛分数。为了与 4.2.3小节保持一致，这里仍然使用同样的
计算方式，并同样采用北京的数据。

我们将计算 CSP2019初赛中，北京排名前 195名的分数标准差 σ1 ，再对（按 4.2.3小
节中的方式）映射后的 NOIP2018复赛分数计算北京选手前 195名的分数标准差 σ2 。然后

对于 CSP2019初赛分数 s P r0, 100s，将其映射到 1 ´ p1 ´ s
100 q ¨σ2{ σ1

100 。这一计算过程基于

如下假设：2019年北京选手整体水平，与 2018年大体相同。
对分数线 63.5施加上述变换，得到其对应的复赛分数为 h « 0.1156。另一方面，由命

题 4.5可知，任何一名选手的初赛、复赛的（变换后）实际分数之差服从概率分布 Np0, 2σ2
Fq

。从而，如果假想所有初赛选手都参加了复赛，则对于复赛实际分数为 t的选手 p，其初赛

分数达到 63.5的概率为 1 ´ R2σ2
F
ph ´ tq。

需要注意，这样得到的概率，是在获得具体的期望值分布前的先验概率。假如已知全

19这里给出的是全省分数线，省内各市的分数线可能高于全省分数线
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图 7: 消除初赛影响前后的分数分布函数

体选手的期望分数分布情况，我们可以用贝叶斯公式得到前述选手 p的期望分数取每一个

值的概率，进而得到 p的初赛分数取每一个值的概率，也就是后验概率。简便起见这里采

用先验概率，即使它相比后验概率略失精确。

记 F1
2 为现实比赛 B2 在消除初赛的筛选性带来的影响后所对应的理想比赛，则由以上

讨论可得：

CF1
2
psq9

CF2 psq

1 ´ R2σ2
F
ph ´ sq

“
´ logpsq

1 ´ R2σ2
F
ph ´ sq

, @s P p0, 1s

上式中之所以使用“正比于”而不是“等于”，是因为分数分布函数表达的是分布“密

度”，而不是样本“数量”。计算出对应的比例系数后得到：

CF1
2
psq “ γ

´ logpsq

1 ´ R2σ2
F
ph ´ sq

, @s P p0, 1s

其中常数 γ « 0.516，它使得 CF1
2
在 r0, 1s上的定积分等于 1。

图 7分别展示了以下三个函数的图像：

蓝色 f psq “ ´ logpsq，即 CF2 psq或 CApsq。

红色 f psq “
´ logpsq

1´R2σ2
F

ph´sq

橙色 f psq “ γ
´ logpsq

1´R2σ2
F

ph´sq
，即 CF1

2
psq。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 25



对信息学比赛中选手分数数据的分析 江苏省天一中学 邱天异

由 4.2.2小节中的讨论知，CA 与 CF2 相同。同理，如果定义 A1 为：复赛在去除初赛影

响后对应的理想比赛（这里采用按原本的方式解读的定义 2.3），则 CA1 亦与 CF1
2
相同。因

此有以下命题：

命题 4.6.
CA1 psq “ γ

´ logpsq

1 ´ R2σ2
F
ph ´ sq

, @s P p0, 1s

其中常数 γ « 0.516，且 A1 为复赛在去除初赛影响后对应的理想比赛。

4.3 从分数分布还原期望值分布

在 4.2.4小节中得到了 CA1 psq的表达式；这一小节将由此计算XA1 pxq。

由假设 2.12，A1是简单理想比赛；又根据命题 2.10，可从XA1 和∆A1 计算出 CA1 。这

一小节将给出从 CA1 和∆A1 逆推出XA1 的方法。

根据定理 3.2，存在 σ ą 0使得

∆Apδq “
1

?
2πσ

exp
ˆ

´
δ2

2σ2

˙

, @δ P R

进而由命题 2.10得

CApsq “
1

?
2πσ

1
ż

0

XApxq exp
ˆ

´
ps ´ xq2

2σ2

˙

dx, @s P R (5)

在进行逆推之前，先测量 σ的值。我们获取了 CSP2019复赛全体选手的民间分数，并
按以下步骤进行测量：

步骤 1. 将每名选手每一天的分数除以当天最高分（两天最高分均为满分 300分），再
将每一天的所有分数做变换，以使得两天的分数分布分别呈对数曲线状。

步骤 2. 对每名选手计算两天分数之差，计算所有这些差值的标准差 σ0 。

与 4.2.3小节中类似，同一名选手的单日分数（变换后的分数），应该服从标准差为
σ1 “ σ0?

2
的正态分布。又因为一名选手在的总分（变换后）等于两天分数的平均值，由引

理 4.4可以得到：同一名选手在 CSP2019中（变换后）的分数服从标准差为 σ “ σ1?
2
的正态

分布，也就是说 σσ0
2 。

最终算得 σ « 0.078。

从 CA1 和∆A1 逆推出XA1 难以精确地实现，因此这里只能近似地计算XA1 在许多个离

散的点处的点值。

我们将区间 p0, 1s作 500等分，并设立 500个未知数 x1¨¨¨500，分别表示在 500个分点处
XA1 的取值。为了得到等式，我们将 5中的定积分换成离散的求和，并将 x1¨¨¨500代入。在作
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了这样的近似之后，等式显然不再成立，因此我们改为了最小化所有这些等式两端之差的

平方和。为了避免无意义的结果，我们额外加入了序列 x1¨¨¨500 “光滑性”的限制。

上述问题最终归约到了一个二次规划模型的求解。最终算得的点值不宜在此处直接列

举，可以在本文开头的链接中找到。
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浅谈亚 log数据结构在 OI中的应用
宁波市镇海中学钱易

摘 要

数据结构是OI中的一类常考问题，本文介绍了压位 trie与 vEB tree (van Emde Boas tree)
两种数据结构并且展示了其在部分问题中的应用。

引言

在 OI中，数据结构一直是一个重要考点，而本文主要介绍了用来解决 Dynamic Prede-
cessor Problem的两种亚 log数据结构，目前在学术界的研究已经存在了一些比较优秀的算
法，如 y-fast trie 1 可以以 O(n log2 log2 V) 的时间复杂度，O(n) 的空间复杂度解决该问题，

Fusion tree 2可以以 O(n(logw n+ log2 w))的时间复杂度，O(n)的空间复杂度解决该问题。但

是，这两种数据结构的常数因子非常大，且难以实现，往往不会在 OI使用。这类问题大多
数情况下，值域范围往往不会特别大，因此，本文介绍了在 OI中更加实用的两种数据结构：
压位 trie与 vEB tree (van Emde Boas tree)。
本文第一节介绍了 Dynamic Predecessor Problem以及常用于解决这个问题的一些 log数

据结构，第二节介绍了压位 trie，第三节介绍了 vEB tree (van Emde Boas tree)，第四节对一
些数据结构的运行效率进行了比较，第五节讲解了其部分应用。

本文涉及程序的运行时间，运行时间测试环境为 64位 Ubuntu Linux 14.04 LTS x64操
作系统，CPU为 Intel Core i5-6500 CPU @ 3.20GHz，8 GB内存，GCC/G++版本为 4.8.4，

并开启 -O2优化，测试运行多次取平均值。

1 Dynamic Predecessor Problem
写一种数据结构，来维护一些数，其中需要支持以下操作：

1. 插入 x数（若已有 x则不进行此操作）；

2. 删除 x数（若 x不存在则不进行此操作）；

1详见Wikipedia：https://en.wikipedia.org/wiki/Y-fast_trie
2详见Wikipedia：https://en.wikipedia.org/wiki/Fusion_tree
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3. 求 x的前趋（前趋定义为小于 x，且最大的数，若不存在则输出 −1）；
4. 求 x的后继（后继定义为大于 x，且最小的数，若不存在则输出 −1）；
假设操作数量为 n，保证 1 ≤ n, x ≤ 107且其均为整数。

时间限制：1s
空间限制：32MB

1.1 常见解法

1.1.1 平衡树

这一道题目要求支持插入删除前驱后继操作，所以可以直接使用平衡树来维护。

由于不需要求第 K 大或求一个数排名，因此可以直接使用 STL中的 set来实现，然而
由于平衡树效率较低，且使用空间较大，难以通过此题。

1.1.2 树状数组

由于本题值域不大，因此可以直接使用树状数组维护每种数字出现次数，然后采取在

树状数组上跳跃的方法来求出前驱后继，时间复杂度 O(log2 V)，且常数较小，然而空间复

杂度为 O(V)，其中 V 为值域，难以通过此题。尽管可以通过先分为若干小块的方法来压缩

空间，但是代码较大，且运行速度较慢，意义不大。

1.1.3 整型压位

如果集合中的数 x大小不大，满足 0 ≤ x < w，假设 ai表示数 i是否在集合之中，因此可

以使用一个整型 s =
∑w−1

i=0 ai × 2i来维护集合，对于插入、删除操作，可以直接使用位运算维

护。而对于查询 x的后继，则只需要返回 ctz(s >> x)+ x，ctz(v)表示 v中第一个 1所在的位，

如果查询 x的前驱，而对于查询 x的前驱，则只需要返回 w−1− clz(s& (2x−1))，clz(v)表示

v中从高位到低位前缀 0的个数，一般在实现之中，可以使用 GCC内置的 __builtin_ctzl，
__builtin_clzl函数来实现。3所以如果集合中的数在 [0,w)中，以上操作均可 O(1)实现。

2 压位 trie
压位 trie，即w叉 trie，因为其较小的代码量与较小的常数，笔者一般使用其解决Dynamic

Predecessor Problem。压位 trie各个操作时间复杂度均为 O(logw V)，且具有较强的可拓展性。

3如果不允许使用 GCC 的内置函数，我们也可以做到 O(1) 的时间复杂度，详见：hqztrue, 《位运算：进阶技巧（上）》,
https://zhuanlan.zhihu.com/p/70950198
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2.1 压位 trie的结构

假设 c = log2 w。

一个大小为 2k 的压位 trie可以维护一个数字在 [0, 2k)中的集合。

如果 2k ≤ w，显然可以直接使用一个整型压位来解决，因此我们接下来仅讨论 2k > w

的部分。

定义 high(x) = ⌊ x
2k−c ⌋，low(x) = x mod 2k−c，即 x的高位与低位。

对于一个大小为 2k 的压位 trie，它将有 w个大小为 2k−c 的子压位 trie Ai(0 ≤ i < w)，其

中第 i个子压位 trie存储了高位为 i的数的低位的集合，并且再使用一个整型 B按位存储每

个子压位 trie中是否存在元素。

假设 w = 4，权值范围是 [0, 16)，维护的数字集合是 {0, 2, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}，那么
建出的压位 trie如上图，其中节点旁边的数字代表其每个儿子中是否存在元素。

2.2 压位 trie的插入操作

假设我们需要在一个大小为 2k 的压位 trie中插入元素 x。

首先，必然需要将 low(x)插入到 Ahigh(x)之中，并且标记一下 Ahigh(x)中存在元素，可以

发现的是，由于其每次会进入到一个大小为原来 1
w 的子压位 trie之中，因此其时间复杂度

为 O(log2 V/ log2 w)，即 O(logw V)。

2.3 压位 trie的删除操作

假设我们需要在一个大小为 2k 的压位 trie中删除元素 x。

首先，需要在 Ahigh(x)之中删除 low(x)，接着，可以通过 Ahigh(x)中是否存在一个非空子

树来判断出其元素是否被删完了，如果删完了则标记一下这个子树之中不存在元素。时间

复杂度可以用类似插入的分析方法得到，时间复杂度为 O(logw V)。

2.4 压位 trie的查询前驱操作

我们在一个大小为 2k的压位 trie中查询 x的前驱，首先先尝试在 Ahigh(x)之中查询 low(x)

的前驱，如果其存在，那么就得到了答案，如果不存在，那么尝试找到其之前一个存在元素
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的子树 A j，0 ≤ j < high(x)且 j最大，如果存在这样一个子树，就返回这个子树中最大值，

如果不存在，那么其在这个压位 trie中也不存在前驱。实现时可以用位运算技巧直接得到 j

的值。

对于查询一个子树里的最大值，它最高位肯定是最大的，因此仅需要找到 B的最高位

递归查询即可。

除了找最大值的部分，就是访问一条根到叶子的链，每个节点处花费的时间均为 O(1)，

求最大值也是访问一条到叶子的链，因此时间复杂度为 O(logw V)。

2.5 压位 trie的查询后继操作

可以发现，压位 trie的结构是对称的，因此可以直接使用类似查询前驱的方法即可，时
间复杂度为 O(logw V)。

2.6 压位 trie的空间复杂度

假设一颗大小为 2k 的压位 trie的整型个数为 F(k)。

容易发现 F(i) = 1(1 ≤ 2i ≤ w), F(k) = wF(k− c)+1，容易得到空间复杂度为 O(2k)，使

用一些技巧例如调整第一层子压位 trie个数，就可以达到 O( 2
k

w )的空间复杂度。

2.7 压位 trie的实现

使用类似线段树的实现，自顶向下搜索节点并且更新是一种可行的方法，但是根据笔

者的实现，常数相对来说较大，于是我们考虑改变实现的方法。

我们继续使用类似线段树的结构，但是我们转而使用自底向上更新，笔者这里使用了

若干个数组分别记录每一层的信息，Ai, j 维护了区间 [ j × 2i, ( j + 1) × 2i)中的元素。

当插入时，我们自底向上更新，如果插入前该子树已经有数了，就可以不必继续向上维

护信息，直接结束插入函数。

当删除时，我们自底向上更新，如果删除后子树之中还存在数，我们也不必继续向上维

护信息，直接结束删除函数。

查询 x的前驱我们仅仅需要往上寻找到第一个节点，使得子树里存在值比 x小，然后

寻找对应子树之中的最大值即可，查询后继也可以使用类似的方法实现。

该实现方法剪枝较多，所以在一般情况下表现非常优秀，如果有更好的实现方法也欢

迎与笔者交流。
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2.8 压位 trie的一些拓展

在部分题目中，对信息的维护可能比较复杂，如果继续使用 w叉可能无法快速维护，例

如我们需要支持插入一个元素，查询 < x的数的个数。

我们发现新的查询无法在之前的压位 trie上直接实现的主要原因是，我们无法快速查
询前 k个儿子中一共有几个元素。

我们假设叉数为 B，每当这个子树插入 B个元素之后，我们重构一次，计算出每个儿

子中有几个元素，并求出其前缀和，因此我们只需要快速计算最近 B个插入的数中有几个

< x的。

我们考虑使用一种新的方法存储每个子树中的新元素个数，我们使用 1的个数表示数

字的值，由于其存在 B个子树，所以我们使用 B− 1个 0当做数据的间隔，因此一个子树中

每个儿子有几个数我们就可以使用一个整型压缩存储。而对于修改操作，我们要快速找到

第 k个子树对应的位置，这个就需要我们快速查询一个二进制第 k个 0的位置。我们可以

使用Method of Four Russians来优化，即打出一张表，存储每一个不同的查询的答案。对于
查询，我们也只要找到第 k个 0就知道前面有几个 1了，我们就可以 O(1)支持一个子树元

素个数加一，查询前 k个子树的元素个数总和。如果我们取 B =
log2 n
3
，那么预处理复杂度

将小于 O(n)，因此我们能以均摊 O(
log2 V

log2 log2 n)的时间复杂度解决这个问题，而我们也有一些

手段将其变为严格 O(
log2 V

log2 log2 n)。

3 vEB tree
我们观察压位 trie的时间复杂度，可以发现其叉数越大，效率越高，然而当叉数到了 w，

由于其整数操作复杂度不再是 O(1)，所以其时间可能不减反增。

我们发现其使用整数操作的几个地方主要有：在插入与删除时将一个位设为 0/1，在

查询前驱后继时查询一个节点第一个编号 < x或 > x的儿子，我们发现第一个操作会进行

O(logw v)次，第二个操作只会进行 1次！

因此如果我们使用 bitset维护其儿子，可能会得到一个更快的数据结构。
而 vEB tree则采取了一定的策略，使得其叉数变大且巧妙的保证了时间复杂度，可以

在 O(log2 log2 V)的时间复杂度内完成插入、删除，查询一个数的前驱、后继。

3.1 vEB tree的结构

一个大小为 2k vEB tree可以维护一个数字在 [0, 2k)中的集合。

若 k < 2，则可以轻易使用 2k个 bool值来O(1)维护这个数据结构。否则我们令m = ⌊ k
2
⌋。

我们将定义 2k−m 个大小为 2m 的子 vEB tree Ai(0 ≤ i < 2k−m)。

我们定义 high(x) = ⌊ x
2m ⌋，low(x) = x mod 2m，即 x的高位与低位。对于这个 vEB tree

维护的集合，我们记录集合的最大值 max与最小值 min（若集合为空则分别为 −∞与 ∞），
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并将除了最小值的元素插入其子 vEB tree当中，对于元素 x，它将在 Ahigh(x) 这个子 vEB中
插入 low(x)。

容易发现，对于每个子 vEB tree Ai，它存储了高位为 i的数的低位，为了加速寻找，我

们应该再定义一个大小为 2k−m的 vEB tree B，其维护了出现的数的高位的集合，其可以用来

加速我们的查询。

3.2 vEB tree的简单操作

对于一个空的 vEB tree，我们插入一个元素仅仅需要将其 min与 max设置为要插入的

x的数即可，时间复杂度 O(1)。

对于一个 vEB tree，可以通过检验其元素最大值与最小值是否相同来判断其集合大小
是否为 1，数据复杂度 O(1)。

对于一个集合大小仅仅为 1的 vEB tree，我们删除其最后一个元素仅需要将 min与 max

分别设置为∞与 −∞。
如果在 vEB tree Ax 中存在一个元素 y，那就说明存在元素 x × 2m + y，所以可以快速计

算一个子 vEB tree中的值在这个 vEB tree中对应的值。
快速完成这些操作对于 vEB tree来说是不可缺少的。

3.3 vEB tree的插入操作

假设我们要在一个大小为 2k 的 vEB tree中插入元素 x。

如果该 vEB tree为空，我们仅需要使用上述方法插入。
如果 x比当前最小值 min小，我们仅需要交换 x与原来的 min，并且在后续过程中插入

原来的 min。

如果 x比当前最大值 max大，我们仅需要更新 max。

首先我们需要在 Ahigh(x) 这个 vEB tree 中插入 low(x)，并且在 B 这个 vEB tree 中插入
high(x)。

容易发现的是，当原来的 Ahigh(x)非空时，B中必然已经有元素 high(x)，应此仅仅需要

在 Ahigh(x)中进行插入，否则 Ahigh(x)为空，进行插入仅仅需要设置其 min,max，我们接下来

仅仅需要在 B中插入 high(x)。

容易发现，对于大小为 2k 的 vEB tree，我们定义其插入一个元素的时间为 F(k)。

容易得到 F(0) = O(1), F(1) = O(1)，对于 k > 1，F(k) = F(⌈ k
2
⌉) + O(1)，解得 F(k) =

O(log2 k)，而 k取恰当的值就能以 O(log2 log2 V)的时间完成插入操作。

3.4 vEB tree的删除操作

假设我们要在一个大小为 2k 的 vEB tree中删除元素 x。
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如果该 vEB tree集合大小为 1，我们仅需要使用上述方法删除。

如果 x是当前最小值 min，那么我们只需要直接删除 min，并且尝试求出新的 min，显然

的是，最小值的最高位必然是最小的，我们只需要找到 B中的最小值并且在对应的子 vEB
tree中找出新的最小值，然后我们删除这个最小值并将 min赋值为该值。

接下来，我们要在 Ahigh(x)这个 vEB tree中删除 low(x)，并若 A删除后为空就在 B这个

vEB tree中删除 high(x)。

如果 Ahigh(x)集合大小为 1，则可以 O(1)删除其中的元素并且在 B中删除 high(x)。

如果 Ahigh(x)集合大小非 1，那么我们仅仅需要在 Ahigh(x)中删除 low(x)。

容易发现删除的时间复杂度与插入类似，同样是 O(log2 log2 V)。

3.5 vEB tree的查询前驱操作

假设我们要在一个大小为 2k 的 vEB tree中查询 x的前驱。

首先，x的前驱与 x高位相同当且仅当 Ahigh(x) 中的 min比 low(x)小，因此可以直接判

断它前驱是否在 Ahigh(x) 当中。如果前驱在 Ahigh(x) 当中，我们直接在这个 vEB tree中查询 x

的前驱。

否则，x的前驱的高位一定是比 high(x)小的数中最大数，因此，我们在 B中查询 high(x)

的前驱 y，而它前驱的低位必然是 Ay 中最大的，即 Ay 的 max。

需要注意的是，如果 B中的最小值如果大于等于 high(x)，那么 x前驱将会是这个 vEB
tree的 min。

3.6 vEB tree的查询后继操作

假设我们要在一个大小为 2k 的 vEB tree中查询 x的后继。

首先，x的后继与 x高位相同当且仅当 Ahigh(x)中的 max比 low(x)大，因此可以直接判

断它后继是否在 Ahigh(x) 当中。如果后继在 Ahigh(x) 当中，我们直接在这个 vEB tree中查询 x

的后继。

否则，x的后继的高位一定是比 high(x)大的数中最小数，因此，我们在 B中查询 high(x)

的后继 y，而它后继的低位必然是 Ay 中最小的，即 Ay 的 min。

需要注意的是，最小值不在这棵压位 trie的子结构之中，所以如果 x比这个压位 trie中
的最小值要小，那么需要直接返回最小值，不然就可能会返回错误的结果。

3.7 vEB tree的一些简单优化

容易发现的是，当 k < 2时再使用 2k 个 bool来维护集合时，vEB tree深度常数可能会
比较大大。而当 2k ≤ w时，就可以使用一个整型轻松的维护一个大小为 2k 的集合。如果

w = 64，我们维护一个大小为 224的集合都仅需要递归两层即可。大大的优化了常数。
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在部分使用 w = 64 = 26为测试机器的地方，我们定义大小为 224的 vEB tree的话基本
可以满足大部分使用需求，且在其它操作中仅仅需要递归两层，大大提升了效率。

3.8 vEB tree的实现

由于 vEB tree的结构相对复杂，难以使用数组直接实现，故可以使用 C++中的 template
语法来定义不同大小的 vEB tree。并且特化了大小较小的 vEB tree，使用压位整型来实现，
优化常数。使用此方法后代码难度相对降低，较为容易实现。如果有更加优秀的实现方法

欢迎与笔者交流。

3.9 vEB tree的空间复杂度

假设一个大小为 2k 的 vEB tree的中整型个数为 F(x)。

容易得到：F(i) = 1(1 ≤ 2i ≤ w), F(i) = F(⌈ i
2
⌉) + 2⌈

i
2 ⌉F(⌊ i

2
⌋) + 2。

我们可以证明 F(x)可能会达到 O( 2k
√

w)，不过可以通过调整 m的大小即 vEB tree的叉数
能够得到 O( 2

k

w )的空间复杂度。

如果值域范围特别大，我们也可以考虑使用 hash表等方法存储 vEB tree以得到可以接
受的空间复杂度。
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4 对于部分数据结构效率的一些测试4

数据一 数据二 数据三 数据四

102

103

104

12,867

8,379

2,717

10,740

1,034
1,162

2,029

968

56

137
158

58
67

135
172

72

tim
e
(m

s)

STL set 树状数组 压位 trie vEB tree

在所有数据中，操作个数均为 107，值域范围为 [0, 224)。

其中第一组数据为：插入 107个不同的数字。

其中第二组数据为：插入 106个不同的数字后进行 9 × 106次前驱/后缀查询。
其中第三组数据为：插入 105个不同的数字后进行 99 × 105次前驱/后缀查询。
其中第四组数据为：插入 5 × 106个不同的数字后再删除这 5 × 106个数，顺序随机。
所有数字均随机生成。

从时间角度来说：可以发现 vEB tree和压位 trie在时间上还是远远快于其它两个 log数
据结构，在集合数字比较稀疏的情况下的查询甚至比树状数组快了 10倍多。相对来说，vEB
tree的插入删除略慢于压位 trie，但是其查询效率还是可以的，但是这仅仅是随机数据，在
更加强力的数据下 vEB tree可能会有相对更高的查询效率。但是压位 trie已经完全能够满
足我们的使用需求。

从空间角度来说：四个数据结构使用的空间分别为：455MB, 64MB, 2.06MB, 2.03MB。

4测试代码可以在 https://skip2004.blog.uoj.ac/blog/6551查看
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可以见压位 trie与 vEB tree在操作数和值域基本同阶的情况下，空间也是非常占优势的。而
树状数组的空间也相对来说较小。

从实现难度来说，笔者认为压位 trie, vEB tree实现难度均在可接受范围之内，而压位
trie相对来说更加容易实现，且在很多情况下效率更高。

总的来说，STL set虽然容易实现，但是消耗时间空间都较大，笔者比较推荐使用树状
数组或者压位 trie来解决这一类问题。而在下面一些例题中可以看到，压位 trie在实际中的
应用还是比较广泛的。

5 简单应用

5.1 【北大集训 2018】ZYB的游览计划

5.1.1 题目大意

有一棵 N 个顶点的树，和一个 1 ∼ N 的排列 P。

定义一个整数区间 [L,R]的权值为从 1号点出发遍历完 PL, PL+1, · · · , PR （不一定按顺

序）中的所有点最后回到 1号点需要经过的最少边数。

现在将 [1,N]划分成 K 个区间，问权值和的最大值。

数据保证 2 ≤ K ≤ N ≤ N × K ≤ 2 × 105。
时间限制：7s
空间限制：512MB

5.1.2 做法

对于本题，我们首先可以使用决策单调性来优化 DP，由于内容和本文无关，这里略去

不讲。我们要解决的问题是：维护一个集合 S，支持往里面插入一个点与删除集合内的点，

查询从 1号点出发遍历完集合内所有点需要经过的最小边数，而其中的插入删除次数会达

到 O(nk log2 n)，相对来说较大。

容易发现的是，我们按 dfs序以此访问就是最优的答案了，因此我们需要维护 dfs序中
相邻两个点的距离之和以及 1号点与 dfs序最小和最大的点的距离。

我们在里面插入一个点 b，首先求出这个点 dfs序之前的点 a和 dfs序之后的点 c，我们

发现插入点 b之后的答案会增加 dist(a, b) + dist(b, c) − dist(a, c)。

我们在里面删除一个点 b，首先求出这个点 dfs序之前的点 a和 dfs序之后的点 c，我们

发现删除点 b之后的答案会减小 dist(a, b) + dist(b, c) − dist(a, c)。

如果其 dfs序之前或者之后的点不存在，那么我们将其设置为 1号点即可。
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因此我们可以使用 vEB tree来维护集合内点的 dfs序集合，使用 ST表 +欧拉序求 lca
以及点对距离即可做到 O(nk log2 n log2 log2 n)的时间复杂度。

相对于原题给出的 O(nk log22 n)做法，上述做法的复杂度与常数更加优秀。笔者使用压

位 trie实现了该题目，经过测试可以在 150ms左右内解决这个问题，远小于原题所要求的
7s的时间限制。

5.2 【ZJOI 2019】语言

5.2.1 题目大意

有一棵 n个顶点的树，和 q条树上的链 (ui, vi)。

对于一条链，链上的任意不同的两个点之间都可以展开贸易活动。

询问一共有多少点对之间可以开展贸易活动。

时间限制：3s
空间限制：512MB

5.2.2 做法

我们先假设一个城市能与自己展开贸易活动，然后考虑计算有序点对数量 (u, v)为 ans，

那么答案就是 ans−n
2
。

我们考虑计算可以和每个点开展贸易活动的点数。

容易发现，能和一个点展开贸易活动的点集（包括其自己）是覆盖它的若干条链的并，

因此其为一个连通块，我们只需要包含它的链的端点，求出包含这些端点的最小连通块大

小。

在常规做法之中，我们使用动态开点线段树来维护点集内点的 dfn序集合，我们要求的
连通块大小显然就是 dfn 序相邻的点距离加上 dfn 序最小的点与最大的点的距离之和的一
半，然后线段树每个节点记录区间 dfn最小与最大的点以及这个区间相邻的点的距离和，然
后可以轻易上传信息，再使用线段树合并就可以达到 O(n log2 n)的时间与空间复杂度。

然而线段树做法时间空间常数都略大，我们考虑继续优化。

我们考虑使用动态开点压位 trie维护 dfn序集合。
使用一个数组 ch[x][i]表示一个压位 trie x的第 i个子压位 trie的编号，w[x]表示压位 trie

x有哪些子压位 trie非空，本题还需要记录子树最小最大值。
对于插入/删除一个节点，我们在压位 trie上直接寻找要插入的儿子编号，与动态开点

线段树类似，若不存在该儿子我们则新建一个节点，插入之后我们使用类似上一题的方法

更新答案。

对于合并两个压位 trie，我们考虑使用类似线段树合并的方式实现：
若两个节点中有一个是空节点，则返回另外一个。
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我们选取儿子个数大的节点作为新的根，并在之后把另外一个节点删除，在删除之前，

我们需要将还有一个节点的儿子与这个节点的儿子合并。

对于它们的公共儿子，我们直接枚举并且合并，这里可以通过与运算来快速获得它们

的公共儿子。

对于第一个节点没有但第二个节点有的儿子，直接暴力赋值。

我们考虑分析其时间复杂度。首先合并两个节点的公共儿子部分时间复杂度与线段树

合并类似，每次合并都会少一个节点，所以这部分总时间复杂度是 O(n logw n)的。而对于

暴力赋值对于第一个节点没有但第二个节点有的儿子的部分，可以发现第二个节点的儿子

里必定至少有一个元素，而赋值的子树是互不相交的，因此赋值次数不会超过两个压位 trie
大小的较小值，类似于启发式合并，这部分总复杂度为 O(n log2 n)，但常数非常小，复杂度

瓶颈部分仅仅为一些赋值语句。

本题还需要在合并的同时改变答案，例如合并两个节点公共儿子时需要注意这个子树

中第一个元素和最后一个元素改变后需要重新计算其与前驱后继的距离。

但是，它还存在一些弊端，其空间复杂度较大，需要 O(n logw n)个节点，每个节点需

要 O(w)个整型来存储儿子编号，总空间复杂度为 O(nw logw n)，因此我们需要继续优化空

间复杂度。

我们首先使用重链剖分，在树上 dfs时候第一次往重儿子走，然后将当前 trie设为重儿
子的 trie，可以发现这样最多同时存在 O(log2 n)棵 trie，使用较好的实现，一棵 trie中只会
存在 O( n

w)个节点，其占用的空间最多为 O(n)，使用内存回收5可以做到 O(n log2 n)的空间

复杂度，且常数较小。

因此，我们使用压位 trie得到了一个时间空间常数更加小的做法，并且这种压位 trie合
并的思想可以拓展到一些类似的题目之中。

总结

本文介绍了压位 trie和 vEB tree两种可以用于解决 Dynamic Predecessor Problem的数据
结构，并且给出了其在部分 OI题目中的应用。并且本文介绍的以及其它亚 log数据结构可
能还有更多有趣的作用，故希望本文能起到抛砖引玉的作用，希望有兴趣的读者能继续研

究，得到更多有趣的应用。
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5内存回收时需要注意清空的时间复杂度，不要使用类似于 memset的方式。
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对信息学竞赛中二维平面处理问题的总结和再优化

福建省厦门双十中学 施良致

摘 要

本文总结了在信息学竞赛中对于二维平面问题处理的常见做法——KDTree 和区域树
（线段树套线段树），并利用分散层叠算法对于区域树进行改进，优化其时间复杂度。在最后

一节中，笔者通过例题，展示分散层叠算法改进区域树在信息学竞赛中解决二维平面问题

的应用。

1 前言

二维平面处理问题在信息学竞赛中是比较经典的问题。对于此类问题，在信息学竞赛

中一般使用 KDTree，树套树，分块，CDQ分治等算法来解决。然而，这些算法的时间复
杂度在一般情况下都不优于 O(m log2 n)。

本文将介绍一种在信息学竞赛中不常出现的新处理方法，该算法在某些特定的情况下

能将此类问题的时间复杂度优化至 O(m log n)。此外，本文还会通过例题展示其在信息学竞

赛中的应用，并且本文还会将其与选手熟知的算法进行对比，分析该算法的优劣。

2 经典在线的二维问题

问题 1. 给定平面上 n个点，第 i个点的坐标为 (xi, yi)，其权值为 wi。接下来将进行 m次查

询，每次查询一个左下角为 (x1, y1)，右上角为 (x2, y2)的矩形中的点的权值和，查询强制在

线。

上述问题为一个常见的二维平面处理问题。对于该问题，下文将介绍三种解决方法。前

两种分别为较为常见的 KDTree和树套树，第三种为分散层叠（Fractional Cascading）算法。

2.1 KDTree

对于此类在线的区间查询问题，有经典的解决方法，即 KDTree。
KDTree是一种可以高效处理 k维空间信息的数据结构，其在处理二维问题上是非常有

用的工具。
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2.1.1 解决方案

KDTree的构造方法为每次选择一个维度，并切分这个维度。
对于本问题，KDTree的构造方法为交替选择维度（横向或纵向），然后按照此维度排

序（按横坐标排序或按纵坐标排序）。如图所示*，排序后选取中点并按照中点的位置将平

面切割开，此时所有点被分成两个集合，这两个集合分别递归构造子树。

图 1: KDTree的构造

按此方式构造后，KDTree上的每个节点都对应平面上一个矩形区域。
查询时可以遍历整个 KDTree，对于每个节点的处理可以分为以下三种：
1.当前矩形的边框或内部与查询矩形的边框相交：递归查询该节点的左子树和右子树。
2.当前矩形被查询矩形相含：直接返回该节点对应子树中所有点的权值和。
3.当前矩形与查询矩形相离：子树中所有点都不在查询矩形中，直接返回。

2.1.2 时间复杂度

定理 2.1. 对于点数为 n的 KD-Tree，每次查询的时间复杂度为 O(
√

n)的。

证明. 根据构造，不难得知，当某个节点对应的矩形的边框或内部与查询矩形的边框不相交
时，均不用继续递归。当某个节点对应的矩形的边框或内部与查询矩形的边框相交时，均

会继续递归。

因为每个节点的子节点最多两个，设有 x个节点对应的矩形与查询矩形的边框相交，那

么被访问的节点数会严格小于 3x。因此只需要证明 KDTree上与查询矩形有交的矩形个数
为 O(

√
n)。 □

定理 2.2. 对于任意一个查询矩形，在 KD-Tree上与之有交的矩形为 O(
√

n)。

*图片来源：https://oiwiki.org/ds/images/kdt1.jpg
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证明. 可以将矩形边框拆分成四条线段，而相交的矩形数不会超过分别和每条线段相交的
矩形数目的总和。

接着将线段向两边延伸转换为直线，与线段相交的矩形数目不会超过与直线相交的矩

形数目。

每次考虑两层节点，即把当前矩形划分成四份，设 F(n)表示 n个节点的 KDTree与一
条直线相交的矩形数。 □

图 2: KDTree复杂度分析

根据以上证明，可以得到: F(n) = O(2) + 2F(n/4)。

根据Master Theorem得到，F(n) = O(
√

n)。

2.2 区域树

区域树（Range Tree），在信息学竞赛中一般被称为线段树套线段树。这是一种常见的
对二维问题处理的方法。本文后面将会使用分散层叠算法对区域树进行优化。

2.2.1 解决方案

区域树的构造方法为将两个维度分开考虑。先对第一个维度建立一棵静态线段树，线

段树上每个节点对应一段数据。对于这些数据，再按照第二维建立一棵静态线段树。

在查询时，可以在外层线段树上查询出第一个维度对应的查询区间，再在对应查询区

间的内层线段树上查询第二个维度的信息。
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[1,1] [2,8] [3,5] [4,2] [5,7] [6,4] [7,3] [8,6]

[1,1] [2,8] [3,5] [4,2] [5,7] [6,4] [7,3] [8,6]

[1,1] [2,8] [3,5] [4,2] [5,7] [6,4] [7,3] [8,6]

[5,7] [6,4][1,1] [2,8] [3,5] [4,2] [7,3] [8,6]

图 3: 区域树，每个节点上存有一定数据，每个节点上的数据独立建立线段树

2.2.2 时间复杂度

不难证明，在外层线段树上会对应 O(log n)个区间，每一个区间在内层线段树上会对应

O(log n)个区间，因此时间复杂度为 O(m log2 n)。

2.3 分散层叠算法优化区域树

在信息学竞赛中，对于此问题的在线算法大多都停留在时间复杂度为 O(m log2 n) 或

O(m
√

n)的做法上。事实上，这类问题可以优化至时间复杂度为 O(m log n)，空间复杂度为

O(n log n)。

学术界中存在一种名为分散层叠（Fractional Cascading）的算法，在信息学竞赛中，这
个算法在 IOI2020中国国家候选队论文《浅谈利用分散层叠算法对经典分块问题的优化》中
出现过。该算法可以运用在对区域树的优化上，并且可以将此类问题的时间复杂度优化至

O(m log n)。在下文中（除 2.3.1外），文中分散层叠算法的意思均为分散层叠算法优化区域
树。

2.3.1 分散层叠

由于本文的目的为使用分散层叠算法对区域树进行优化，因此本文并不详细讨论分散

层叠算法的主要用途，而只介绍该算法的一个用途。

对于两个数集 A, B，保证 B ⊆ A，此时是否可以通过构造映射 A→ B，使得若知道了

A中比 x大的第一个数时，可以在 O(1)的时间复杂度下得到 B中比 x大的第一个数。

不难想到，只需要让 A中的每个数映射到 B中第一个大于等于自己的数上。
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1 2 3 4 5 6 7 8 E

1 3 5 6 E

图 4: 分散层叠算法，E为集合末尾的空节点

例如 x = 4，在 A集合中大于等于 4的第一个数是 4，并且由映射关系可以得知在集合

B中大于等于 4的第一个数是 5。

2.3.2 改进区域树结构

在 2.2中有提到区域树的实现思想，即将数据的两个维度分开处理，先按第一个维度分
治，然后在每个节点上将所在节点的数据建立一棵线段树。

然而对于问题 1，在第二维上其实并不需要使用线段树。如果先将每个节点上的数据
按照第二维从小到大排序，并且知道所查询节点上第二维符合询问的数据对应的区间，那

么只需要一个前缀和就可以解决权值和的问题。在这里，分散层叠算法恰好可以解决定位

区间的问题。

以 2.2.1中的图 3的区域树举例，对于每个节点上的数据，可以先按第二维从小到大排
序，然后对于上下两层按第二维的大小建立 2.3.1中所描述的映射关系。

[1,1]

[4,2]

[7,3]

[6,4]

[3,5]

[8,6]

[5,7]

[2,8]

E

[1,1]

[4,2]

[3,5]

[2,8]

E

(a) 左节点

[1,1]

[4,2]

[7,3]

[6,4]

[3,5]

[8,6]

[5,7]

[2,8]

E

[7,3]

[6,4]

[8,6]

[5,7]

E

(b) 右节点

图 5: 第一层和第二层的节点数据之间的映射关系

以此类推，每一层的节点中的数据都可以和下一层节点中的数据建立映射关系。这个
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映射关系的建立可以用归并算法实现。

2.3.3 查询方式

与区域树查询数据的方法类似的，我们首先要在外层线段树上查询得到第一维符合条

件的节点，而分散层叠算法可以在外层线段树节点移动的同时在 O(1)的时间复杂度下确定

节点上第二维合法的数据所对应的区间。

假设查询第二维的范围为 [l, r)，则一个节点上第二维合法的数据为第一个大于等于 l

的数据到第一个大于等于 r的数据之间的所有数据。而如果得到了大于等于 l和大于等于 r

的第一个数据，其子节点上大于等于 l和大于等于 r的第一个数据也可以 O(1)得到。

以 2.2.1中图 3的区域树举例，我们希望查询第一维在 [1, 6]，第二维在 [3, 8)中的所有

数据。

首先可以通过二分的方式在根节点中确定 [3, 8)的位置，即根节点中第二维大于等于 3

和 8的第一个数据，在该例子中为 [7, 3]和 [2, 8]两个数据。

如图，在外层线段树查询时，总可以通过 O(1)的时间找到子节点中第二维在 [3, 8)中

的数据。

[1,1] [4,2] [7,3] [6,4] [3,5] [8,6] [5,7] [2,8] E

[1,1] [4,2] [3,5] [2,8] E [7,3] [6,4] [8,6] [5,7] E

[6,4] [5,7] E

图 6: 分散层叠算法的查询方式

不难发现，对于每一个节点中的数据，某段区间的点的权值和可以用前缀和差分计算，

这样是 O(1)的时间。因此，当外层线段树的搜索结束时，整个查询也就结束了。

2.3.4 空间复杂度分析

在 2.3.2中介绍的这种算法的构造方法为归并算法，该算法总共的层数在 O(log n)级别，

每一层所有数据数目之和为 n。

对于每一个数据，除了自身外，还需要多记入其在下层两个区间中对应的后继以及计

算答案需要使用的前缀和，但空间复杂度仍为 O(n log n)。
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2.3.5 时间复杂度分析

第一维的查找和线段树的时间复杂度是一致的，单次为 O(log n)。但在第二维查找上，

该算法在定位区间和计算答案上都是 O(1)的。

综上所述，对于每一次查找，该算法的时间复杂度为 O(log n)。

2.4 三种算法的比较

2.4.1 从空间上分析

对于 KDTree ，其空间复杂度为 O(n)，而区域树和分散层叠算法的空间复杂度均为

O(n log n)。因此，KDTree在处理此类问题时在空间复杂度上占有极大优势。

2.4.2 从时间上分析

对于 KDTree、区域树和分散层叠三种算法，其理论复杂度分别为 O(m
√

n)、O((n +

m) log2 n)和 O((n + m) log n)的。从理论上看，分散层叠算法相对前两者在时间复杂度上占

极大的优势。然而，在实际中并非如此。

通过实验分析，分散层叠算法在递归次数上有很大的优化。当 m = 106时，区域树的函

数递归次数约为 6 × 108次，KDTree的函数递归次数约为 2 × 109次，而分散层叠算法的递

归次数只有 6 × 107 次。然而，分散层叠算法在移动指针、计算答案时都需要进行繁琐的操

作，该操作成本使得分散层叠算法有一个较大的常数，这使得分散层叠算法在时间效率上

表现较劣。

不过尽管如此，在 n和 m较大时，分散层叠算法在运行时间上相对区域树和 KDTree
还是有较明显的优势。经过反复实验测试，对于问题 1，在 n = 2 × 105,m = 106 的随机数

据下，KDTree 的运行时间最坏会达到 39s，区域树的平均运行时间为 15.7s，分散层叠算
法的平均运行时间为 6.7s。由此可以看出，分散层叠算法虽然不能达到期望下比区域树快
10 ∼ 20倍的水平，但还是有明显的优势。

3 经典离线的二维问题

问题 2. 给定平面上 n个点，第 i个点的坐标为 (xi, yi)，其权值为 wi。现在有 m个询问，每

个询问为查询一个以 (x1, y1)为左下角，以 (x2, y2)为右上角的矩形中的点的权值的最大值。

与问题 1类似，该问题也可以使用 KDTree和区域树解决，方法与问题 1基本相同，时
间复杂度也基本相同。而问题 1中分散层叠算法利用了前缀和的性质，在这里失去了这个
性质，所有没办法使用解决问题 1的方法。因此这里将介绍另外一种方法。
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3.1 问题转换

与问题 1类似，在外层线段树查找时可以顺便得出每个节点合法数据的区间。而外层
线段树上最多对应 O(log n)个节点，此时每个节点中有一个询问，为询问这个节点的数据中

某一段的最大值。

在线处理并不方便，因此考虑离线处理。不妨先把所有询问都记录下来，接着把这些

询问按照其在外层线段树上对应的节点分组，把在同一个节点上的询问分成同一组。

分组后再按组回答询问。每一组询问都可以表示成下列形式：先给定一个长度为 k 的

序列，再给定 q个询问，每个询问为询问 [li, ri]中数据权值的最大值。如果把所有组的 k和

q累加，可以得到 O(
∑

k) = O(n log n),O(
∑

q) = O(m log n)。

3.2 解决新问题

由于每一组问题的每个询问都可以用一个二元组 (li, ri)表示，并且 1 ≤ li ≤ ri ≤ k。因

此，可以先使用桶排序将 q个询问按照 ri 升序排序。

接着需要解决的问题是查询每个询问所对应的区间 [li, ri]中数的最大值。这部分可以维

护一个由 [1, ri]中数据组成的单调递减队列，单调队列中下标大于等于 li的第一个元素就是

区间 [li, ri]中的最大值。

如果使用二分查找则总时间复杂度为 O(k + q log k)，这样和直接使用区域树并没有区

别。不过注意到单调队列中的元素都“掌管”着一段连续的区间，所以可以使用并查集来优

化，这样一来复杂度就下降到 O(k + qα(k))。

如果把 2n个问题叠加起来，总的时间复杂度为 O(n log n + mα(n) log n)，该复杂度略小

于 O((n + m) log2 n)。

3.3 总结

通过该问题，可以得到分散层叠算法在处理问题的特点：对一个二维询问，将其分解为

O(log n)个一维询问。对于每个一维询问，如果可以通过预处理或离线处理等方法使处理每

一个问题的时间复杂度低于 O(log n)，则使用分散层叠算法解决该问题可以使其时间复杂

度小于 O(m log2 n)。

4 分散层叠在信息学竞赛中的应用

该算法在处理二维问题上是一个非常有利的工具，但是在信息学竞赛中，由于数据范

围过小、算法常数过大、适用条件过于严格等因素，很少出现此类算法的题目。本文中将会

选择三道与信息学竞赛联系较为密切的例题来说明分散层叠如何在信息学竞赛中应用。
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4.1 例题一

问题 3. 平面上有 n个点，第 i个点的坐标为 (xi, yi)。接下来会在线的提出 m个询问，每个

询问会给出一个坐标 (X,Y)，并询问 n个点中与这个点距离最近的点的距离。本题中的距离

为曼哈顿距离。数据范围：n,m ≤ 5 × 105。时间限制：4s。空间限制：192MB。

分析. 本题是经典的在线问题的一个变种。观察题目，注意到 n,m ≤ 5 × 105 但时限只有 4s，
因此应该需要一个 O((n + m) log n)。

每次询问可以按照询问点 (x, y)为原点将整个平面分成四份，分别为询问点的左上区域、

左下区域、右上区域和右下区域。由于:

dist((x, y), (x1, y1)) = |x − x1| + |y − y1| (1)

= max{x, x1} +max{y, y1} −min{x, x1} −min{y, y1} (2)

因此对于四个区域中的点可以分别设立权值 wi 为 −x + y,−x − y, x + y, x − y，此时问题

转换为求矩形内的最小值。

如果使用 KDTree算法，最后的时间复杂度为 O(m
√

n)，并不被允许。

如果使用分散层叠算法，则至少需要记 2个前缀最小值，2个后缀最小值，2种指针，因
此空间复杂度至少为 O(6n log n)。此算法无法在题目给定的空间限制下通过。

然而，对于曼哈顿距离还有一种常见的处理方法，就是把所有点 (x, y) 都变化为 (x +

y, x − y)，此时原来两点的曼哈顿距离和现在两点的切比雪夫距离相同。

定理 4.1. 点 (x1, y1)与点 (x2, y2)的曼哈顿距离和点 (x1 + y1, x1 − y1)与点 (x2 + y2, x2 − y2)的

切比雪夫距离相等。

注意到：

|x1 − x2| + |y1 − y2| = max{x1 − x2, x2 − x1} +max{y1 − y2, y2 − y1}

= max{x1 − x2 + y1 − y2, x1 − x2 + y2 − y1, x2 − x1 + y1 − y2, x2 − x1 + y2 − y1}

= max{max{x1 + y1 − x2 − y2, x2 + y2 − x1 − y1},

max{x1 − y1 − x2 + y2, x2 − y2 − x1 + y1}}

= max{|(x1 + y1) − (x2 + y2)|, |(x1 − y1) − (x2 − y2)|}

故定理 3得证。
因此，问题转换为求切比雪夫距离的最小值。

如果采用二分加判断矩形内是否存在点的方法，即使使用分散层叠算法，复杂度也会

退化到 O(m log2 n)，这是不被允许的。

不过事实上，可以在查询的同时二分。
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已知询问点为 (x, y)，设在查找时第一维确定在 [L,R]的范围上，且满足 x < [L,R]，即

x < L ≤ R或 L ≤ R < x。为了方便，这里只讨论 x < L ≤ R，对于 L ≤ R < x的情况仅为对称

情况，请读者自证。

图 7: 例题一

如图，图中蓝色边框是以 (x, y)为中心，2(MID − x)为边长的正方形。先考虑第一维在

[L,MID]中的点。不难得出，第一维在 [L,MID]并且第二维不在 [x + y −MID, y+MID − x]

中的点（即位于阴影区域外的点）的切比雪夫距离都是由第二维决定的。因此，如果阴影区

域内不存在点，[L,MID]就没有递归的必要了，直接计算完答案后递归 [MID,R]。

反之，如果阴影区域内存在点，这个点的切比雪夫距离距离一定小于等于MID− x，这

就意味着 [MID,R]中的点都不可能贡献答案（[MID,R]中的点的切比雪夫距离都大于等于

MID − x）。所以此时直接递归 [L,MID]即可。

因此问题的关键就是快速判断阴影中是否存在点，以及如果阴影中不存在点，在阴影

部分上下第二维离 y最近的点是什么。

显然此时可以直接用分散层叠算法找到第二维坐标比 y大的第一个点，这样可以解决

上述两个问题。

这种算法除了指针和点的编号外其他都不需要存储，空间复杂度为 O(3n log n)，时间复

杂度为 O(m log n)，可以通过本题。

□

4.2 例题二

问题 4. 给定一棵大小为 n的有根树，点从 1 ∼ n编号，树根为 1号点。二维平面上有 m个

点，第 i个点的坐标为 (xi, yi)，其代表树上的一个点 si。接下来将有 q个询问，每个询问为
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查询一个左下角为 (x1, y1) ，右上角为 (x2, y2) 的矩形中所有点的最近公共祖先。数据范围：

n, q ≤ 5 × 105,m ≤ 5 × 104。时间限制：5s。空间限制：1024MB

分析. 本题没有强制在线，因此本题既可以使用在线的方法解决，也可以使用离线的方法解
决。

对于在线算法，本题如果直接使用分散层叠，这样不方便直接求出区间 [L,R]中所有点

的最近公共祖先。然而 m只有 5 × 104 ，可以支持 O(m log2 m)的算法。因此可以先对外层

线段树对应的每一个节点中的数据做一个 RMQ预处理。这样在询问时就可以做到 O(1)了。

时间复杂度为 O((q + n) log n + m log2 n)。

对于离线算法，可以直接套用问题 2的解决方案。先将询问离线，然后将询问按照 ri排

序，最后使用单调队列加上并查集，时间复杂度为 O((q + n)α(m) log n)。不过该算法的理论

复杂度并不如在线算法。 □

4.3 例题三

问题 5. （2020北大集训 树数术）

给定一棵大小为 n的有根树，点从 1 ∼ n编号，树根为 1号点。有一个长度为 m的整数

序列 a，1 ≤ ai ≤ n。接下来有 q个询问，每个询问会给出基于序列 a的 k段区间，并将这 k

段区间拼接成一个新的序列 b，然后查询序列 b中有多少个位置 i满足对于所有 1 ≤ j ≤ i，

都有 lca(b j, bi) = bi。数据范围：n, q,
∑

k ≤ 7 × 105。时间限制：4s。空间限制：1024MB。

分析. 本道题是经典离线问题的变种。
首先可以对问题进行一个简单的转换，不难发现对于每一个区间都相当于给定 l, r 和

树上的一个点 x，求区间中有多少个 i，满足对于任意 l ≤ j ≤ i，都有 lca(a j, ai) = ai 并且

lca(x, ai) = ai。

先对序列中的每一个 i都求一个数 ci，ci为满足对于任意的 L ≤ j ≤ i都有 lca(a j, ai) = ai

中最小的 L。不妨把每个 i都变成一个点 (i, ci)，这样一来就变成求有多少个点满足 l ≤ i ≤
r, ci ≤ l, lca(ai, x) = ai。

定理 4.2. 假设 h为满足 l ≤ i ≤ r, ci ≤ l的所有 i从小到大的序列，则一定满足 lca(ahi , ahi+1 ) =

ahi+1 和 chi+1 ≤ chi。

证明比较显然，请读者自证。

因此，如果把所有点 (i, ci)构建区域树（每个节点上的数据按照 ci从小到大排序），在第

一维对应的某个合法节点上（即该节点对应的区间被 [l, r]包含），其中合法的点（即 ci ≤ l）

一定满足前一个是后一个的祖先。同时，在这些点中满足是 x的祖先的点一定是这些点的

一个前缀。

此时如果使用分散层叠算法，可以得到一个 O(
∑

k log2 n)的算法。即对于每一个询问，

查出对应节点和该节点中对应的 ci ≤ l的点后，再在这些点上二分一下满足是 x祖先的点。
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事实上这个算法还可以优化。因为这些合法点构成的虚树一定是一条链，不妨记链的

叶子为 y，可以先把 x变成 lca(x, y)，这样并不影响查询的正确性。然后把所有询问离线，

使用桶排序让这些 lca(x, y) 按照深度从深到浅排序，此时再询问就不需要二分，直接在每

一个节点上维护一个指针表示在该节点上满足深度小于等于 lca(x, y) 所对应的前缀。由于

lca(x, y)只会从深到浅，所以前缀只会缩短，指针只会向前移动，因此这部分复杂度是线性

的。这样一来总时间复杂度就变成 O((
∑

k + n) log n)的了。 □

4.4 总结

分散层叠算法因为本身对查询方式有极为特殊的要求，大多数问题都可以转换为经典

在线问题和经典离线问题。即该问题的数据有可以预处理的特点，或该问题允许离线询问，

并且在离线后总能按照某种顺序，用极短的时间回答每一个询问。
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《遇到困难睡大觉》命题报告

成都市第七中学 魏衍芃

摘 要

本文将主要介绍本人在校内训练中命制的一道传统题的解法和命题背景。

1 试题

题目描述

 小W是个懒惰的 OIer，他正在打游戏。游戏有 n个关卡，由于这是开放世界，他可以

以任意顺序通关这个游戏。

 每个关卡有一个轻松值和一个无聊值，越在后面打某个关卡，其轻松值就会越大。第
i个关卡的初始轻松值是 ai，初始无聊值是 bi。这款游戏设计非常精妙，如果小W第 i个通

关的是 pi个关卡，那么他得到的轻松值是 api + i× k，无聊值是 bpi + i× k。而在整个游戏过

程中，小W获得的轻松值是每个关卡轻松值的最小值，无聊值是每个关卡无聊值的最大值。
 现在小W想要知道如何让自己获得的轻松值减去自己获得的无聊值最大。也即，找到

一个排列 p，使得 mini(api + i × k) −maxi(bpi + i × k)最大。

输入格式

第一行一个正整数 n表示游戏的关卡数，以及一个正整数 k，意义如题面。

 之后 n行，每行两个正整数，分别表示 bi, ai（请注意这里的顺序）

输出格式

一行一个整数表示游戏过程中轻松值减去无聊值的最大值。

样例输入

2 10
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0 15
5 20

样例输出

10

数据范围

对于所有数据，满足：1 ≤ ai, bi ≤ 109, k × n ≤ 109, 1 ≤ n ≤ 105

子任务 1(5pts)：n ≤ 20

子任务 2(5pts)：n ≤ 100

子任务 3(10pts)：n ≤ 1000

子任务 4(10pts)：n ≤ 10000

子任务 5(20pts)：k ≤ 100

子任务 6(10pts)：n ≤ 50000

子任务 7(40pts)：n ≤ 100000

时间限制：3s
空间限制：512M

2 算法介绍

2.1 观察性质

首先不难发现的是答案只会与关卡的相对位置有关。那么不妨对所有关卡的下标做一

个平移（形式化地说，可以让关卡位于下标 t, t + 1, · · · , t + n − 1，其中 t是一个整数）。

枚举 max(i × k + bpi) = M，那么现在每个二元组 (ai, bi)会有一个关于右端点位置的限

制 ri = ⌊M−bi
k ⌋。由此同时不难发现关键的性质：ri 的相对大小不随 M改变。

为了方便，以下的下标都满足都满足对于任意 M，ri始终单调不降（也即按照 −bi排序

二元组）。

2.2 算法一，算法二

如果将 maxi(bpi + i × k)所在的二元组移动到 0下标，那么现在只会有 n个不同的需要

枚举的 M。

现在的任务是在合法的限制 r下将二元组填满 n个连续的下标（必须包含 0），并且要

让 mini(api + i × k)最大。
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考虑确定 t（t的定义在前文已经给出）后，如何得到一个最优的排列：

每个限制是一段后缀，所以可以考虑从后向前贪心，维护当前位置能够填的二元组。每

次贪心选择 ai 最大的二元组。（以上贪心的复杂度是 O(n log n)的）

但是同时我们可以得到另外一个本质相同的贪心方法：将 ai 从小到大排序，依次确定

这个二元组所在的位置，从对应的 ri 开始依次向前找第一个没有被占用的位置，将这个二

元组放在此位置上。

根据以上贪心，可以得到以下结论：

Lemma 1. 对于任意 M，选择最大的有解的 t一定最优。

证明. 显然将 t减少之后，所有的 ri 不会增加 (会有减少是因为如果 ri = t + n − 1那么我们
需要让 ri也跟着减少)。又不难发现的是第二个贪心的结果只与 ri有关，又因为所有的 ri都

不会增加，所以显然不会让答案变得更优。 □

由霍尔定理，有 t = min(ri − i+1)，之后如果直接套用第一种贪心方案，并用堆进行维

护，那么可以得到一个 O(n2 log n)的做法，期望得分 20分。

而第二种方案可以用并查集维护第一个没有被占用的位置，所以可以做到 O(n2)，期望

得分 30分。

2.3 算法三

仔细考虑，如果我们让 M增加 k，这个时候每个 ri也会增加 1，不难发现 t也会增加 1。

不难发现这个时候 mini(api + i × k)也只会增加 k。

于是只需要考虑的是 M mod k的结果。

于是可以得到一个 O(n × k)的做法，结合上述算法，期望得分 50分。

2.4 算法四 -第一部分

考虑二分答案 mid，并且仍然考虑枚举 M（在 [0, k)的范围内），看是否有解。

观察枚举 M之后如何判断其是否有解：

首先类似 ri 可以得到一个对左端点的限制 li = ⌈mid−M−bi
k ⌉，类似的，li 同样具有相对大

小不变的性质。

由于已经确定了 t，那么实际上的 li 是 max(⌈mid−M−bi
k ⌉, t)，实际上的 ri 是 min(⌊M−bi

k ⌋, t +
n − 1)。

现在可以构造一个匹配的模型，左右各 n 个点，每个左边的点连向右边的一段区间

[li + t + 1, ri + t + 1]。

关于判断匹配实际上可以用霍尔定理解决，而由于每个左边的点连向右边的一个区间：
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Lemma 2. 只需要检查是否存在一个区间 [L,R](L ≤ R) 满足 li ≥ L, ri ≤ R 的二元组个数

t > (R − L + 1)，就能知道是否存在完美匹配。

证明. 当找到一个左边的集合 s的时候，其连向的右边节点的集合 t如果不是区间，那么可

以将 s分成若干非空子集 s1, s2, · · ·，使得每个集合连向的右边节点的集合 ti 都是 t 的一个

极大区间。而如果 |s| − |t| > 0，那么一定存在一个 |si| − |ti| > 0。 □

于是可以使用一个线段树解决此问题：

对于 R做扫描线，维护所有 [L,R]的答案，遇到一个 ri = R的二元组后将 L ≤ li的所有

位置区间加 1，然后每次对前缀查询是否有 < 0的位置即可。

只需要维护区间加以及区间的最小值即可完成这个问题。

但是这样做的复杂度有足足 O(nk log n log A)，其中 A是答案的范围（在本题中是 109）

2.5 算法四 -第二部分

现在考虑 M从 0变成 k之后 li, ri, t的变化。

首先不难发现的是 l和 r的相对大小并不会改变（前已证），如果首先得出一个 l′i 和 r′i
以及 t′，分别表示这些值在 li, ri, t的时候的值。

不难发现：l′i − 1 ≤ li ≤ l′i，r′i ≤ ri ≤ r′i +1，并且都只会在 M增加的过程中改变一次。以

下我们分别记录其改变的时间戳（记录为：tli, tri）。

仔细观察线段树在判断时的操作，首先需要考虑的一定是某一个 li 或者某一个 ri 组成

的区间，并且每次操作影响到的区间是固定的。

这启发我们想办法将 k次线段树的操作合并。

考虑一段区间 [L,R]，现在是要检查 R − L + 1 − s(L,R)的权值是否小于 0，其中 s是区

间内部的区间个数。而如果我们直接利用下标记录，那么实际上是检查 r j − li + 1 − s(li, r j)。

不难发现，由于 l, r的相对大小不变，改变的值只有 r j − li。

考虑 q(i, j) = r′j − l′i + 1 − s(li, r j)，那么 q(i, j) − 1 ≤ r j − li + 1 − s(li, r j) ≤ q(i, j) + 1。

现在就是查询是否存在一个 M使得对于所有 1 ≤ i, j ≤ n，r j − li + 1 − s(li, r j) ≥ 0。

考虑维护 q，进行分类讨论：

1 如果 q(i, j) < −1，那么一定不存在合法的 k，使得这个区间 [li, r j]合法。

2 如果 q(i, j) > 0，那么所有 k都能使得这个区间 [li, r j]合法。

3 如果 q(i, j) = 0，那么当 k < tr j 并且 k ≥ tli 的时候，这个区间不合法，否则合法。

4 如果 q(i, j) = −1，那么当 k ≥ tr j 并且 k < tli 的时候，这个区间合法。
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考虑后两个情况，我们发现在 tr j 确定时，取最小的 tl能获得最紧的限制。

同时由于不能出现 < −1的情况，如果不存在情况 1，那么 = 0和 = −1的情况只能是
最小和次小值。

可以考虑用类似第一部分中的线段树，每个结点维护区间最小值，次小值以及对应值

下的最小 tl，对 r′做扫描线，在每次操作后询问最小值以及次小值，得到限制。

最终会有 O(n)个限制，对于 q(i, j) = −1得到的限制，可以轻松求出它们的交（是一个
区间 [L,R]），然后对于 q(i, j) = 0的限制，可以从 L扫到 R，同时记录覆盖的最大右端点。

于是得到了在 O(n log n)的时间完成对 mid的判断。

总复杂度 O(n log n log A)，其中 A是答案的范围。

3 命题契机与过程

本题是笔者在完成集训队作业中的《Scenery》一题时，错误地转化了题意得到的结果，
当时笔者完成了一个 O(n2 log n)的做法（也即算法一）。

而之后在校内题目的命题过程中，笔者将题意中的“判断是否大于”改为了求最大，并

且得到了算法四的做法。

4 总结与展望

本题是一个数据结构题，但其中涉及了二分图匹配的知识的应用，这要求选手在完成

此题时不仅对基础的数据结构技巧熟练掌握，还要对霍尔定理有一定了解。

完成本题需要从几个简单的结论出发，层层递进，不断发掘新的结论，将问题转化为二

分图的判断问题并得到一个数据结构的解决方案。之后又要求选手对此数据结构的操作进

行分析，从而得到在特殊情况下解决一组相似问题的方案。较长的解题步骤也要求选手拥

有足够的耐心逐步分析。
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感谢中国计算机学会提供学习和交流的平台。

感谢蔺洋老师，林鸿老师，叶诗富老师以及父母多年来的关心和指导。
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浅谈有限状态自动机及其应用

杭州学军中学 徐哲安

摘 要

有限状态自动机是目前信息学竞赛中相对冷门的内容。随着时代的进步，有限状态自

动机相关的内容越来越多地作为难题出现在各类算法竞赛中。此外，学习有限状态自动机

相关的内容有助于我们深入理解某些问题与算法的本质。本文系统地简述了有限自动机的

基础理论及算法，引出了一个正则表达式匹配的高效算法，以及有限状态自动机在信息学

竞赛中的丰富应用。希望本文能推动有限状态自动机在信息学竞赛界的普及。

1 引言

计算理论是理论计算机科学的分支，也是一门本科生课程。计算理论研究在某种计算

模型下，怎样的问题是可解决的，通过算法能多少有效地解决这个问题。目的是回答：计算

机的基本能力和局限是什么？

有限状态自动机作为一种基础的计算模型，因其结构简单，相关理论成熟的特点，不仅

在现实生活中有广泛的应用，而且更能协助我们解决各类信息学竞赛中的问题，具有广泛

的应用前景。

但令人遗憾的是，目前在信息学竞赛界缺乏相关的系统的学习资料，目前仅有的资料

是一些信息学竞赛活动中的讲课课件 [5, 6, 7]。由此，作者对有限状态自动机进行了深入的
探究，将相关的理论加以梳理，并总结了有限状态自动机在信息学竞赛中的丰富应用，写作

本文。

本文共由六个章节组成。

第二节主要介绍了两类有限状态自动机——确定性有限状态自动机与非确定性有限状

态自动机，与正则语言。本节揭示了两类有限状态自动机在计算能力上的等价性，以及它

们之间的不同之处，并介绍了它们计算的算法，提出了具有启发意义的优化方法。

第三节主要介绍了正则语言的另一种表达——正则表达式，以及正则语言具有的大量

性质。

第四节主要介绍了确定性有限状态自动机的最小化，揭示了正则语言与确定性有限状

态自动机更加本质的关系。本节也介绍了用于确定性有限状态自动机最小化的高效算法——

Hopcroft算法。
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第五节主要介绍了有限状态自动机的相关理论在信息学竞赛中的应用。本节内容是作

者深入探究有限状态自动机的相关理论，并对各类算法竞赛中的相关试题加以研究后整理

得到的。作者引出了一个正则表达式匹配的高效算法，并提出了一些个人的见解。

第六节作简要的总结。

2 有限状态自动机与正则语言

2.1 确定性有限状态自动机

有限状态自动机（Finite State Machine, FSM）是最简单的一类计算模型，体现在它的描
述能力与资源都极其有限。我们首先给出确定性有限状态自动机的形式化定义。

定义 2.1 确定性有限状态自动机（Deterministic Finite Automaton, DFA）是一个五元组 (Q,Σ, δ, q0, F)，

其中

• Q是一个有限状态集合；

• Σ是一个有限字符集；

• δ : Q × Σ→ Q是转移函数；

• q0 ∈ Q是开始状态；

• F ⊂ Q是接受状态集合。

我们可以使用状态图来直观地描述一个 DFA。
要让 DFA发挥作用，我们也需要给出另一些定义。

定义 2.2 设 M = (Q,Σ, δ, q0, F)是一个 DFA，w = w1w2 · · ·wn (wi ∈ Σ)（也记作 w ∈ Σ∗）是一
个串，若存在 Q中的状态序列 r0, r1, · · · , rn 满足

• r0 = q0；

• δ(ri,wi+1) = ri+1, i ∈ {0, 1, · · · , n − 1}；

• rn ∈ F。

则称 M接受 w。

定义形式语言（简称语言）是任意 Σ上串的集合（集合大小可以为无限）。令语言 L(M) =

{w | M接受 w}，则称 M识别 L(M)。

如果一个语言能被某个 DFA识别，则称它为正则语言（Regular Language）。
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为了方便说明，我们将求出输入串 w在 DFA中的状态序列，并判断其是否被接受的过
程称为计算。

考虑这样一个例子：设计一个 DFA能识别 5的倍数的二进制串。注意到，我们只需要

考虑已读入的串模 5后的余数，由此构造状态 q0, q1, q2, q3, q4。若当前在状态 qr 读入字符 c

后，转移到状态 q(2r+c) mod 5 即可。此外，开始状态和接受状态均为 q0。

q2

q0start

q1 q3

q4

0

1

0

1

01

0

1

0

1

2.2 非确定性有限状态自动机

非确定性是确定性的自然推广，在非确定性机中，任何一个点和某个转移字符可能存

在多个后继。下面我们用 P(Q)表示 Q的幂集（所有子集的集合），令 Σϵ = Σ ∪ {ϵ}（ϵ 表示
空串，即在串中能任意加删），并给出非确定性有限状态自动机的形式化定义。

定义 2.3 非确定性有限状态自动机（Nondeterministic Finite Automaton, NFA）是一个五元组
(Q,Σ, δ, q0, F)，其中

• Q是一个有限状态集合；

• Σ是一个有限字符集；

• δ : Q × Σϵ → P(Q)是转移函数；

• q0 ∈ Q是开始状态；

• F ⊂ Q是接受状态集合。

我们同样给出 NFA计算的形式化定义，需要注意，只要最终任何一个状态是接受状态，
整个输入串就会被接受。
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定义 2.4 设 N = (Q,Σ, δ, q0, F)是一个 NFA，串 w可以被表示为序列 y1y2 · · · ym (yi ∈ Σϵ)，若
存在 Q中的状态序列 r0, r1, · · · , rm 满足

• r0 = q0；

• ri+1 ∈ δ(ri,wi+1), i ∈ {0, 1, · · · ,m − 1}；

• rm ∈ F。

则 N 接受 w。

NFA是 DFA的扩展，似乎一个显然的推论是 NFA比 DFA能力强，能识别更多的语言
类？

2.3 DFA与 NFA的等价性

实则不然，下面我们将说明 DFA与 NFA的计算能力等价性。

定理 2.1 每一个 NFA都等价于某一个 DFA，反之亦然。两个机器等价，即它们能识别的语
言类相同。

证明. 显然每个 DFA都可以直接转换为一个 NFA，考虑将 NFA转化为一个模拟它的 DFA。
我们使用一种被称作幂集构造（Powerset construction）的方法，下面给出形式化描述。

设 N = (Q,Σ, δ, q0, F)，定义 E(q)表示从状态 q出发，只沿 ϵ 转移能到达的状态集合。

我们构造 M = (Q′,Σ, δ′, E(q0), F′)，其中

• 状态集合：Q′ = P(Q)；

• 转移函数：δ′ : Q′ × Σ→ Q′；

• 其中 δ′(S , c) =
∪

q∈S ,q′∈δ(q,c) E(q′)；

• 终止状态集合：F′ = {S ⊂ Q | S ∩ F , ∅}。

显然计算的每一步，M所在的状态对应 N 所处的状态集合。 □

鉴于 DFA与 NFA的计算能力等价性，我们可以得到一个简单推论。

推论 2.1 一个语言是正则的，当且仅当存在一个 NFA能识别它。

虽然 NFA与 DFA能力相同，但我们认为 NFA是有用的。这是因为对于某些正则语言，
用 NFA表示所需的状态数远小于 DFA所需的状态数。而且，我们也不难构造出一个状态数
为 n的 NFA使得它对应的最小 DFA状态数是 Θ(2n)的。
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2.4 DFA与 NFA的计算

两类 FSM的差异还体现在计算一个给定串的时间复杂度上。接下来，我们设串长为 n，

FSM状态数为 s，字符集大小为常数。

由于状态和转移的唯一性，显然 DFA计算这个串的时间复杂度为 O(n)。为了方便处理

NFA的转移，我们可以先将 ϵ 转移消除。在 NFA的计算过程中，最坏可能包含所有 s个状

态，同时每个状态可能至多存在 s个后继，所以其时间复杂度为 O(ns2)。接下来，我们将给

出两个有用的优化。

一是通过 bitset来优化复杂度。具体来说，预处理出每个状态 u沿 c转移边会到达的集

合，NFA计算过程中求出新的状态集合就只需要将这些集合或起来即可。时间复杂度被优
化为 O( ns2

ω
)。

二是使用Method of Four Russians。将 NFA的状态分块，设块大小为 T，全体状态被

分成了 O( s
T )块。对于每个块，我们枚举 2T 种状态子集，再枚举所有转移 c，处理出这个

集合沿 c转移边所形成的新的状态集合。在 NFA计算过程中，我们只需要利用每个块内预
处理的结果就能求出新的状态集合。时间复杂度为 O( s2·2T

ω·T +
ns2

ω·T )，取 T = O(log n)即可做到

O( ns2

ω·log n )的时间复杂度了。

3 正则表达式与正则语言

3.1 正则表达式

正则表达式是另一种常用的正则语言表达，下面给出形式化定义。

定义 3.1 对于一个正则表达式（Regular Expression）R，称 L(R)为正则表达式 R对应的形式

语言。正则表达式 R可以是

1. c (c ∈ Σ)，表示语言 L(R) = {c}；

2. ϵ，表示语言 L(R) = {ϵ}；

3. ∅，表示语言 L(R)为空语言；

4. (R1 + R2)，表示语言 L(R) = L(R1) ∪ L(R2)；

5. (R1R2)，表示语言 L(R) = {uv | u ∈ L(R1), v ∈ L(R2)}；

6. (R∗1)，表示语言 L(R) = {u1u2 · · · un | ui ∈ L(R1), n ∈ N} ∪ {ϵ}。
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3.2 正则表达式与 FSM的等价性

看上去正则表达式与 FSM相当地不同，但是，它们所能表述的语言类是相同的。

定理 3.1 一个语言是正则的，当且仅当可以用正则表达式表示它。

这个定理有两个方向，我们可以写作两个引理分别加以证明。

引理 3.1 如果一个语言可以用正则表达式描述，那么它是正则的。

证明. 发现我们只需要将一个正则表达式转化为一个 NFA即可。我们可以使用 Thompson
构造法（Thompson’s construction），根据正则表达式 R的构成，有如下六种情况：

1. 若 R = c (c ∈ Σ)，

qsstart qt
c

2. 若 R = ϵ，

qsstart qt
ϵ

3. 若 R = ∅，

qsstart qt

4. 若 R = (R1 + R2)，

qsstart

qs1 qt1

qs2 qt2

qt

ϵ

ϵ

ϵ

ϵ

R1

R2

5. 若 R = (R1R2)，
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qs1start qt1 qs2 qt2
ϵ

R1 R2

6. 若 R = (R∗1)，

qsstart qs1 qt1 qt
ϵ ϵ

ϵ

ϵ

R1

□

引理 3.2 如果一个语言是正则的，那么可以用正则表达式描述它。

证明. 显然我们只需要找到一种将一个 DFA转化为正则表达式的方法，首先引入一种新型
FSM。

定义 3.2 广义非确定性有限状态自动机（GeneralizedNondeterministic Finite Automaton, GNFA）
是一个五元组 (Q,Σ, δ, qs, qt)，其中

1. Q是一个有限状态集合；

2. Σ是一个有限字符集；

3. δ : (Q\{qt}) × (Q\{qs})→ R是转移函数，即每条边上是一个正则表达式；

4. qs ∈ Q是开始状态；

5. qt ∈ Q是接受状态。

如果串 w可写作 w = w1w2 · · ·wk (wi ∈ Σ∗)，且存在状态序列 q0, q1, · · · , qk 使得

1. q0 = qs 是开始状态；

2. qk = qt 是接受状态；

3. ∀i = 1, 2, · · · , k, wi ∈ L(δ(qi−1, qi))。

则称这个 GNFA接受串 w。
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我们可以通过增加开始状态，接受状态，以及一些必要的转移箭头，使得一个 DFA转
化为等价的 GNFA。

假设当前的 GNFA存在 k个状态，且 k > 2。我们任取一状态 qr ∈ Q\{qs}\{qt}，并构造一
个新的 GNFA (Q′,Σ, δ′, qs, qt)。其中 Q′ = Q\{qr}，对于任意 qi ∈ Q′\{qt}, q j ∈ Q′\{qs}，我们令

δ′(qi, q j) = ((δ(qi, qr)δ(qr, qr)∗δ(qr, q j)) + (δ(qi, q j)))

考虑串在原来 GNFA中的路径会经过若干次 qr，我们通过构造使得它被转移边等效替代了。

所以新的 GNFA与原来的 GNFA等价，并且状态数恰好减一。
通过不断减少 GNFA的状态数，我们能使得最终的 GNFA状态数为 2，此时 qs到 qt 转

移边上的正则表达式就是我们的目标。

□

建立起了正则表达式与正则语言之间的联系，就使得我们可以从代数视角考虑正则语

言运算的性质。

3.3 正则语言的代数定律

在本小节中，我们不考虑具体的正则表达式，转而考虑以变量为参数的正则表达式（变

量可以为任意正则语言）。运用正则表达式的代数定律有助于化简正则表达式。

定理 3.2 以下正则表达式的代数定律成立：

1. 并的交换律：L + M = M + L；

2. 并的结合律：(L + M) + N = L + (M + N)；

3. 连接的结合律：(LM)N = L(MN)；

4. ∅是并运算的单位元：∅ + L = L + ∅ = L；

5. ϵ 是连接运算的单位元：ϵL = Lϵ = L；

6. ∅是连接运算的零元：∅L = L∅ = ∅；

7. 分配律：L(M + N) = LM + LN, (M + N)L = ML + NL；

8. 并的幂等律：L + L = L；

9. 闭包相关的定律：(L∗)∗ = L∗, ∅∗ = ϵ, ϵ∗ = ϵ。
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以上定律的证明均较为简单，故在此略去。

由此延伸出这样一个问题：我们如何判断一个正则表达式的“定律”是否成立？

接下来给出了一个一般性的方法，但非常有趣的是，它紧密依赖于正则表达式的运算

符性质，不能推广到含某些其他运算符（例如交运算）的表达式。我们给出一个重要引理：

引理 3.3 设 E是包含变量 L1, L2, · · · , Lm的正则表达式。将所有 Li替换为标志符 ai，得到形

式正则表达式 T (E)。

令 L1 = L′1, L2 = L′2, · · · , Lm = L′m（注意 Li是变量，而 L′i 是具体的语言），得到具体的正

则表达式 E′。我们可以按如下方式构造全体 L(E′)：对于任意 A = a j1 a j2 · · · a jk ∈ L(T (E))，我

们将 a jt 替换为 L′jt 中的任意元素，并将所有得到的串加入到 L(E′)，记这些串的集合为 w(A)。

证明. 考虑对正则表达式进行归纳，不包含运算符的基础情况是显然的。

• 若 E = F+G，根据定义有 T (E) = T (F)+T (G)。对于任意串w ∈ w(A) (w(A) ⊂ L(E′))，存

在对应的 A ∈ L(T (E))有 A ∈ L(T (F))或者 A ∈ L(T (G))，也即w ∈ L(F′)或者w ∈ L(G′)。

反之，对于 w ∈ L(F′)，存在对应的 A ∈ L(T (F))，那么 A ∈ L(T (E))即 w ∈ L(E′)。

• 若 E = FG，根据定义有 T (E) = T (F)T (G)。对于任意串 w = uv, u ∈ w(A), v ∈
w(B) (w(A) ⊂ L(F′),w(B) ⊂ L(G′))，它们存在对应的 A ∈ L(T (F)), B ∈ L(T (G)) 有

u ∈ L(F′), v ∈ L(G′)。

反之，对于 u ∈ L(F′), v ∈ L(G′)，存在对应的 A ∈ L(T (F)), B ∈ L(T (G))，那么 AB ∈
L(T (E))即 uv ∈ L(E′)。

• 若 E = F∗，其证明也是类似的，这里不再赘述。

□

如果扩展正则表达式引入交运算，可以发现上述的论证不再成立，也就不再适用接下

来的定理。这里举出一个简单的例子，对于含变量的正则表达式 E = L1 ∩ L2，有 T (E) =

a1 ∩ a2 = ∅。而如果我们令正则语言 L′1 = {a, b}, L′2 = {a, c}，带入 L1 = L′1, L2 = L′2，得到

L(E′) = {a}，而使用上述过程会得到空语言。

定理 3.3 对于一对带有相同变量集合的正则表达式 E和 F。将每个变量替换为一个标识符，

得到 T (E),T (F)，那么 E = F 当且仅当 L(T (E)) = L(T (F))。

证明. 我们要证明：对于任意替换变量为具体语言的方案，均有 L(E′) = L(F′) 当且仅当

L(T (E)) = L(T (F))。

假设对于所有替换选择，均有 L(E′) = L(F′)。那么替换为标识符也是一种替换选择，令

E = T (E), F = T (F)，即 L(T (E)) = L(T (F))。

假设 L(T (E)) = L(T (F))，根据引理 3.3，将 L(T (E)), L(T (F))中的标识符替换为对应的

语言，就构造出了 L(E′)和 L(F′)，显然它们是相等的。 □
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定理 3.3 为我们提供了一种判断两个含变量的正则表达式是否相同的方法。只需要不
断将同一变量替换为未曾出现过的字符，将它们变成具体的正则表达式，再判断两个具体

的正则表达式对应的语言是否相同。这个问题我们将在后续的章节中解决。

3.4 正则语言的封闭性

正则语言的封闭性是其重要的性质，这些性质使得我们能通过一定的运算，构造能够

识别另一些语言的 FSM。简而言之，封闭性可以作为构造复杂 FSM的工具。

定理 3.4 关于正则语言的封闭性，我们有：

1. 两个正则语言的并是正则的；

2. 两个正则语言的连接是正则的；

3. 正则语言的闭包是正则的；

4. 正则语言的补是正则的；

5. 两个正则语言的交是正则的；

6. 两个正则语言的差是正则的；

7. 正则语言的反转是正则的；

8. 正则语言的同态（相同串替代符号）是正则的；

9. 正则语言的逆同态是正则的。

这里简单说明这些性质的正确性。前三条性质就是正则表达式的运算符；性质四只需

要将接受状态取作补集；性质五六可以构造两个 DFA的笛卡尔积得到；性质七可以认为是
反转所有转移边的方向，构造 NFA得到。性质八九的证明较为繁琐，以上这些性质的详细
证明都能在 [1]中找到，此处略去。

3.5 正则语言的泵引理

引理 3.4 正则语言的泵引理设 L是正则语言，存在与 L相关的常数 n满足：对于任意 L中

的串 w，如果 |w| ≥ n，则我们能将 w表示为 xyz，满足：

1. y , ϵ；

2. |xy| ≤ n；
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3. ∀k ≥ 0, xykz ∈ L。

证明. 对于任意正则语言 L，存在某个 DFA使得 L = L(A)。假设 A有 n个状态，考虑长度

不小于 n的串 w = a1a2 · · · am 其中 m ≥ n且 ai 均为输入符号。对于 i = 0, 1, · · · , n定义 pi 为

读入 w前 i个字符后所处的状态。

根据抽屉原理，必然存在 0 ≤ i < j ≤ n使得 pi = p j，我们构造

1. x = a1a2 · · · ai；

2. y = ai+1ai+2 · · · a j；

3. z = a j+1a j+2 · · · am；

发现串 y对应的路径构成了一个环，如果我们在环上走 k次，就能构造出串 xykz。 □

泵引理描述了正则语言一个共有的基本属性。对于一个语言，如果我们能找到一个足

够长的串使其不满足泵引理，就足以说明这不是正则语言。泵引理是我们证明一个语言的

非正则性的有力工具。不过需要注意的是，泵引理的逆命题并不成立，也即存在某些非正

则语言满足泵引理。

4 DFA的等价类与最小化
我们定义两个 DFA等价当且仅当它们识别相同的正则语言，显然，全体 DFA被划分了

无穷多个等价类。本节介绍了一些通用的算法，来寻找某个 DFA所属等价类中的最小 DFA。

4.1 DFA的最小化

定义 4.1 对于 DFA的两个状态 p, q，我们定义关系 p ∼ q当且仅当：对于任意输入串 w =

w1w2 · · ·wk (k ≥ 0)，δ̂(p,w) = δ(· · · δ(δ(p,w1),w2) · · · ,wk)是接受状态当且仅当 δ̂(q,w)是接受

状态。

从直观上理解，关系 p ∼ q相当于不存在输入串 w能区分状态 p和 q。稍加观察不难发

现，关系 ∼构成了一个等价关系（自反性与对称性显然，传递性易反证得到）。也就是说对
于一个特定的 DFA，等价关系 ∼将 DFA的状态划分为若干个等价类。

剔除初始状态无法到达的状态后，假设我们得到了 DFA A的等价类 S 1, S 2, · · · , S m，考

虑构造一个新的 DFA B。我们将 A中的等价类 S i作为 B中的状态 i，那么 B恰好包含 m个

状态一一对应 A中的等价类。对于等价类 S i，若存在状态 u ∈ S i和转移 c，使得 δA(u, c) ∈ S j，

则对于任意状态 v ∈ S i均有 δA(v, c) ∈ S j（使用反证法易得）。那么，我们不妨令 B中的转移

δB(i, c) = j。显然，对于 S i中的所有状态，要么均为接受状态，要么均不是接受状态。若 S i

中的状态均为接受状态，我们令 B中的状态 i为接受状态，否则不是接受状态。最后，我们
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令包含 A的初始状态的等价类 S i 对应的状态 i为 B的初始状态。不难验证，我们构造出的

DFA B与 DFA A等价。

那么，我们剩下的问题就是找出一个 DFA A所有的等价类。

接下来的算法基于不断对等价类进行划分。我们扩展等价关系 ∼的定义，令 p ∼k q表

示对于任意长度 ≤ k 的串 w，均有 δ̂(p,w) 是接受状态当且仅当 δ̂(q,w) 是接受状态。不难

发现 ∼k 也是一个等价关系。由关系 ∼k，我们的 DFA A 被划分成了等价类集合 Πk。显然

Π0 = {Q\F, F}，我们也不难从 Πk 推出 Πk+1，具体算法如下：

栱

桁桬桧桯桲桩桴桨桭 栱栺 等价类划分算法

桉桮桰桵桴栺 桄框桁 A 栽 栨Q,栆, δ, q0, F 栩

桏桵桴桰桵桴栺 等价类集合 栅0,栅1,栅2, · · ·
栱 栅0 ← {Q\F, F}栻
栲 m← 栰栻

栳 桲桥桰桥桡桴

栴 栅m+1 ← 栅m栻

栵 桦桯桲桥桡档桨 c ∈ 栆 桤桯

栶 栅′ ← 栅m+1栻

样 桦桯桲桥桡档桨 G ∈ 栅m+1 ∧ |G| > 栱 桤桯

核 桩桦 ∃ u, v ∈ G, δ栨u, c栩 与 δ栨v, c栩 属于 栅m 的不同组 桴桨桥桮

根 根据转移后不同的组，对 G 进一步划分得到 G∗栻

栱栰 栅′ ← 栅′\{G} ∪G∗栻
栱栱 桥桮桤

栱栲 桥桮桤

栱栳 栅m+1 ← 栅′栻

栱栴 桥桮桤

栱栵 m← m栫 栱栻

栱栶 桵桮桴桩桬 栅m 栽 栅m−1栻

上述算法依次求出了等价类集合 Π0,Π1, · · · ,Πm，其中 Πm−1 = Πm。由于划分方案仅依

赖于前一个等价类集合，我们断言 Πm−1 = Πm = Πm+1 = Πm+2 = · · ·，根据定义，Πm 就是我

们所要求得的等价类集合。值得一提的是，如果我们稍加修改上述算法，每次找出任意一

个能被分裂的集合并不断迭代，不难证明这同样也是正确（首先证明等价的一对状态不会

被分开；再考虑最小的 k使得存在一对处于同一等价类中且不满足 ∼k 的状态，一定能继续

划分）。

在具体实现的时候，对于每种转移 c，我们遍历所有等价类集合，再遍历其中的元素。

我们使用一个 Hash表来维护当前等价类中的 u对应的 δ(u, c)所在 Πm 中的等价类，据此来

继续划分集合。该算法的时间复杂度为 O(n2|Σ|)。值得注意的是，根据 DFA随机生成的方式
不同，该算法的平均迭代次数能达到 O(log n)甚至更低。这是一个实践中非常优秀的算法。
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4.2 Myhill–Nerode定理

给定一个语言 L，对于任意一对串 x, y，我们定义关系 x ≡L y当且仅当：对于任意串 z，

xz ∈ L当且仅当 yz ∈ L。不难验证这是一个等价关系，也即 Σ∗ 被划分为了若干等价类。我

们有定理：

定理 4.1 Myhill–Nerode theorem语言 L是正则的，当且仅当关系 ≡L 对应的等价类个数有

限。描述正则语言 L的最小 DFA唯一（忽略状态标号），且它的状态数量等于关系 ≡L 对应

的等价类数量。

该定理包含两个方向，那么我们同样分作两个引理分别证明。

引理 4.1 对于任意正则语言 L，都有关系 ≡L 对应的等价类个数有限，且不超过能识别 L的

最小 DFA状态数。

证明. 取一个识别语言 L的最小DFA A，假设关系≡L对应的等价类个数大于 A的状态数。根

据抽屉原理，必然存在不属于同一个等价类的串 x, y会到达 A中的同一个状态，也即 x ≡L y，

矛盾。 □

引理 4.2 对于任意语言 L，关系 ≡L对应的等价类个数有限，我们都能构造唯一的 DFA使得
其状态数等于等价类个数。

证明. 考虑构造一个 DFA A使得每个等价类恰好对应一个状态。DFA的开始状态对应空串
所属的等价类，DFA的接受状态对应全体元素属于 L的等价类。对于每个等价类和字符 c，

任意选择一个代表元求出沿 c 转移边到达的等价类，在这对等价类对应的状态之间加入 c

转移边。不难验证这个 DFA识别语言 L。

假设存在另一个与 A不同构的 DFA B识别 L且它的大小不超过等价类个数。那么，必

然存在不属于同一个等价类的串 x, y会到达 B中的同一个状态，也即 x ≡L y，矛盾。 □

显然最小化后的 DFA的状态一一对应等价类，所以最小化后的 DFA就是最小 DFA。
Myhill–Nerode定理也为我们提供了新的判断一个语言非正则性的方法，显然有推论

推论 4.1 对于一个语言 L，若存在任意多个串 w1,w2, · · · 使得它们两两不等价，那么 L不是

正则语言。

由于最小 DFA的唯一性，我们也找到了判断两个 DFA是否等价的方法。只需将两个
DFA分别最小化，判断是否同构即可。

4.3 Hopcroft算法

Hopcroft算法是一个寻找 DFA等价类更加高效的算法 [3]，基于启发式分裂来优化时
间复杂度。算法描述如下：
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串

乁乬乧乯乲乩乴乨乭 串为 么乯买乣乲乯书乴丧乳 乡乬乧乯乲乩乴乨乭

义乮买乵乴为 乄乆乁 A 丽 丨Q,丆, δ, q0, F 丩

乏乵乴买乵乴为 等价类集合 P

丱 P ← {F,Q\F}主
串 W ← {F}主
丳 乷乨乩乬乥 W 6丽 ∅ 乤乯
临 从 W 中任取一个集合 A，并将其从 W 中删去主

丵 书乯乲乥乡乣乨 c ∈ 丆 乤乯

丶 X ← {u ∈ Q | δ丨u, c丩 ∈ A}主
丷 书乯乲乥乡乣乨 Y ∈ {u ∈ P | u ∩X 6丽 ∅, u\X 6丽 ∅} 乤乯
丸 P ← P\{Y } ∪ {Y ∩X} ∪ {Y \X}主
丹 乩书 Y ∈W 乴乨乥乮

丱丰 W ←W\{Y } ∪ {Y ∩X} ∪ {Y \X}
丱丱 乥乬乳乥

丱串 乩书 |Y ∩X| ≤ |Y \X| 乴乨乥乮
丱丳 W ←W ∪ {Y ∩X}主
丱临 乥乬乳乥

丱丵 W ←W ∪ {Y \X}主
丱丶 乥乮乤

丱丷 乥乮乤

丱丸 乥乮乤

丱丹 乥乮乤

串丰 乥乮乤

如何证明上述算法的正确性？稍加修改后的等价类划分算法可以看做是以下过程的不

断重复：选择等价类 Y, A以及字符 c，求出能沿着 c转移边到达 A的状态集合 X，满足 Y ∩X

与 Y\X均非空，那么我们就能将等价类 Y 拆分为两个等价类。我们称等价类 A是划分等价

类 Y 的证据。Hopcroft算法实际上维护了一个集合 W 表示还未用于划分等价类的证据。显

然用证据 A将现有的等价类划分完后，证据 A就失去了意义。

在我们将等价类 Y划分为等价类U,V之后有两种情况。一种是 Y还未作为证据使用，显

然 Y的作用可以被U和 V共同作用代替。另一种是 Y已经作为证据使用，我们可以证明，仅

保留U或者 V作为证据使用均能得到正确的结果。假设存在等价类 Z使得U,V中仅有U能

作为证据将其继续划分。那么必然存在一对状态 a, b ∈ Z和转移 c使得 δ(a, c) ∈ U, δ(b, c) < U。

如果 δ(b, c) < Y，那么 Y 作为证据一定会将 Z继续划分，否则 δ(b, c) ∈ V 即 V 同样能作为划

分 Z的证据。矛盾，故结论成立。

接下来的问题是，如何高效实现该算法？不难发现，时间复杂度的瓶颈在于快速寻找到
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与 X有交的 Y。我们不妨遍历 X中的所有元素，在其所属的等价类打上标记，最后将所有符

合条件 Y进一步处理。如果 |Y∩X|较小，那么我们将 Y∩X单独提出，并保留这些元素在原来

的集合中（之后再次遍历到这个集合时就忽略这些元素，并重构整个集合），否则意味着遍

历集合 Y的时间复杂度上界为O(|X|)。注意到时间复杂度依赖于所有 |X|与min(|Y∩X|, |Y\X|)
之和，因为每个元素对时间复杂度产生贡献时，其所在等价类规模至少除以 2，故 Hopcroft
算法的时间复杂度为 O(n|Σ| log n)。对于某些特定方式随机生成的 DFA，该算法的平均时间
复杂度能达到 O(n|Σ| log log n)。

5 FSM在 OI中的应用
虽然 FSM是 OI中相对冷门的内容，但是学习 FSM有助于我们深入了解一些问题的本

质，以及提出更加优秀的算法。接下来，我们将略举几例来展现其丰富的应用。

5.1 DFA的构造与设计

在 OI中，我们有时会遇到这样的计数问题：“给定一个串，问其存在多少子串满足某
条件”，或者“给定一个包含 0, 1, ?的串，问存在多少种替换 ?为 0或者 1的方案使其满足

某条件”等等。如果满足条件的全体串构成了一个正则语言，我们往往能通过某种方式来

构造一个 DFA，接着再通过 DP解决。
为了解决这样的问题，我们需要设计一个 DFA来识别特定的语言。没有什么机械的方

法或者公式能帮助我们直接构造出一个 DFA，但是，在设计 DFA的时候仍然有一般性的原
则。

DFA的局限在于它的状态数必须是有限的，而可能的输入种类却是无限的。这就需要
我们用某些关键信息来描述状态，使得所有输入被划分为有限类。第二节提到的例子就是

将已读入的数模 5作为关键信息。

例题 5.1 Foreigner1我们定义好数：

• 所有 1至 9的数是好的；

• 如果一个整数 x ≥ 10是好的，它需要 ⌊x/10⌋是好的；除此之外，设 ⌊x/10⌋是第 k个

好数，那么 x是好的仅当 x mod 10 < k mod 11。

前若干个好数为 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 21, 30, 31, 32 · · ·
给定数字串 s，求有多少个 s的子串不含前导 0且是好数。

数据范围：1 ≤ |s| ≤ 105

1Codeforces Round #549 (Div. 1), Problem D

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 15



浅谈有限状态自动机及其应用 杭州学军中学 徐哲安

考虑构造一个 DFA，使之能识别全体好数构成的集合。对于一个好数 x，我们维护三个

参数：ax 表示小于等于 x的好数个数，bx 表示小于 x且与 x长度相同的好数个数，cx 表示

大于 x且与 x长度相同的好数个数。在 x后追加一个数字得到 y，我们不难判断 y是否是一

个好数，同时容易得到新的 ay, by, cy。利用性质 (0 + 1 + · · · + 10) mod 11 = 0，我们只需要知

道 ax, bx, cx 模 11的值。由此，我们可以构造一个包含 113 个状态的 DFA，在这个 DFA上
DP就能解决本题。值得注意的是，这个 DFA有很多状态是不可达的，删去不可达的状态可
以大大提高程序的效率。

事实上，上述做法构造的 DFA包含很多冗余、重复的状态，我们能通过进一步分析问
题性质得到更优的解法。方便起见，我们认为 0也是好数，同时它的排名为 0。观察好数序

列发现从 10开始所有的好数都是在更小好数的末尾添加 0, 1, · · · , 9得到的，同时能添加上
的数字个数是 0, 1, · · · , 10循环的。假设好数 x与 ⌊x/10⌋的排名分别为 u, v，那么有

u = 9 + 55⌊v/11⌋ + (0 + 1 + · · · + (v − 1) mod 11) + (x mod 10) + 1

发现我们只需要考虑模 11的值，也即 u ≡ v(v − 1)/2 + 10 + (x mod 10) (mod 11)。我们可以

构造一个仅包含 11个状态的 DFA。之后使用 DP计数即可，时间复杂度为 O(11n)。

5.1.1 DP套 DP

DP套DP是陈立杰于WC 2015提出的一类问题的解决方法 [9]。基本的问题形式是：问
存在多少种特定的对象（例如串，序列，矩阵等）满足某个特定的条件。如果判断该对象是

否符合条件可以通过 DP判断，那么我们可以“通过一个外层的 DP来计算使得另一个 DP
方程（子 DP）最终结果为特定值的输入数。由于我们只对 DP方程的最终结果感兴趣，我
们并不需要记录这前 i位都是什么，只需要记录对这前 i位进行转移以后，DP方程关于每
个状态的值就可以了。也即外层 DP的状态是所有子 DP的状态的值”。

DP套 DP的内层可以看做是记录“全体 DP状态及值”的 DFA。对于某些此类问题，其
内层的 DP仅有有限种情况（或者可以通过一些方法合并为有限种情况），这时全体符合条
件的串构成了正则语言，可以使用 DFA描述。对于其他此类问题，其内层 DP可能有无限
种情况（也即等价类个数随串长的增长而增长），如果我们固定一个上界 N，仅考虑能正确

识别长度不超过 N 的串，同样可以使用一个 DFA来描述。

5.2 DFA最小化：减少 DP状态数

将 DP套 DP或者其它一些问题引入 DFA的好处在于，我们可以使用有限状态自动机
相关的理论来帮助我们解决问题。下面举出一个例子：

例题 5.2 Equanimous2

2XIX Open Cup Grand Prix of China, Problem E，另见 Codeforces Round #472 (Div. 1), Problem F
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定义 f (n)表示将十进制数 n所有数码之间填入加号或者减号，最终得到的值的绝对值

最小值。

T 组询问，给定 l, r，对于所有 k = 0, 1, · · · , 9，求所有 m之和满足 l ≤ m ≤ r且 f (m) = k。

答案对 109 + 7取模。

数据范围：1 ≤ T ≤ 104, 1 ≤ l ≤ r ≤ 10100。

考虑构造一个 DFA能对于给定的 m计算 f (m)。令 dp(i, j)表示 m的前 i位插入加减号

后能否变成绝对值为 j的数。转移就是 dp(i − 1, j)→ dp(i, j + di), dp(i, | j − di|)，其中 di就是

m的第 i位数。不难发现，DP过程中状态可能会达到 9 · log m的级别，时间复杂度无法承

受。实际上，我们能设定一个阈值 K，使得我们不需要考虑 j ≥ K的 DP信息，同样能够得
到正确的结果。为了得到更加一般化的结论，我们使用 w (w ≥ 2)替代题中的 9。

首先，我们需要用到以下引理

引理 5.1 对于任意两个大小为 n的多重集，只包含元素 1, 2, · · · , n，一定能各自找到一个子
集，使得这两个子集之和相同。

证明. 假设两个集合分别为 {a1, a2, · · · , an}与 {b1, b2, · · · , bn}。设 Ai =
∑i

j=1 a j，Bi =
∑i

j=1 b j。

不失一般性，设 An ≤ Bn。

令 pi 为满足 Bpi ≥ Ai 的最小值。令 Ri = Bpi − Ai，显然有 Ri ∈ [0, n − 1]。

若存在 Ri = 0，那么子集 a[1 · · · i], b[1 · · · pi]即符合条件。

否则根据抽屉原理，必然存在 1 ≤ i < j ≤ n使得 Ri = R j。此时子集 a[(i+ 1) · · · j], b[(pi +

1) · · · p j]符合条件。 □

由此可以得到下述推论

推论 5.1 对于任意两个多重集 A, B，只包含元素 1, 2, · · ·w且元素之和 ≥ w(w− 1)，一定能各

自找到一个子集，使得这两个子集之和相同。

证明. 不妨设 |A| ≤ |B|。对于满足上述条件的多重集 A, B，若元素个数不超过 w− 1，一定只

能是 w − 1个 w。

若 A, B均包含 ≥ w个元素，那么根据引理 5.1，结论成立。
若 A, B均只包含 w − 1个元素，显然结论同样成立。

若 A包含 w − 1个 w，B包含 ≥ w个元素。任取 B中的 w个元素 x1, x2, · · · , xw，构造

si = (
∑i

j=1 x j) mod w。若存在 si = 0，取 x[1 · · · i] 即可。否则必然存在 1 ≤ i < j ≤ w 使得

si = s j，取 x[(i + 1) · · · j]即可。结论同样成立。 □

接下来的定理给出了本题可行的阈值

定理 5.1 只保留上述 DP在 0 · · ·w2 − 1处的信息，同样能得到正确结果。

证明. 设 m = d1d2 · · · dk (0 ≤ di ≤ w)，则上述定理等价于对于任意正整数 m，我们能找到序

列 s0, s1, · · · , sk 使得：
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• s0 = 0;

• |si − si−1| = di (i = 1, 2, · · · , k);

• |sk| = f (m);

• |si| ≤ w2 − 1 (i = 1, 2, · · · , k).

设存在最小的 p使得 |sp| ≥ w2，不失一般性，设 sp ≥ w2。

显然我们有 |sk| = f (m) ≤ w，即 sp − sk ≥ w(w − 1)。设 dp+1, dp+2, · · · , dk 中取减号的所有

元素构成集合 B，那么 B中所有元素之和一定 ≥ w(w − 1)。

考虑 d1, d2, · · · , dp 中取加号的元素（包括 d1）依次为 dt1 , dt2 , · · · , dtq。取最大的 l 满足∑q
j=l dt j ≥ w(w−1)。令集合 A = {dtl , dtl+1 , · · · , dtq}，集合 A中的所有元素之和 ∈ [w(w−1),w2−1]。

对于集合 A, B，我们应用推论 5.1，一定能找到 U ∈ A,V ∈ B使得它们的元素之和相同。

之后将所有 U 中元素对应的加号改成减号，将所有 V 中元素对应的减号改成加号。不

难发现 |sk|仍然保持不变，同时对于 i = 1, 2, · · · , p − 1仍然有 |si| ≤ w2 − 1。此外 |sp|一定会
变小。

不断重复上述操作，此后一定会终止，最终的序列就是符合要求的了。

□

实际上，本题的阈值通过更加细致的分析能达到 (9−1)×9+1 = 73，到达上界的方式为

构造连续 8个 9和 9个 8。我们将状态看做一个长度为 73的 bitset，并搜索出所有可达的状
态，这样的状态数量只有数万个。我们将状态对应的 f 值分为 10类，并运行 Hopcroft算法，
最终的最小 DFA只有 715个状态。通过 DP预处理足够的信息，我们能 O(10 · (log l+ log r))

回答一次询问。

5.3 利用等价关系构造 DFA

例题 5.3 Median Replace Hard3

给定一个长度为 8的二进制串 P = P0P1 · · · P7。定义一个长度为 n的二进制串 X 是好

的，当且仅当能够通过执行 (n − 1)/2次下述操作变为串“1”：

• 选择 X的连续三个比特 (Xi, Xi+1, Xi+2)，将它们替换为 P的第 (Xi + 2Xi+1 + 4Xi+2)个比

特。

共 T 组询问。给定一个包含 0, 1, ?的串 S，问存在多少个将 ?替换为 0, 1的方案，使得

最后的串为好串。答案对 109 + 7取模。

数据范围：1 ≤ T ≤ 256, 1 ≤ |S |,∑ |S | ≤ 300000，|S |为奇数

3XX Open Cup Grand Prix of Tokyo, Problem J
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实际上对于所有 256个可能的 P，我们都能构造一个 DFA识别全体好串。找到这样的
DFA之后，我们就能够通过一个简单的 DP解决本题。

回忆Myhill–Nerode定理中的等价关系，我们认为串 x, y等价当且仅当对于任意的串 z，

均有 xz是好串当且仅当 yz是好串。我们能根据等价类直接构造出 DFA。但是枚举所有的串
z来判断是否等价是不可能的，考虑仅枚举长度不超过 L的串 z来判断等价性（同时通过记

忆化 DFS判断一个串是否为好串）。
不妨将所有等价类中任意长度最小的串视作代表元，我们可以使用 BFS找出所有的代

表元。先将空串入队，每次从队首弹出一个串 x，并判断串 x和已有的代表元是否等价。如

果均不等价，那么它一定能成为某个等价类的代表元。假设存在某个等价类的代表元没有

被找到，同时该串去掉最后一个字符得到串 t，那么串 t所在等价类的代表元加入这个字符

就得到与之等价的串。观察这个过程，我们也能发现所有代表元形成了一个树形结构。

接下来的问题是我们怎样验证这个 DFA 是否符合条件？假设存在一个 DFA d(k) 能正

确识别长度不超过 k 的好串。据此可以构造出一个 NFA 能正确识别长度不超过 k + 2 的

好串，再将其转化为 DFA d(k + 2)，并最小化。如果 d(k) 等价于 d(k + 2)，我们就能得到

d(k) = d(k + 2) = d(k + 4) = · · ·，这也就是我们所要求的 DFA。通过计算机验证，取 L = 10

就能满足条件。最坏情况下 DFA的大小为 35，可以通过本题。

5.4 OI字符串理论中的 DFA

由于 DFA自身的特性，它成为了信息学竞赛中的许多字符串算法的基础结构。Trie是
一个能识别多串的简单结构，AC自动机在此基础上引入失配边，使之能不断回退最终找到
匹配。序列自动机是贪心的产物，结构简单却能有效处理子序列相关的问题。回文树是解

决回文串问题有力算法，进一步的讨论可以参见 [11]。
在 OI字符串理论中，成果最为丰富，应用最为广泛的当属后缀数据结构。后缀 Trie是

最基本的结构，在此基础上进行压缩（缩去出入度均为 1的点）就得到了后缀树，而后缀自

动机就是最小化后的后缀 Trie。同时对后缀 Tire进行最小化和压缩能够得到压缩后缀自动
机等更进一步的结果。从 DFA的角度思考，有助于我们更加深刻地理解这些结构。上述内
容的进一步讨论可以参见 [8, 10, 12]。接下来的这道例题假定读者已经掌握了后缀自动机的
基础知识。

例题 5.4 Beautiful Automata4

构造一个仅包含小写字母的串 s，使得 s的后缀自动机的转移图（仅保留其有向图的结

构）与给定的 DAG同构。如果不存在，输出 −1，否则输出字典序最小的解。

数据范围：1 ≤ n ≤ 2000, 1 ≤ m ≤ 3000。

显然只有开始状态入度为 0，记为 S。根据后缀自动机的性质，出度为 0的点只能有一

个，记为 T。也即图中的任意一个点都能从 S 到达，也都能到达 T。因为后缀自动机中的一

4XIX Open Cup Grand Prix of Baltic Sea, Problem G
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个节点 u是 right集合相同的串的集合，所以所有从 S 到 u的路径长度互不相同且构成了一

个区间。

假设所有从 S 到 T 的路径长度分别为 K + 1,K + 2, · · · n，分别代表从 1, 2, · · · , n − K 开

始的后缀。因为 S 的转移边对应字符互不相同，所以我们根据这 n − K 条路径的经过的第

一条边，就能贪心确定 s的前 n − K 个字符。

剩下的 K 个字符在枚举 T 的后缀连接 P（即 parent树上的父亲）后能唯一确定。我们
要求从 S 到 P的最长路恰好为 K，对应 s长度为 K的后缀。假设存在一条 P到 T 的路径长

度为 l，那么就有 S [n − K + 1 : n] = S [n − K + 1 − l : n − l]。由此便能唯一确定整个串 s。

如何判断一个串 s是否符合条件？考虑恢复 DAG的转移边字符。观察到对于一个后缀
自动机，我们从 T 出发的任意一条反向路径构成了 s反串的前缀。所以我们可以从 T 开始

BFS，就能唯一确定 DAG的转移边了。接着再求出 s的真实后缀自动机，判断两者是否同

构即可。

时间复杂度为 O(nm|Σ|)。

5.5 正则表达式匹配的算法

关于正则表达式一个常见的问题是，判断一个串是否属于它的正则语言（设正则语言

规模为 s，串长为 n）。我们不难想到使用 Thompson构造法将正则表达式转化为一个 NFA，
变成 NFA的计算问题。接下来有两个方向可以继续。

一个方向是将 NFA通过幂集构造法转化为 DFA，计算时可以 O(1)完成一次转移。这在

正则表达式规模较小的时候比较适用。但是，我们构造正则表达式 (a+ b)∗a(a+ b)(a+ b)(a+

b) · · · 就能将对应状态数最少的DFA卡到指数级。所以这个做法的时间复杂度为O(s ·2s+n)。

另一个方向是直接在 NFA上计算。我们套用前文的 NFA计算算法，即可做到 O( n·s2

ω·log n )

的时间复杂度。实际上，利用正则表达式转化后的 NFA的特殊性，我们能做到更优的时间
复杂度。

注意到 Thompson构造法每次只会增加常数条转移边。如果我们不将 ϵ转移边消去，总
转移边数就是 O(s)的。我们可以借鉴幂集构造方法的思想，在算法的开始我们求出 E(q0)

（即从初始状态沿 ϵ 转移到达的状态）作为初始的状态集合。在计算过程中，我们求出当前

状态集合 S 中的元素，沿 c转移边能够到达的新的状态集合 S ′。之后再求出沿 ϵ 转移边能

到达的所有状态（这一部分可以通过队列实现 BFS完成）。发现每一步转移只需要遍历所有
O(s)个状态与转移边，所以该算法的时间复杂度为 O(ns)。

5.5.1 基于Method of Four Russians的高效算法

事实上，我们做到更优的时间复杂度。由于下述算法较为复杂，本文仅做一个简单的

介绍，感兴趣的读者可以参考 [4]获取详细内容。
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首先建出正则表达式的表达式树，一个性质是每个节点至多只有两个子节点。考虑将

表达式树分块，设阈值为 K，这里介绍一种分块的方法：每次从根节点开始，不断移向较

大的一棵子树，直到子树的大小 ≤ K，将该子树看做一个块，并使用一个节点来替代该子

树。因为每个节点至多只有两个子节点，所以子树大小至多除 2，除根节点外，剩余的块大

小一定在 K/2到 K之间。表达式树被分作 O(s/K)块。我们建出正则表达式对应的 NFA，强
制 Thompson构造法中的每个运算符都新建两个节点（即 R = (R1R2)时，也新建一对节点），

不难发现构造出 NFA形成了嵌套结构，每块 NFA通过一对节点与上一层的 NFA产生联系。
假设 K ≤ ω，我们可以使用一个二进制数维护每块 NFA中的状态。

之后的转移分为两部分，首先考虑字符 c的转移。根据 Thompson构造法得到的NFA的
性质，我们只需要考虑正则表达式树中的叶子节点。对于所有 O(s/K)个块和转移字符，我

们预处理 O(2K)种情况转以后得到的结果，就能在 O(s/K)内完成转移。

接下来考虑 ϵ 的转移。假设不存在闭包运算（即 ∗ 运算），不难发现我们的 NFA构成
了一个 DAG，使得我们能够按照拓扑序来处理转移。这种情况下，我们可以按照正则表达
式树 DFS序的顺序来处理，同样预处理所有 O(2K)种情况，我们能 O(1)完成一次块间的转

移。存在闭包运算的情况更为复杂，因为存在回退的 ϵ 边，不过我们有以下结论

引理 5.2 由 Thompson构造法得到的 NFA中，任意仅由 ϵ 组成的无环路径，至多经过一次
闭包运算中的回退边。

相信读者不难独立给出这个结论的证明（只需对正则表达式进行归纳即可）。由于只会

回退一次，我们可以同样通过预处理来加速回退边的转移。接着，只需要再次按正则表达

式树的 DFS序处理一遍即可。本算法可以看做是Method of Four Russians又一强大的运用，
正则表达式匹配的时间复杂度被优化为了 O( ns

log n )。

例题 5.5 数字搜索5

给定一个字符集大小为 10的正则表达式（长度为 s），以及一个长度为 n的字符串。

问该字符串存在多少前缀使得：该前缀存在一个后缀与正则表达式匹配？

数据范围：1 ≤ s ≤ 500, 1 ≤ n ≤ 107。

注意到本题与正则表达式匹配非常相似。同样考虑使用 NFA来处理，我们只需要每一
步转移之后，将开始状态加入状态集合。每次判断该前缀是否存在后缀与其匹配，判断状

态集合是否包含接受状态即可。套用普通的正则表达式匹配算法即可做到 O(ns)，使用基于

Method of Four Russians的高效算法即可做到 O( ns
log n )的时间复杂度。

本题在网络中现存的解题报告6与通过程序时间复杂度都是错误的。这些做法都是将当

前的状态集合与转移对应的新的状态集合记录下来，再次访问到的时候就能 O( s
ω

)完成一次

转移。由于本题的测试数据强度较低，使得 NFA在计算过程中有大量状态集合会重复出现。
实际上，我们只需要构造正则表达式为 (0+ 1)∗1(0+ 1)(0+ 1) · · · (0+ 1)（总长度不超过 500），

5CTSC 2004
6参见 https://www.docin.com/p-2262533912.html，或 https://www.docin.com/p-2268504832.html
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并使用强度较高的随机数生成器产生一个长度为 107 的随机 01序列，就能使得所有通过程

序无法在时限的十倍时间内计算出答案。

如果有读者提出了更加优秀的算法，欢迎与作者交流。

6 总结

本文系统地简述了有限自动机的基础理论及算法，并展现了相关理论在信息学竞赛中

的丰富应用。

有限状态自动机是一个非常简单的结构，但是我们能发掘大量的性质与许多有趣的应

用，这就是它的魅力所在。作者相信，有限状态自动机仍然有着巨大的潜力，等待我们去进

一步探索更加有趣的理论与应用。希望本文能起到抛砖引玉的作用，吸引更多的选手来学

习和研究有限状态自动机。
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再谈图连通性相关算法

宁波市镇海中学虞皓翔

摘 要

本文介绍了图论中经典的连通性问题，针对 k−点/边连通和 2−点/边连通给出了对应的
算法和应用，并引入了 3−点/边连通问题，并对其进行了初步介绍。

引 言

图论是组合数学中一个历史悠久的分支，以图为研究对象。图的连通性是图论中基础

且重要的理论，更是图论中的奠基石。

OI中的图论主要以数据结构为主，对连通性等的考察并不多。笔者希望通过本文，结
合图论、dfs树、网络流等多种算法，使用了传统和较现代的图论理论，来对这些基本的问
题做一个介绍。

1 相关定义

1.1 图

定义 1.1.1 (图). 图是一个二元组G = (V, E)，其中 V, E为集合或多重集，分别表示图的点集

和边集，V中的元素称为顶点，E中的元素称为边。每条边是一个二元组 (u, v)，其中 u, v ∈ V。

若所有边均为无序二元组，则称G是无向图；若所有边均为有序二元组，则称G是有向图。

一般地，我们用 V (G)表示 G的点集，E (G)表示 G的边集。

定义 1.1.2 (自环,重边,简单图). 对无向图 G = (V, E)，若 e = (u, v) ∈ E 满足 u = v，则称 E

是自环；若 E 中存在相同元素 (u, v) (注意 (u, v)和 (v, u)视为相同)，则称它们是一组重边；
若 G中不存在自环和重边，则称 G是简单图。

定义 1.1.3 (关联,相邻). 在无向图 G中，若点 v是 e的一个端点，则称 v, e是关联的，若两

个顶点 u, v是同一条边 e的两个端点，则称 u, v是相邻的。
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定义 1.1.4 (邻域,度). 对于一个顶点 v ∈ V，所有与之相邻的顶点的集合 (多重集)称为 v的

邻域，用 N (v)表示；与 v关联的边的条数称作该顶点的度，用 d (v)表示。对于无向图 G，

记 δ (G) = min
v∈G

d (v) ,∆(G) = max
v∈G

d (v)分别表示 G的最小度和最大度。

定义 1.1.5 (子图). 对无向图 G = (V, E)，若存在另一张无向图 H = (V ′, E′)满足 V ′ ⊆ V 且

E′ ⊆ E，则称 H是 G的子图，记作 H ⊆ G。

定义 1.1.6 (导出子图). 若 H = (V ′, E′) 是 G = (V, E) 的子图，且满足对 ∀u, v ∈ V ′，只要

(u, v) ∈ E就有 (u, v) ∈ E′，则称 H是 G的导出子图，也称诱导子图。

容易发现，一个图的导出子图仅仅由它的点决定，因此点集为 V ′ 的导出子图称为 (G
中) V ′导出的子图，记作 G [V ′]。

1.2 连通性

定义 1.2.1 (途径、迹和路径).

• 对于无向图 G中一个点和边的交错序列 w = [v0, e1, v1, e2, v2, · · · , ek, vk]，其中首尾是

点，且 ei = (vi−1, vi)，则称 w是一条途径 (walk)，简记作 w = v0 → v1 → · · · → vk 或

w = v0 { vk。

• 对于一条途径 w，若 e1, e2, · · · , ek 两两不同，则称 w是一条迹 (trail)。

• 对于一条迹 w，若 vi = v j (i , j)蕴含 {i, j} = {0, k}，则称 w是一条路径 (path)。也就
是说，除了首末端点可以相同外，其余所有的点都不能相同。

定义 1.2.2 (回路和圈). 闭合1的迹称为回路 (circuit)，闭合的路径称为圈 (cycle)，也称环。

定义 1.2.3 (连通性). 对于一张无向图G = (V, E)和 u, v ∈ V，若存在途径 u{ v，则称 u, v是

连通的。若G中任意两个顶点之间都是连通的，则称G是连通图，或G的这一性质称作连

通性。

定理 1.2.1. 对无向图 G = (V, E)“连通”是 V 上的等价关系2。 □

根据定理 1.2.1，我们可以根据顶点之间是否“连通”的关系将 V 划分3成若干个等价类

V1,V2, · · · ,Vn。其中每个等价类被称作 G的一个连通分量，也称连通块。

1即 v0 = vk。
2即具有自反性、对称性和传递性的二元关系。
3“划分”即两两交集为空，所有集合并集为 V。
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1.3 割集和连通度

定义 1.3.1 (点割集). 对于无向图 G = (V, E)，其中 u, v ∈ V 满足 u , v且 (u, v) < E。若存在

点集 S ⊆ V \ {u, v}使得 G [V \ S ]中 u, v不连通，则称 S 是 u, v的 (局部)点割集。若 S 是某

对 (u, v)的局部点割集，则称 S 是 G的 (全局)点割集。

定义 1.3.2 (边割集). 对于无向图 G = (V, E)和 u, v ∈ V (u , v)，如果存在边集 F ⊆ E使得在

G \ F4中 u, v不连通，则称 F是 u, v的 (局部)边割集。若 F是某对 (u, v)的局部边割集，则

称 F 是 G的 (全局)边割集。

定义 1.3.3 (点连通度). 对于无向图G中一对不相邻的顶点 u, v，定义 u, v的 (局部)点连通度
为 u, v的局部点割集大小的最小值，记为 κ (u, v)。若G是非完全图5，则定义G的 (全局)点
连通度为所有全局点割集大小的最小值，记为 κ (G)。

定义 1.3.4 (边连通度). 对于无向图 G = (V, E)和 u, v ∈ V (u , v)，定义 u, v的 (局部)边连通
度为 u, v的局部边割集大小的最小值，记为 λ (u, v)。若 |G| ≥ 2，则定义 G的 (全局)边连通
度为所有全局边割集大小的最小值，记为 λ (G)。若 |G| = 1，则定义 λ (G) = +∞。

定义 1.3.5 (k−连通性). 若 κ (G) ≥ k (或 λ (G) ≥ k)，则称 G是 k−点 (边)连通图，G的这一性

质称作 k−点 (边)连通性。

在大多数文献中，若没有特别注明是点连通还是边连通，则一般认为其是指点连通。

可以发现，点连通性对图是否是简单图不敏感，即去掉自环，将重边缩为一条不影响两

点间的点连通性。

相反，边连通性对图是否是简单图是敏感的，即统计边连通度时需要计算重边的重数。

2 k−连通性及其性质6

2.1 Menger定理

关于点连通度和边连通度，最重要的结论或许是下述定理：

定理 2.1.1 (Menger).

• 对于无向图 G中一对不相邻的顶点 u, v，κ (u, v) ≥ k当且仅当存在 k条从 u到 v的路

径，两两之间的公共点只有 {u, v}。

4即图 (V, E \ F)的简记。
5对于完全图 Kn，由于不存在全局点割集，因此上述定义无效，此时常见的定义由两种：κ (Kn) = n − 1或 κ (Kn) = n，需根

据上下文和相关文献合理选择。
6本节内容及复杂度分析中默认点和边不带权，在边连通的分析中重边可以模拟边权的相关性质。
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• 对于无向图 G中的一对顶点 u, v，λ (u, v) ≥ k当且仅当存在 k条从 u到 v的路径，两

两之间没有公共边。 □

事实上，Menger定理是最大流最小割定理 [1]的不带权版本，其中点连通和边连通分
别对应于限制点容量和边容量。

2.2 连通度的界

关于，图的连通度有非常多的结论，下面给出一个最基本的结论：

定理 2.2.1. 对于无向图 G中一对不相邻的顶点 u, v，有 κ (u, v) ≤ λ (u, v) ≤ min
{
d (u) , d (v)

}
。

从而，对于任意非完全图的图 G，则 κ (G) ≤ λ (G) ≤ δ (G)。

证明. 设 F 是 u, v的局部边割集。

则对于 F 中的每一条边，至少存在一个端点不是 u或 v。我们对所有 |F|条边都取这样
一个点，得到一个点集 S，显然 |S | ≤ |F|且 S 是 u, v的局部点割集，故 κ (u, v) ≤ λ (u, v)。不
妨设 d (u) ≤ d (v)，则与 u关联的所有边构成G的一个边割集，故 λ (u, v) ≤ min

{
d (u) , d (v)

}
。

由全局连通度和最小度的定义知 κ (G) ≤ λ (G) ≤ δ (G)。 □

结合握手定理，有 |V | δ (G) ≤
∑
v∈V

d (v) = 2 |E|，得

推论 2.2.1. 对于非完全图 G = (V, E)，有 κ (G) ≤ λ (G) ≤ 2 |E|
|V | 。 □

在图中添加或删除一条点和边，对图的连通度的影响如下：

定理 2.2.2.

• 点连通 (以下默认点连通有意义，即图不是完全图).

设 κ (G) = A，则：

对于任意 v ∈ G，κ (G \ {v}) ≥ A − 1。7

对于任意 e ∈ G，κ (G \ {e}) ≤ A。

• 边连通.

设 λ (G) = B < +∞，则：

对于任意 e ∈ G，B − 1 ≤ λ (G \ {e}) ≤ B。 □

这些结论可以通过定义不难得到。

7对于点集 S ⊆ V (G)，用 G \ S 表示导出子图 G [V (G) \ S ]，即删去图中若干个点。
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2.3 局部 k−边连通性

2.3.1 k−边连通关系

下面我们来讨论一下局部 k−边连通性。
对于无向图 G 和正整数 k，我们在 V 上定义二元关系 ρk，其中 (a, b) ∈ ρk 当且仅当

λ (a, b) ≥ k8，称该关系为图的 k−边连通关系。则：

定理 2.3.1. ρk 是 V 上的等价关系。

证明. 显然 ρk 具有自反性和对称性。只需证明 ρk 具有传递性。

设 (a, b) , (b, c) ∈ ρk，即 λ (a, b) ≥ k, λ (b, c) ≥ k。

设 F 是 a, c的局部边割集，则 G \ F 中 a, c不连通，于是由连通的传递性知，b至少和

其中之一不连通。不妨设 a和 b不连通。

于是 F 也是 a, b的局部边割集，由定义知 λ (a, c) ≥ λ (a, b) ≥ k，即 (a, c) ∈ ρk。 □

2.3.2 k−边连通分量

由定理 2.3.1，ρk 将 V 划分为若干个等价类 V1,V2, · · · ,Vn。称其中每个等价类为G的一

个 k−边连通分量。
当 k ≥ 3时，一个 k−边连通分量的导出子图并不一定是连通的，如图 1中 {1, 2}是一个

3−边连通分量。

1 2

3

4

5

图 1

2.3.3 k−边连通判定

由定理 2.1.1，判断两个点 u, v是否 k−边连通，只需要判断是否存在从 u到 v大小 ≥ k

的流即可。

因此，如果只需要判定一对顶点，那么使用最大流算法是一个不错的选择。

8特别地，当 a = b时人为规定 λ (a, b) = +∞。
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由于最大流算法具有很多不同的实现 [2]，需要合理衡量算法的时间复杂度和实现难度，
因此以下用 O (Flow (v, e)) 表示在一张 v 个点 e 条边的 (单位容量) 图做最大流的时间复杂
度。

2.3.4 k−边连通分量划分

接下来考虑如何求出 G的 k−边连通分量划分。
一个最简单的实现是对每一个点对之间做最大流，时间复杂度 O

(
|V |2 Flow (|V | , |E|)

)
。

但实际上并不需要做那么多次最大流。

考虑取定一对顶点 u, v，我们可以在 O (Flow (|V | , |E|))的时间内判断是否有 λ (u, v) ≥ k。

• 若 λ (u, v) ≥ k，则 u和 v应在同一个 k−边连通分量中，因此以下过程中无需再考虑 v

点。

• 若 λ (u, v) < k，则说明存在一个局部边割集 F，满足 u, v在 G \ F 中不连通。

于是，令 Cu 为 u所在的连通分量，Cv = V \ Cu。此时，对于 ∀u′ ∈ Cu, v′ ∈ Cv，F 也

是 u′和 v′的局部边割集，即 (u′, v′) < ρk。

这说明，Cu是若干个 k−边连通分量的并，Cv也是若干个 k−边连通分量的并。也就是
说，我们将一个问题转化为了其子问题。

综上，每次操作要么“删去”某个集合中的一个顶点，要么将一个已知的集合拆分成若

干个集合。当每个集合中的点都删得只剩下 1个时，我们就得到了G的 k−边连通分量划分。
于是我们只需要完成 O (|V |)次最大流，时间复杂度 O (|V |Flow (|V | , |E|))。

2.4 边连通度

2.4.1 局部边连通度

判定是否为 k−边连通的一个自然推广就是计算取任意点对之间的局部边连通度。
在介绍局部边连通度的算法前，再介绍最小边割集 (最小割)的一个性质：

定理 2.4.1. 设G = (V, E)，有 u, v ∈ V。设 F是 u, v的最小割，设 u, v所在的连通分量为 S ,T。

则对于 ∀u′ ∈ S , v′ ∈ T，均有 λ (u′, v′) ≤ λ (u, u′)。

证明. 设 G为 u, u′的最小割，其中 u, u′所在的连通分量为 P,Q，如图 2。
由最小割的 Submodular性质知可以不妨设 T ⊆ P或 T ⊆ Q。
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u v

u′ v′

S T

P

Q

F

G

图 2

• 若 T ⊆ P，则 G也是 u′, v′的边割集，因此 λ (u′, v′) ≤ |G| = λ (u, u′)。

• 若 T ⊆ Q，则 G也是 u, v的边割集，因此 λ (u, v) ≤ |G| = λ (u, u′)，而 F 也是 u′, v′ 的

边割集，因此 λ (u′, v′) ≤ |F| = λ (u, v)，即 λ (u′, v′) ≤ λ (u, u′)。

综上，有 λ (u′, v′) ≤ λ (u, u′)。 □

推论 2.4.1. 条件同定理 2.4.1，有 λ (u′, v′) ≤ min
{
λ (u′, u) , λ (u, v) , λ (v, v′)

}
。 □

又由定理 2.3.1知，λ (a, c) ≥ min
{
λ (a, b) , λ (b, c)

}
，结合推论 2.4.1知

定理 2.4.2. 条件同定理 2.4.1，有 λ (u′, v′) = min
{
λ (u′, u) , λ (u, v) , λ (v, v′)

}
。 □

根据定理 2.4.2，不难得到一个计算任意点对的局部边连通度的算法：

1. 定义函数 EFT (U)，其中 U ⊆ V，返回一棵带边权的树。

EFT (U)的具体过程如下：

2. 若 |U | = 1，返回树 (U,∅)。

3. 否则，任取 U 中不同两点 u, v，使用一次最大流算法得到 λ (u, v)以及对应的局部边

割集，设对应的两个连通分量为 S ∗,T ∗，其中 u ∈ S ∗, v ∈ T ∗。

4. 令 S = S ∗ ∩ U,T = T ∗ ∩ U。

5. 令 (S , ES ) = EFT (S ) , (T, ET ) = EFT (T )。

6. 最后令边 e = (u, v)，边权为 λ (u, v)，函数返回树 (U, ES ∪ ET ∪ e)。
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要注意一点的是，运行最大流算法时一定要在原图G上运行，不能取导出子图 (见 2.3.2)。
上述过程中得到的树被称为等价流树 (Equivalent-flow tree)，下面证明等价流树的主要

性质：

定理 2.4.3. 对于 ∀u, v ∈ V (u , v)，λ (u, v)等于 EFT (T )中路径 u { v中边权最小的边的权

值。

证明. 固定 G，(依照算法过程)对 U 归纳证明。

设 EFT (S ) ,EFT (T )满足定理结论，则对于 EFT (U)中的点对，只需考虑 u′ ∈ S , v′ ∈ T

中的情形。

由定理 2.4.2，知 λ (u′, v′) = min
{
λ (u′, u) , λ (u, v) , λ (v, v′)

}
。

由归纳假设和树的性质知，λ (u′, v′)恰好等于路径 u′ { u → v{ v′ 中边权最小的边的

权值，命题成立。 □

不难证明这个算法的时间复杂度也是 O (|V |Flow (|V | , |E|))，且预处理完毕后，我们将一
次局部边连通度的询问转化为树上权值 min，以达到 O (log |V |)甚至 O (1)询问。

2.4.2 Gusfield算法

Gusfield算法是上述算法的一种实现，由于它不需要递归，因此显得较有优势。
该算法的流程如下：

1. 任取 r ∈ V，令 R = V \ {r} , ET = ∅, Br = R, Bv = ∅ (v , r)。

2. 若 R = ∅，则返回树 (V, ET )。

3. 取 v ∈ R，令 R = R \ {v}。

4. 设 u满足 v ∈ Bu，使用最大流算法得到 λ (u, v)以及对应的局部边割集，设对应的两

个连通分量为 S ∗,T ∗，其中 u ∈ S ∗, v ∈ T ∗。

5. 令 Bv = Bu ∩ T ∗, Bu = Bu ∩ S ∗。

6. 最后令边 e = (u, v)，边权为 λ (u, v)，令 ET = ET ∪ {e}，回到步骤 2。

读者不难证明该算法和之前给出的算法是等价的。Gusfield 算法的时间复杂度仍为
O (|V |Flow (|V | , |E|))。
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2.4.3 全局边连通度

对于一张图，它的全局边连通度等于所有局部边连通度的最小值，因此它可以在

O (|V |Flow (|V | , |E|))的时间内得到。
然而，如果我们只需要知道它的全局边连通度的话，有专门的算法来解决此类问题，其

中比较著名的有确定性的 Stoer-Wagner算法 [4] (时间复杂度 O
(
|V |2 log |V |+ |V | |E|

)
)和基于

随机化的 Karger算法 [3] (时间复杂度 O
(
|V |2 log3 |V |

)
)。限于篇幅，这里不对这两种算法进

行展开，感兴趣的读者可以见相关文献。

2.5 点连通度

与边连通度相对应的一个问题就是点连通度。

由图 3可知，k−点连通性没有传递性。(κ (1, 2) = κ (2, 3) = 2, κ (1, 3) = 1)。

1 2 3

4

5

6

7

图 3

从而处理点连通度会比处理边连通度略显麻烦。

2.5.1 局部点连通度

计算两个点的点连通是容易的，由定理 2.1.1知我们只需计算在限制点容量为 1的条件

下从 u到 v的最大流的大小。

对于限制了点容量，我们可以用拆点的思想，将一个点 v拆成两个点 v, v′，中间连一条

v→ v′的容量为 1的边。对于原来的无向边 (u, v)，转化成有向边 u′ → v和 v′ → u，最后使

用一般的最大流算法即可。

如，图 3拆点后就变成了图 4。
于是 κ (u, v)就等于从 u′到 v的最大流 (也等于从 v′到 u的最大流)。
该算法的时间复杂度为 O (Flow (|V | , |E|))。
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1

1′

2

2′

3

3′

4

4′

5

5′

6

6′

7

7′

图 4

2.5.2 全局点连通度

由定义，

κ (G) = min
(u,v)<E

κ (u, v)

因此按照该定义直接计算，时间复杂度 O
(
|V |2 Flow (|V | , |E|)

)
。

和边连通度类似，我们并不需要运行 O
(
|V |2

)
次最大流，因为有很多操作都是冗余的。

设 G = (V, E)是非完全图的连通无向简单图，κ (G) = c，则 1 ≤ c ≤ |V | − 2。
于是，G存在大小为 c的全局点割集，设为 S。

设 V = {1, 2, · · · , |V |}。由于 |S | = c，因此必定存在元素 v ∈ {1, 2, · · · , c + 1}满足 v < S。

又图G \ S 中有至少两个连通分量，从而存在 u ∈ V \ S 且 u, v在两个不同连通分量。显

然 (u, v) < E。

于是 S 是 u, v的一个局部点割集，从而 κ (u, v) = c。这说明：

定理 2.5.1. 若非完全图的连通无向简单图G = (V, E)的点连通度为 c (即 κ (G) = c)，则对于
V 的任意一个 c + 1元子集 X，一定存在 v ∈ X, u ∈ V, (u, v) < E满足 κ (u, v) = c。 □

于是我们得到了一个时间复杂度为 O (κ (G) |V |Flow (|V | , |E|))的算法：

1. 不妨设 V = {1, 2, · · · , |V |}。

2. 令 u = 1, c = +∞。

3. 若 u > c，则返回 κ (G) = c，程序结束。

4. 否则，令 U =
{
v | u < v ∧ (u, v) < E

}
，使用网络流计算

cu = min
v∈U
κ (u, v)
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5. 令 c = min {c, cu} , u = u + 1，回到步骤 2。

由推论 2.2.1，它的时间复杂度也等于 O (|E|Flow (|V | , |E|))。

2.5.3 k−点连通分量

鉴于我们未对满足 (u, v) ∈ E 的 u, v定义 κ (u, v)。因此在本小节中，我们额外给出它的

定义：

定义 2.5.1. 对于无向简单图 G = (V, E)和 (u, v) ∈ E，定义 κ (u, v)为从 u到 v的路径条数的

最大值 (含路径 u → v)，满足两两之间的公共点只有 {u, v} (也就是说，通过 Menger定理来
定义)。

为了区分起见，我们将这个函数记为 κ∗，即

κ∗ (u, v) =

κ (u, v) (u, v) < E

u到 v的路径条数的最大值 (u, v) ∈ E

下面我们给出 k−点连通分量的定义。

定义 2.5.2 (k−点连通分量). 对于无向简单图G = (V, E)，若集合 S ⊆ G满足 ∀u, v ∈ S (u , v)，
均有 κ∗ (u, v) ≥ k，且不存在 S 的一个真超集9满足上述性质，则称 S 是 G的一个 k−点连通
分量。

我们考虑建立一张辅助图 H = (V, EH)，其中 EH =
{
(u, v) | u , v, κ∗ (u, v) ≥ k

}
。

当我们对边连通建图时，由于 k−边连通是等价关系，因此所得到的图为若干个不相交
完全图的并，从而 G中的一个边连通分量对应辅助图中的一个连通块。

而我们对点连通建图时，由于 k−点连通没有传递性，因此不同的点连通分量之间可能
有交集，同样，当 k ≥ 3时，一个 k−点连通分量并不一定能导出一个连通子图。

由定义知，G的一个 k−点连通分量对应辅助图 H 中的一个极大团。因此 G 的 k−点连
通分量的结构可以由 H的极大团的结构来得到。

定理 2.5.2. n阶无向图至多有 n个 k−点连通分量。 □

对于建立辅助图的过程，除了暴力对每一对点对使用局部点连通度的算法外，笔者尚

未获得低于 O
(
|V |2 Flow (|V | , |E|)

)
的算法，如果有优于此复杂度的做法，欢迎与笔者交流。

考虑 H中两个极大团 A, B，它们的交集大小是有限制的。事实上，我们有如下结论：

定理 2.5.3. 对于 H中任意两个不同的极大团为 A, B (对应G中两个不同 k−点连通分量)，则
|A ∩ B| ≤ k − 1。

9若 A是 B的真子集，则称 B是 A的真超集。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 11



再谈图连通性相关算法 宁波市镇海中学 虞皓翔

证明. 若 |A ∩ B| ≥ k，则由于 A, B的极大性知 A ⊈ B, B ⊈ A，从而存在 u ∈ A \ B, v ∈ B \ A，

满足 (u, v) < H。

由定义知 κ∗ (u, v) ≤ k − 1，那么分两种情况讨论：

• (u, v) < E。

于是存在大小不超过 k − 1的集合 S 割掉 u, v，从而存在 x ∈ (A ∩ B) \ S。

因为 κ∗ (u, x) ≥ k, κ∗ (v, x) ≥ k。因此在图G [V \ S ]中 u, x连通，v, x连通，从而 u, v连

通，矛盾。

• (u, v) ∈ E。

于是存在大小不超过 k− 2的集合 S，使得G [V \ S ]中 (u, v)是大小为 1的边割集，从

而存在 x ∈ (A ∩ B) \ S。

因为 κ∗ (u, x) ≥ k，因此 G [V \ S ]中 κ∗ (u, x) ≥ 2，于是即使删去边 (u, v)后 u, x仍连

通。同理 v, x也连通，于是删去 (u, v)后 u, v连通，矛盾。

即任意两个极大团的交至多有 k − 1个顶点。 □

2.6 总结

本节主要介绍了对一般的正整数 k，k−点 (边)连通性的判断和点 (边)连通分量的一些
可行方法。

事实上，对于无向图边连通所建立的网络，每条边权均为 1，因此使用 Dinic算法就有
O (Flow (|V | , |E|)) = O

(
|E| 32

)
10。当然，如果我们只需判定最大流是否 ≥ k，第一项还可以对

k取 min，即 O
(
min

{
k,
√
|E|

}
|E|

)
。

而对于点连通所建立的网络流，不难发现形如 x的点只有一条出边，形如 x′ 的点只有

一条入边，因此此时使用 Dinic算法就有 O (Flow (|V | , |E|)) = O
(√
|V | · |E|

)
。同样，如果只

需判定是否 ≥ k，复杂度可降为 O
(
min

{
k,
√
|V |

}
|E|

)
。

下面将上述所有的算法列成一张表，其中假设所有的网络流使用最常见的 Dinic算法：
(注 1：对于其中的某些问题，学术界可能存在更优的做法，不过由于实现过于复杂或

实际意义不大等原因这里就不给出了。本节讨论的算法都是相比之下较为实用的算法)
(注 2：对于某些问题，需要通过具体的 k, |V | , |E|来得出复杂度，因为对应的界比较多

(如 κ = O
(
|E|
|V |

)
,Flow (|V | , |E|) = O

(
min

{
k,
√
|V |

}
|E|

)
，等等)。)

10特别地，如果原无向图是简单图，则还有一个更紧的上界：O
(
min

{
|V | 23 ,

√
|E|

}
|E|

)
。
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算法 点连通 边连通 其它算法

局部 k−连通判定 (单次) O
(
min

{
k,
√
|V |

}
|E|

)
O

(
min

{
k,
√
|E|

}
|E|

)
-

局部连通度 (单次) O
(√
|V | · |E|

)
O

(
|E| 32

)
-

全局 k−连通判定 O
(
kmin

{
k,
√
|V |

}
|V | |E|

)
O

(
min

{
k,
√
|E|

}
|V | |E|

) [边,确定性]
O

(
|V |2 log |V |+ |V | |E|

)
全局连通度 O

(√
|V | · |E|2

)
O

(
|V | |E| 32

) [边,随机化]
O

(
|V |2 log3 |V |

)
k−连通分量划分 - O

(
min

{
k,
√
|E|

}
|V | |E|

)
-

局部 k−连通判定 (多次)
O

(
min

{
k,
√
|V |

}
|V |2 |E|

)
O

(
min

{
k,
√
|E|

}
|V | |E|

)
-

− O (1) − O (1)

局部连通度 (多次) - O
(
|V | |E| 32

)
− O (1) -

3 1−连通与 2−连通
接下来我们着重讨论 k较小的情形。

本文将讨论 k = 1, 2, 3的情形。对于 k = 4的情形，虽然学术界有对应的算法，不过由

于实用性不大，而且实际表现并不见得比之前一般 k的算法优秀，这里就暂且略去了。

k = 3的情形相较于 k = 1, 2更为复杂，因此本节先讨论 k = 1, 2的情形。

3.1 1−连通
由定义立即可知，对于无向图 G，G是连通图当且仅当 G是 1−点连通图，当且仅当 G

是 1−边连通图。
因此问题转化为连通性的相关问题，使用 dfs、bfs或并查集的技巧即可完成，这里不再

赘述。

3.2 2−连通
2−连通分为两种：2−点连通和 2−边连通。在讨论 2−连通之前，我们有必要提及一下图

的 dfs生成树 (dfs树)。

定义 3.2.1 (dfs生成树). 对于一张连通无向图 G = (V, E)，任取一个点 r为根进行深度优先

搜索 (dfs)，则每个顶点 v ∈ V \ {r}在 dfs上都有一个前趋顶点 (记为 pv)，所有形如 (v, pv)的

边构成一棵树，称为图G (以 r为根)的一棵 dfs生成树，简称 dfs树，记为 Tr。dfs树上的边
称为树边，其它的边称为非树边。
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dfs树可以看成无根树也可以看成有根树，不过为了方便起见一般看成以 r为根的有根

树。通常情况下，dfs树可以看成外向树 (根指向叶子)、内向树 (叶子指向根)和无向树，具
体要根据上下文决定。

对于不连通的图 G，我们需要对每个连通分量进行 dfs，从而可以类似得到一个 dfs森
林。

下面的这个定理，是无向图 dfs树的重要性质：

定理 3.2.1. 设 Tr 连通无向图G的一棵 dfs树，则所有的非树边都连接 Tr 的某个顶点和其祖

先顶点。 □

因为这个原因，我们也把无向图的非树边称为返祖边 (返回边，回边，back-edge)。

3.3 2−边连通11

首先来看 2−边连通，2−边连通也称为边双连通，2−边连通分量也称为边双连通分量。

3.3.1 2−边连通分量和桥边

定义 3.3.1 (桥边). 若单边集 {e}为连通图 G的某个边割集，则称 e是 G的桥边 (bridge)，也
称割边。

2−边连通有如下独有的性质：

定理 3.3.1. 若 B是连通图 G的一个 2−边连通分量，则 G [B]是 2−边连通图。

证明. 取 u, v ∈ B，由 κ (u, v) ≥ 2知存在从 u到 v两条边不相交的路径。

于是我们可以得到经过 u, v的有向回路，从而回路上的所有点两两 2−边连通。于是 u, v

在 G [B]中连通且 2−边连通。 □

推论 3.3.1. B是 G的 2−边连通分量当且仅当 G [B]是 G的极大 2−边连通子图。 □

考虑连通图G的 dfs树，对于每条非树边 e，由定理 3.2.1知它是返祖边，连接某个点 v

和其祖先顶点 u。对于这种情形，我们称 e覆盖了路径 u{ v上所有的树边。

定理 3.3.2. 对于连通无向图 G，e 是桥边当且仅当 e 是树边且 e 没有被任意一条返祖边覆

盖。 □

11本小节内容默认假设图是连通图。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 14



再谈图连通性相关算法 宁波市镇海中学 虞皓翔

于是可以使用树上差分的技巧计算出每条边是否被返祖边覆盖，来得到所有的桥边。

考虑所有被覆盖的树边构成的图，它们是一个森林。容易发现，这个森林中的每个连

通分量对应 G的一个 2−边连通分量。
从而找出所有桥边后，将它们去掉后，剩下的边 (或树边)构成的连通分量，就是原图

的 2−边连通分量。
上述算法的时间复杂度为 O (|V |+ |E|)。

我们尝试发掘更深的性质。

考虑有根树上的一个连通子图 S，则 S 中有唯一的顶点具有最小的深度。

于是，每个 2−边连通分量，对应到 dfs树上是一个连通子图，于是它存在深度最小的
顶点。

对于 v ∈ G，定义 lowv，表示以 v为根的子树的点 u中，通过返祖边 (u,w)能到达的点

w中深度最小者。

根据上述定义可知，每个 2−边连通分量都有且仅有一个点满足 v = lowv，且这个 v就

是深度最小的顶点。

为了快速完成这个任务，同时避免记录 (深度，标号)二元组的麻烦，我们可以引入 dfs
序——dfs时访问顶点的顺序。下文用 seqi表示 dfs时访问的第 i个顶点，idi或 d f ni表示顶

点 i访问的时刻 (即第几个被访问)。容易发现，seqi 和 idi 互为逆置换的关系。

dfs序的一个重要性质是：

定理 3.3.3. 若 u是 dfs树中 v的祖先，则 idu ≤ idv。 □

注意到 lowv 一定是 v的祖先，因此定义中可以被换成标号最小者。方便起见，不妨设

dfs序就是 1, 2, · · · , n。
现在，考虑对每个 v求出 lowv，可以使用树形 DP：

• 考虑和 v关联的所有返祖边，对于每个 (v, u)，令 lowv = min {lowv, u}。

• 考虑 v的所有子节点，对于每个子节点 c，令 lowv = min {lowv, lowc}。

当遇到 v = lowv 的顶点时，将以 v为根的子树取出来，作为一个 2−边连通分量，并将
该子树删去。同时，如果 v存在父节点 pv，则边 (pv, v)是桥边。

这就是 Tarjan算法，时间复杂度 O (|V |+ |E|)。

3.3.2 应用——Robbins定理

2−边连通图的一个实际应用是 Robbins定理——2−边连通图的强连通定向。

定理 3.3.4 (Robbins). 无向简单图G能定向成强连通 (有向)图的充分必要条件是，G是 2−边
连通图。
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图 5

证明. 必要性：若G不是 2−边连通图，则G存在桥边 (u, v)，于是无论如何定向，都不可能

同时存在 u{ v的有向路径和 v{ u的有向路径，矛盾。

充分性：设G是 2−边连通图，设它的一棵 dfs树为 T，将所有树边按照外向树定向 (父
节点指向子节点)，所有返祖边定向为“后代指向祖先”。下面证明这是一个强连通定向。

首先，由外向树的性质知根可以通向所有节点，因此只需要证明每个顶点 v也可以通

向根。

又因为 G是 2−边连通图，因此在 Tarjan算法中有 low [low [· · · low [v] · · · ]]︸                         ︷︷                         ︸
∞

= 1。12

而由 Tarjan算法和定向规则可知，v可以通向 lowv，从而可以不断通过此规则回到点 1

(即根节点)，证毕。 □

上述证明同时也给出了非常简单且容易实现的构造，时间复杂度 O (|V |+ |E|)。

3.4 2−点连通13

和边连通类似，2−点连通也称为点双连通。

定义 3.4.1 (割点). 若单点集 {v}为连通图 G的某个点割集，则称 v是 G的割点 (cut vertex)。

12这里不妨设 dfs序为 1,2, · · · , n。
13本小节内容默认假设图是连通图。
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3.4.1 2−点连通分量和点双连通分量

但是，由于对 2阶完全图 K2点连通度的定义问题点双连通分量的定义会有少许区别。

为了方便起见，我们人为规定 K2是 2−点连通图，即 κ (K2) = 2。

定义 3.4.2 (点双连通分量). 对于连通无向图 G = (V, E)，对于 B ⊆ V，若 G [B]是 G的极大

2−点连通子图，则称 B是 G的点双连通分量。

实际上，当定义 κ (K2) = 1时，点双连通分量的定义和 2−点连通分量是完全一致的。而
当 κ (K2) = 2时，所有的 2−点连通分量仍然是点双连通分量，多出来的点双连通分量均为
二元集 {u, v}，满足 (u, v)是 G的桥边。当 |V | > 1时，所有点双连通分量都至少有两个点。

在后面的过程中，会逐渐发现，这么定义点双连通分量对整个算法流程是有益的。

定理 2.5.2告诉我们，n个点的图至多有 n个 2−点连通分量。事实上，可以证明，n个

点的图也至多有 n个点双连通分量。

3.4.2 边的等价性

由于点连通对点来说不是等价关系，但 2−点连通对边来说是一种等价关系：
在 E上定义二元关系 ρc，其中 (e, f ) ∈ ρc 当且仅当它们可以同时在一个圈中。

定理 3.4.1. (e, f ) ∈ ρc 当且仅当 e, f 在同一个点双连通分量中。

u x v

u′ x′ v′

图 6

证明. 若 (e, f ) ∈ ρc，则 e, f 同时在一个圈中，于是 e, f 的所有端点都是两两 2−点连通的，从
而这些端点在同一个点双连通分量中。

考虑点双连通图中的两条边 e = (u, v) , f = (u′, v′)。我们将 e换成 (u, x)和 (x, v)， f 换

成 (u′, x′)和 (x′, v′) (裂边)。
则新图仍然是点双连通的，于是至少两条从 x到 x′ 的路径，它们拼起来就可以构成一

个圈。由 x和 x′的构造方式知，这个圈经过边 e和 f。 □
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现在让我们回到 dfs树。根据上述结论知，dfs树上的 n − 1条树边可以根据 ρc 划分成

若干个等价类。如图 5中每种颜色的树边表示一个 ρc 的等价类。

考虑一个等价类，由之前的结论知它是一个点双连通分量中的所有树边，因此它必然

对应 dfs树上的一个连通块。
于是，我们对于每条返祖边 (v, u) (u为 v的祖先)，将这些路径上的所有边设为等价，最

终树上每一种等价类对应的连通子图就是原图的一个点双连通分量。

对于一个点双连通分量 B，在 dfs树上仍然是一个连通子图，且其中有唯一顶点具有最
小深度。

v

c1 c2

pv

图 7

如图 7，设该顶点为 v，则 v的子节点中只有至多一个属于 B。否则设 c1, c2 ∈ B，则边

(c1, v)和边 (c2, v)的等价，于是它们必然和 (v, pv)等价，这与 v深度的最小性矛盾。

设满足该条件的唯一子节点为 u，则必然有 v ≤ lowu
14。反之，如果一个顶点 v和其子节

点 u满足 v ≤ lowu，则此时 u所在的子树 (的所有边)连同边 (u, v)共同构成了 ρc 的等价类，

即我们得到了一个点双连通分量。于是我们将以 u为根的子树删去，然后重复运行即可。

这就是 Tarjan求点双连通分量的算法，时间复杂度 O (|V |+ |E|)。

3.4.3 割点

如何判断一个点 v是否为割点呢？我们有如下结论：

定理 3.4.2. 点 v不是割点，当且仅当和 v关联的所有边在同一个 ρc等价类中 (颜色相同)。 □

于是，如果这些边不全在同一个等价类中，则必然有一条边 (u, v) (u为 v的子节点)与
(v, pv)不在一个等价类，从而存在 u满足 v ≤ lowu。

当然，有一个例外，v是根节点。对于根节点的情况，可以注意到在 dfs树中，与根节点
关联的所有边两两不 ρc 等价，因此对于根节点只需要判断它是否有两棵及以上子树即可。

该算法的时间复杂度仍为 O (|V |+ |E|)。

14当 (v, u)为桥边时有 v < lowu，否则有 v = lowu，总之有 v ≤ lowu。
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3.4.4 应用——块割树和圆方树

不同的点双连通分量可能有交，因此我们在求解时不得不使用边的等价类来处理。

那点双连通分量的主角还是点，对那些点来说又有哪些性质呢？

首先，由定理 2.5.3知，两个点双连通分量的交集至多只有 1个点。事实上，如果两个

点双连通分量的有交点 v，则 v必定是原图的割点。

定义 3.4.3 (块割树). 对连通无向图 G，我们可以定义图 H = (B ∪C, J)，满足：

• B是 G中所有点双连通分量 (作为点集)构成的集合。

• C是 G中所有割点构成的集合。

• J =
{
(b, c) | b ∈ B, c ∈ b ∩C

}
。

则称 H为 G的块割树15。

对于图 8所示的这张图，一共有 5个 2−点连通分量和 7个点双连通分量。它的块割树

如图 9：

1 2

3 4

5

6

7

8 9

10

11

12

13

14 15

16

17

18

图 8

不难证明连通无向图的块割树一定是树。

得到一张图的块割树也是不难的。由于割点一定在块割树上，因此我们只需以任意一

个割点为根进行 dfs，然后每次找到一个 (最浅点为 v的)点双连通分量 B时，将 B中的所有

割点连一条边向 B，然后将 B连向 v。

不过在实际应用中，我们不仅仅只要割点，其它的点也需要考虑进来。因此通常会使

用块割树的广义版本——圆方树。

15block-cut tree,见 [7]。
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2 7

8

10A

B

C D

E

F

G

Block

Cut

图 9

定义 3.4.4 (圆方树). 对连通无向图 G = (V, E)，我们可以定义图 H = (B ∪ V, J)，满足：

• B是 G中所有点双连通分量 (作为点集)构成的集合。

• J =
{
(b, v) | b ∈ B, v ∈ b

}
。

则称 H为 G的圆方树。其中 B中的点称为方点 (块点)，V 中的点称为圆点 (普通点)。

如，图 8的圆方树是图 10。

1 2

3 4

5

6

7

8 9

10

11

12

13 14

15

16

17

18

A

B

C D

E

F

G

Block

Vertex

图 10

由定义可知，

定理 3.4.3. 块割树是圆方树中所有非叶节点的导出子图，它们的每条边连接一个圆点和一
个方点。 □
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和块割树类似，圆方树也可以通过一次 Tarjan算法在 O (|V |+ |E|)时间内得到。圆方树
可以将许多和图上路径有关的问题转化为对应的树上问题，从而使用传统的树上算法处理，

是一个化“图”为“树”的利器。

4 3−连通及其应用
3−连通是图论中较为现代的理论，同样分为 3−边连通和 3−点连通。同样它们各有各自

的算法及应用。

4.1 3−边连通16

4.1.1 切边和切边对

定义 4.1.1 (切边,切边对). 对于 2−边连通的无向图 G，若某个二元边集 {e1, e2} (e1 , e2)是
G的边割集，则称 (e1, e2)是一对切边对 (cut pair)，其中 e1, e2都被称为切边 (cut edge)。

切边对具有如下性质：

定理 4.1.1. 对于 2−边连通无向图 G = (V, E)，e1, e2 ∈ E (e1, e2 不是同一条边)。则 (e1, e2)

为切边对当且仅当对于 G 中的每个圈 C，要么 e1 ∈ C ∧ e2 ∈ C，要么 e1 < C ∧ e2 < C (即
(e1 ∈ C)⇔ (e2 ∈ C)17)。

证明. 充分性：若 e1, e2 满足对在所有圈中要么同时出现或同时不出现，这说明删去 e1 后，

e2不能在任何一个圈上。

从而 e2是 G \ {e1}的桥边，即 (e1, e2)是切边对。

必要性：若 (e1, e2)是切边对，则 e2是 G \ {e1}的桥边。
这说明，在 G中通过 e2 的圈必定通过 e1，同理通过 e1 的圈必定通过 e2，即它们在所

有圈中要么同时出现，要么同时不出现。 □

4.1.2 切边等价

从而我们可以引入切边等价的概念：

定义 4.1.2 (切边等价). 对于 2−边连通无向图G = (V, E)和 e1, e2 ∈ E (e1和 e2不必不同)，如
果对 G中的每个圈 C，都有 (e1 ∈ C)⇔ (e2 ∈ C)，则称 e1, e2切边等价，记作 e1

c∼ e2。

由定理 4.1.1可知，当 e1 , e2时，e1
c∼ e2当且仅当 (e1, e2)是切边对。

16本小节内容默认假设图是 2−边连通图，允许有重边，但不允许有自环。
17⇔表示逻辑等价，见 [9]。
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定理 4.1.2. 切边等价是等价关系。

证明. 显然切边等价具有自反性和对称性。现在设 e1
c∼ e2, e2

c∼ e3，则对于G中的每个圈 C，

都有 (e1 ∈ C)⇔ (e2 ∈ C) , (e2 ∈ C)⇔ (e3 ∈ C)。由⇔的传递性知 (e1 ∈ C)⇔ (e3 ∈ C)，从而

e1
c∼ e3。 □

于是，“切边等价”关系将边集 E划分成若干个等价类 E1, E2, · · · , En。

4.1.3 和 3−边连通的关系

定义 4.1.3 (收缩). 对于无向图 G = (V, E) 和边 e = (u, v) ∈ E，定义 G 对 e 收缩 (edge
contraction)所得的图为 H = (V ′, E′)，其中：

• 定义一个新的顶点 w，则 V ′ = (V \ {u, v}) ∪ {w}。

• 对于 E中的边 (x, y)，若 x < {u, v}∧y < {u, v}，则 (x, y)也在 E′中；否则不妨设 x ∈ {u, v}，
则将对应的边换成 (w, y)。

• 最终去掉所得图中的所有自环。18

G对 e收缩的图记为 G · e或 G/e。

图 11即为一次收缩操作的例子 (图来源 [10])。

图 11

注意，简单图经过收缩后可能成为非简单图 (如图 11)。
切边等价和 3−边连通的关系由下面两个定理建立：

18这是 3−边连通所需要的特殊要求，也为了简化问题所考虑。
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定理 4.1.3. 设 G 是 2−边连通无向图。若边 e ∈ (u, v)满足它所在的 c∼等价类大小为 1，则

u, v在同一个 3−边连通分量中。
同时，令 H = G · e，则 H 的 3−边连通分量划分就是将 G的 3−边连通分量划分将 u, v

替换为 w后的结果，且 H和 G中对应边具有相同的切边等价关系。

证明. 上述定理包含三个命题，我们逐一证明。

1. 若 e = (u, v)所在的等价类大小为 1，说明 e不是切边。

于是由切边的定义知 λ (u, v) ≥ 3，即 u, v在同一个 3−边连通分量中。

2. 设 λ (x, y) ≥ 3，如果 x < {u, v} ∧ y < {u, v}，由定理 2.1.1知，存在 3条从 x到 y边不

相交的路径。同时，由收缩过程知对应的路径仍然存在 (注意收缩是保留重边的)，因
此在 H中仍然存在 3条从 x到 y边不相交的路径。即 λ (x, y) ≥ 3⇒ λ (x′, y′) ≥ 3。当

x, y ∈ {u, v}时同理可证。

若 λ (x′, y′) ≥ 3且 λ (x, y) < 3，说明 x, y存在大小为 2的边割。由于 (u, v)不可能作为

切边，因此这两条边在 H中都是对应存在的。

3. 注意到 G中的每个圈可以通过收缩操作对应到 H中的每个圈，反之亦然，于是 G,H

具有相同的切边等价关系。

□

u v w −→ u

v

w

图 12

定理 4.1.4. 设 G是 2−边连通无向图，其中 d (v) = 2。设 N (v) = {u,w} (其中 u可以等于 w)，
{v}为一个单独的 3−边连通分量。

同时，令 H为在 G \ {v}中，加入边 (u,w)的图 (如果 u = w则无需添加自环)。则 H的

3−边连通分量划分就是将 G的 3−边连通划分将 {v}删去后的结果，且对应边具有相同的切
边等价关系。

证明. 同样依次证明上述三个命题。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 23



再谈图连通性相关算法 宁波市镇海中学 虞皓翔

1. 对于 ∀x ∈ V \ {v}，由于 (u, v) , (w, v)均为 v和 x的大小为 2的点割集，因此 λ (v, x) ≤ 2。

于是 {v}自成一个 3−边连通分量。

2. 设 λ (x, y) ≥ 3 (x , v ∧ y , v)，由定理 2.1.1 知存在 3 条从 x 到 y 边不相交的路径。

我们将 (u, v) 和 (v,w) 替换为 (u,w) 即可找到 3 条 H 中对应的路径，反之亦然。故

λG (x, y) ≥ 3⇔ λH (x′, y′) ≥ 3。

3. G中的每个圈仍然可以通过将 (u, v)和 (v,w)替换为 (u,w)对应到 H中的每个圈，反

之亦然，故切边等价关系不变。

□

4.1.4 一个想法

反复利用定理 4.1.3和定理 4.1.4，我们可以将一张图的规模不断缩小，从而得到原图的
3−边连通分量划分。

事实上，这个思路是可行的，我们需要依赖如下定理：

定理 4.1.5. 设 G为 2−边连通无向图，满足 δ (G) ≥ 3，则必定存在一条边 (u, v)，满足 (u, v)

不和其它任何边切边等价 (即等价类大小为 1)。

在证明这个定理前，我们需要介绍切边等价和 dfs树的关系。
设 T 为 2−边连通无向图 G 的 dfs树，由之前的部分知每条返祖边覆盖了若干条树边。

我们对于每条边 e，定义一个集合 C (e)：

• 若 e是返祖边，则 C (e) = e。

• 若 e是树边，在令 C (e)为所有覆盖它的返祖边的集合。形式化地，

C (e) =
{
(u, v) | (u, v) ∈ G \ T ; u, v在 T \ {e}中不连通

}
可以发现，C (e) 中的元素全是返祖边。由于 G 是 2−边连通图，因此由定理 3.3.2 知

∀e ∈ E,C (e) , ∅。

事实上，集合 C (e)和切边等价有着密切的关系：

定理 4.1.6. 对于 2−边连通无向图 G = (V, E)和 e1, e2 ∈ E，e1
c∼ e2当且仅当 C (e1) = C (e2)。
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证明. 考虑任意一条返祖边 (u, v)。由定义知，所有满足 (u, v) ∈ C (e)

的边 e构成 G中的一个圈 C。

如果 e1
c∼ e2，那么对于该圈 C，有 (e1 ∈ C) ⇔ (e2 ∈ C)，从而

(u, v) ∈ C (e1)⇔ (u, v) ∈ C (e2)，由 (u, v)的任意性知 C (e1) = C (e2)。

反之，若 C (e1) = C (e2)，则对于每条只包含一条返祖边的圈 C，

均有 (e1 ∈ C)⇔ (e2 ∈ C)。

注意到若对于边集 A, B，成立 (e1 ∈ A)⇔ (e2 ∈ A)，则对于 A⊕B19，

也成立 (e1 ∈ A ⊕ B)⇔ (e2 ∈ A ⊕ B)。

由连通图的圈空间 [11]的性质知，G中的每一个圈均可以表示成

若干个只包含一条返祖边的圈的对称差，于是对于 G中的每个圈 C，

都有 (e1 ∈ C)⇔ (e2 ∈ C)，即 e1
c∼ e2。 □

v

· · ·

u

e2

e1

图 13

引理 4.1.1. 设G为 2−边连通无向图。若树边 e1, e2切边等价 (e1
c∼ e2)，

则这两条边一定是祖先–后代关系。

证明. 设 e1 = (u, pu) , e2 = (v, pv)。由于 e1
c∼ c2，由定理 4.1.6 知

C (e1) = C (e2) , ∅。

任取 e ∈ C (e1)，知非树边 e覆盖 e1, e2，而由定理 3.2.1知 e是返

祖边，从而 e1, e2一定是祖先–后代关系。 □

引理 4.1.2. 设 P是 dfs树上一条从根到某个顶点的路径。则以下情形不会出现：P中按顺序
存在四条边 e1, e2, e3, e4，满足 e1

c∼ e3, e2
c∼ e4，但 e1

c
/ e2。

证明. 反设存在这种情况，如图 14，考虑 e ∈ C (e1)，知 e ∈ C (e3)，

从而 e覆盖 e1, e3 ⇒ e覆盖 e2，即 e ∈ C (e2)⇒ e ∈ C (e4)。

同理，e ∈ C (e4)⇒ e ∈ C (e1)，于是 C (e1) = C (e4)，e1
c∼ e2，矛

盾。 □

e1

e2

e3

e4

图 14

下面就可以证明定理 4.1.5了。

证明 (4.1.5).
考虑所有

c∼等价类中，最浅的树边的上端顶点最深的那个等价类。
设该等价类中最浅的树边为 e = (v, pv)，则依次证明：

• 树中没有其它的边 f 满足 e c∼ f。

反之， f 在以 v为根的子树中。设 f = (u, pu)，如果 pu , v，由

引理 4.1.2知中间其它边所在的等价类，最浅的树边更加深。

19⊕在这里表示集合的对称差。
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如果 pu = v，由于 d (v) ≥ 2，因此 v不能引其它返祖边，则 v必定还有其它子节点 y。

于是 (v, y)所在等价类中，(v, y)作为最浅树边，与深度最大性矛盾。

• 没有返祖边 f 满足 e c∼ f。

否则，说明只有返祖边 f = (a, b) (b为 a的祖先)覆盖了 e。若 b , u，则 (b, pb)所在

等价类的深度比 e大，若 b = u，则有 d (v) ≥ 2知 v还有其它子节点 y，于是 (v, y)所

在等价类的深度比 e大，矛盾。

于是 e所在的等价类大小为 1，结论成立。 □

定理 4.1.5告诉我们，在任一时刻，要么有一个点的度为 2，要么存在一个大小为 1的

边等价类。对于这两种情况，我们可以利用定理 4.1.4和定理 4.1.3，不断将问题转化为规模
更小的子问题。

4.1.5 实现

下面介绍如何实现这个算法。

首先需要能够快速判断两条边是否切边等价，由定理 4.1.6知我们只需判断它们对应的
C (e)是否相同。

而获取每条边的 C (e)需要O (|E|)20的时间，又只有树边定义的 C (e)元素个数才会 ≥ 1，

从而获取所有边的 C (e)需要 O (|V | |E|)的时间。
这个显然是我们无法接受的，因此考虑利用经典的随机化技巧：对每一条非树边 e，随

机一个 64位权值 w (e)，然后定义21

c (e) =
⊕
f∈C(e)

w ( f )

于是当 C (e1) = C (e2)时一定有 c (e1) = c (e2)，而当 C (e1) , C (e2)时 c (e1) = c (e2)
的概率只有

1

264
量级，可以忽略不计。

现在，我们将问题转化为了对树上的一条链异或上一个数，最终询问每条边的值，这是

一个静态问题，可以使用树上差分的技巧在 O (|V |+ |E|)时间内解决。
设 G = (V, E)是 2−边连通图，算法的流程如下：

20由于 G是连通图，因此 |V | ≤ 1 + |E|。
21⊕在这里表示两个数的按位异或。
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1. 对于每条边 e，求出 c (e)，以判断两条边是否切边等价。

2. 令 A =
{
e | e ∈ E, e所在的切边等价类的大小为 1

}
,D =

{
v | v ∈ V, d (v) = 2

}
(以下默认

边集是可重集，点集不是可重集)。

3. 对于每个顶点 v，维护其当前点度 dv 和它所在的“3−边连通分量”Lv，起初 dv =

d (v) , Lv = {v}，再使用并查集维护辅助图 H。

4. 若 A = ∅且 D = ∅，则转到步骤 15。

5. 若 A , ∅，则转到步骤 6，否则转到步骤 10。

6. 任取 e = (u0, v0) ∈ A，令 A = A \ {e}。

7. 设 u, v分别为 u0, v0在 (并查集) H中所在的连通分量。

8. 若 u = v，则说明这两边的连通分量已经处理，因此直接令 du = du − 2即可。

否则，令 Lu = Lu ∪ Lv, Lv = ∅, du = du + dv − 2，在 H中将 u, v所在的连通分量合并。

9. 检查此时是否有 du = 2，如果是则令 D = D ∪ {u}，回到步骤 4。

10. 任取 x ∈ D，令 D = D \ {x}。

如果 dx , 2，则回到步骤 4。22

11. 枚举 Lx 中的顶点，来找到当前与它关联的两条边，记为 (x, u)和 (x, v)。

12. 如果 u, v已经在 H中同一个连通分量中，则回到步骤 4。

13. 将边 (x, u)和 (x, v)合并为 (u, v)。

14. 检查此时 (u, v)所在的切边等价类大小是否为 1，如果是则令 A = A ∪ {
(u, v)

}
，回到

步骤 4。

15. 此时，所有非空的 Li 构成 G的 3−边连通分量一个划分。

这里是上述算法的一个实现，可以看出代码不是很长。

22这是因为可能经过某些操作后原本度数为 2的点的度数又不是 2了。
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4.1.6 演示

下面用粉色点表示 2度点，不同颜色的边表示不同
c∼等价类，黑色边表示大小为 1的

等价类，紫色表示已完成划分的 3−边连通分量。

1 2

3 4

5 6

7

89

10

11

12

13

14 15

16

17

18

−→

1 2

7

89

10

11

12

13

14 15

16

17

18
3, 4,

5, 6

−→

1 2

7

89

10

11

12

17

18
3, 4,

5, 6

13, 14,

15, 16

−→

1 2

89

10

12

18

3, 4,

5, 6

7, 11,

17

13, 14,

15, 16

图 15
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4.1.7 时间复杂度

分析上述算法的时间复杂度。

根据算法的流程可知，一旦应用定理 4.1.3或定理 4.1.4，图的点数就会减小 1，因此步

骤 4的运行总次数为 O (|V |)。
考虑步骤 8中集合的合并，我们可以使用链表来维护每个 v的 Lv，因为我们只需要枚

举 Lv 的所有顶点和合并两个集合。于是步骤 8的总时间复杂度为 O (|V |)。
考虑步骤 11中枚举顶点，注意到当我们枚举 Lx的顶点后，点 x就会被孤立出来，从而

Lx 中的点自成一个 3−边连通分量。这说明，G中一个顶点至多被枚举到一次，故这部分的

总时间复杂度为 O

∑
v∈V

d (v)

 = O (|E|)。

所有步骤中并查集调用的总次数为 O (|E|)，故此部分时间复杂度为 O (|E|α (|V |))。
剩下步骤的时间复杂度均为单次操作 O (1)，故总时间复杂度 O (|V |)。
综上，整个算法的时间复杂度为 O (|E|α (|V |))。

事实上，3−边连通算法是有线性做法的 [12]。不过限于篇幅等原因，这里就不再介绍
了。上面的做法所需的引理较少，解法也比较自然，在实际测试中运行时间完全不逊于 [12]
中的方法。

4.2 3−点连通23

4.2.1 引入

在 2−点连通时，我们引入了描述点双连通分量的树结构——块割树和圆方树。在研究
3−点连通时，我们也有与之对应的树结构——SPQR树。

在引入 SPQR树的定义之前，仍然可以利用定理 2.5.3，可得任意两个 3−点连通分量至
多交于两个点。这两个点可以有边相连，也可以无边相连。

4.2.2 边的等价性

定义 4.2.1 (割点对). 对于 2−点连通无向简单图 (下略) G，若某个二元点集 {u, v}是G的点割

集，则称 (u, v)是一对割点对 (split pair)。

在处理 2−点连通分量时，我们利用了边的等价性，而在 3−点连通分量时，边仍然具有
类似的等价性。

我们取两个顶点 u, v，考虑顶点 u, v定义的局部关系 ρu,v。

23本小节内容默认假设图是 2−点连通无向简单图。
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对于 e, f ∈ E，称 (e, f ) ∈ ρu,v，当且仅当存在一条经过 e, f 的路径，除了路径端点外不

能是 u或 v。

定理 4.2.1. ρu,v 是等价关系。

证明. 若 (e1, e2) ∈ ρu,v, (e2, e3) ∈ ρu,v，则我们将对应的两段路径接起来，就得到了一个经过

e1, e3的，端点非 u, v的路径了。 □

考虑 ρu,v 将 E划分的等价类 E1, E2, · · · , En，我们称如下两种情况为平凡情形：

1. n = 1。

2. n = 2，且其中一个等价类只包含边 (u, v)。

定理 4.2.2. 设 |G| ≥ 4。对于 u, v ∈ V，ρu,v 是平凡等价关系当且仅当 (u, v)不是割点对。

证明. 若 u, v是平凡等价关系，则对于 ∀a, b ∈ V \ {u, v}，显然 a, b有不连接 u, v的邻边 (否则
与平凡矛盾)，于是这两条边必然是 ρu,v 等价的，即 a, b在 G \ {u, v}中连通。

若 u, v不是平凡等价关系，于是存在两条不等价的边，由定义知这两条边在G \ {u, v}中
不连通，因此 u, v是割点对。 □

对于所有非平凡的等价关系，我们通过取交得到一个全局关系 ρt：对 e1, e2 ∈ E，称

(e1, e2) ∈ ρt，当且仅当对于所有非平凡的 ρu,v，均有 (e1, e2) ∈ ρu,v。

图 16是一个 ρt 对应的等价类划分的例子。

123

4

56

7

8

9

10

11

12

13

图 16
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4.2.3 用割点对划分图

u

v

图 17

设 (u, v)是一个割点对。设关系 ρu,v将边集划分为等价类 E1, E2, · · · , En，设 A, B为若干

个等价类的并，满足 A ∩ B = ∅, A ∪ B = E,min {|A| , |B|} ≥ 2。

定义两张新图GA,GB，其中GA是包含 A中所有边，再额外加上边 (u, v)得到的图，GB

同理。我们加上的新边被称为虚边 (virtual edge)，是用来表示划分过程的，虚边是可以有重
边的，无论原图中是否存在对应的边。

不断执行这些上述划分操作，直到无法操作为止，这样我们就得到了一张图的原始点

三连通分量。

注意到圈图 Cn有很多划分的方法，不过最终本质是一个 n边形的三角剖分，这是我们

不希望看到的，因此我们需要合并这些圈图。

具体地，对于划分完毕后的两张小图 A, B，如果它们具有共同的虚边，那么我们定义

A, B合并的结果是将它们的点集合并，边集合并并去掉共同虚边。可以看出，合并是划分的

逆过程。

我们将所有可合并的圈图合并成若干个大圈，将所有可合并的偶极图24合成一个大偶极

图，最终得到的结果就称为 G的点三连通分量。

4.2.4 SPQR树

所有的点三连通分量可以分为四类：

• Q (Trivial)：2个点一对重边的图，作为某些边界情况讨论。由于我们假设 G为简单

图，因此这里我们忽略 Q情形。

• S (Serial)：至少 3个点的圈图。圈图中的每一条边可以是原图中的边，也可以是虚边。

• P (Parallel)：至少 3条边的偶极图。由于简单图的假设，因此其中至多一条是原图的

边，其余的边均为虚边。

24dipole graph,见 [13]。
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• R (Rigid)：3−点连通子图，其中每一条边可以是原图中的边，也可以是虚边。

定义 4.2.2 (SPQR树). SPQR树 T = (V,E)，其中V表示所有点三连通分量的集合，由之前
的结论知可以分为四类。

对于 u, v ∈ T，(u, v) ∈ E当且仅当 u, v具有共同的虚边，即它们是可合并的。

定理 4.2.3. 对于 2−点连通无向图 G，它的 SPQR树是一棵树。 □

定理 4.2.4. 对于 2−点连通无向图 G，它的 SPQR树是唯一确定的。 □

4.2.5 构造

根据定义，我们可以得到一个 O
(
|V | |E|2

)
的做法——不停寻找原图的割点对，将原图划

分成更小的三连通分量。

事实上，SPQR树可以在线性时间内构造，不过限于篇幅这里就不展开了，有兴趣的读
者可以见参考文献 [14] [15]。

4.2.6 应用

SPQR树有较为广泛的应用，下面举两个例子：

例. 给定 2−点连通无向简单图 G，找出 G的所有割点对。

考虑 G的 SPQR树，注意到 (u, v)是割点对当且仅当 ρu,v不平凡。而不平凡的 ρu,v在最

终 SPQR树的表现只有两种：

• 作为 SPQR树中的一条虚边。

• 作为圈图的虚边被合并。

因此，我们可以得到：(u, v)是割点对，当且仅当 u, v是 SPQR树上的虚边，或 u, v是

SPQR树中 S 型顶点 (圈图)中的不相邻顶点 (因为它们被合并了)。

例. 3−点连通平面图，又称多面体图25，是表示凸多面体结构的图，可以理解为凸多面体的

球极投影。

定理 4.2.5 (Steinitz). G为表示凸多面体结构的图，当且仅当 G是 3−点连通平面图。

定理 4.2.6. 若G是多面体图，则当选定无穷平面后，在拓扑意义下G具有唯一的平面嵌入。

这些定理，和本文的关系不大，可以见参考文献 [17] [18]。

25polyhedral graph,见 [16]
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5 总结

本文介绍了图的连通性理论，从连通性的定义出发，介绍了 k−连通问题的一般解法，以
及当 k较小时的特殊做法和应用。本文挑选的做法都是在 OI中较有实际应用的，希望能在
信息学竞赛中有所普及。

同时，本文对大家熟悉 2−点/边连通问题作了更本质的讲解，并做了一个自然的推广
—— 3−点/连通问题，且使用适量的插图来辅助理解。希望大家在阅读本文后，能对 2−连通
问题有更深入的了解，对 3−连通问题有一定的认知。

不过，限于笔者水平有限，对于 k−点连通分量的问题，目前并没有较为高效实用的做
法。希望本文能起到一个抛砖引玉的作用，吸引更多读者来研究图论以及组合数学类的问

题。
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浅谈一类基于概率的约瑟夫问题

杭州第二中学叶卓睿

摘 要

“一类基于概率的约瑟夫问题”是一类有趣的概率期望问题，在此之前，这类问题只

零零散散地出现过两三次。

笔者对这类问题进行了深入研究，最终得到了较为系统的成果，本文将通过三道例题

展示这类题目的各种技巧和思路，并对这些处理手段进行对比和分析，希望读者以后遇到

这类问题时有迹可循。

另外，本文也提供了一种很好的出题方向：对一个模型进行深入研究，对相关问题进

行对比分析，从而获得新的问题和思路。

1 前言

本文介绍了处理“一类基于概率的约瑟夫问题”这类题目的各种技巧和思路，并对这

些处理手段进行对比和分析。在此之前，这类问题只零零散散地出现过两三次。笔者对这

类问题进行了深入研究，最终得到了较为系统的成果，这些在文中将会以三道例题的形式

进行展示，希望读者以后遇到这类问题时有迹可循。

本文第二节将介绍这类问题的定义，第三节将给出这类问题的通用观察和结论，第四、

五、六节将通过三个例题对这类问题的解决办法进行较为全面的展示，第七节将对上述三

个例题的解法和思路进行比较和分析。

2 定义

给一个 1到 n依次连接的环，有个指针从1开始移动，每次指针所在位置有 p(p > 0)的

概率消失掉，然后指针向右移动，游戏在所有位置都消失时结束。

在此基础上需要求解一些概率期望问题。

为了方便描述，下文约定 q = 1 − p。
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浅谈一类基于概率的约瑟夫问题 杭州第二中学叶卓睿

3 一些观察

引理1：一个被指针经过 i次的点，存活概率为 qi 。

证明. 转化问题，认为一个点消失后不会真的从环上消失，而是打上一个“删除”标记。那

么一个点存活当且仅当每次经过都没有打“删除”标记，故存活概率为 qi 。 �

引理2：当指针落在位置 c时， [1, c− 1]中每个点已经消失的概率相同， [c+ 1, n]中每个点

已经消失的概率也相同。

证明. 注意到此时 [1, c − 1]中每个点经过次数相同，由引理1，它们的存活概率相同。 [c +

1, n]也同理。 �

4 一个简单的问题

例题1. 迫真大游戏 1

给一个 1 到 n 的环，有个指针从 1 开始移动，每次指针所在位置有 p 的概率消失掉，

然后指针向右移动。求每个点是最后一个消失的概率。

n ≤ 2 · 105

4.1 分析问题

我们关心的位置未必是起点，考虑先让指针转几步使得它落在我们关心的位置上。

令 fn 为环大小为 n时， 1号点最后消失的概率。尝试先求出 fn 。

4.2 F 的求法

枚举第一个分身在第 i + 1轮消失，计算其概率，可以得到

fn =

∞∑
i=0

pqi(1 − qi)n−1

=

∞∑
i=0

pqi
n−1∑
j=0

(−1) j(1 − p)i j

(
n − 1

j

)

= p
n−1∑
j=0

(−1) j

(
n − 1

j

) ∞∑
i=0

q( j+1)i

= p
n−1∑
j=0

(−1) j

(
n − 1

j

)
1

1 − q j+1

1CometOJ Contest 4, Problem E
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浅谈一类基于概率的约瑟夫问题 杭州第二中学叶卓睿

将组合数用阶乘展开后这是个卷积的形式，可以 FFT解决。

FFT解决卷积问题的具体细节可以参考毛啸在 2016年信息学奥林匹克中国国家队候选

队论文中所写的《再探快速傅里叶变换》，这里不再赘述。

4.3 求解原问题

通过枚举指针移动过程中消失的位置个数，我们得到

ansk =

k−1∑
i=0

(
k − 1

i

)
piqk−1−i fn−i

这也可以化为卷积的形式。综上所述，原问题可以通过 2次 FFT解决，总时间复杂度

为 O(n log n)。

5 对例题一进行改编

例题2. Game on a Circle 2

给一个 1到 n的环，有个指针从1开始移动，每次指针所在位置有 p的概率消失掉，然

后指针向右移动。对于每个 i，求 c号点是第 i个消失的概率。

n ≤ 106

5.1 生成函数方法

我们试试直接用生成函数推式子。

令 ai 为 c号点是第 i + 1个消失的概率，我们希望求出 A(x) =
∑

aixi 。则有

A(x) =
∞∑

t=0

qt p
(
qt+1 + (1 − qt+1)x

)c−1 (
qt + (1 − qt)x

)n−c

=

∞∑
t=0

qt p
(
qt+1(1 − x) + x

)c−1 (
qt(1 − x) + x

)n−c

= p
∑

i

∑
j

(
c − 1

i

)(
n − c

j

) ∞∑
t=0

qi(1 − x)i+ jxn−1−i− jqt(1+i+ j)

= p
∑

i

∑
j

(
c − 1

i

)(
n − c

j

)
qi(1 − x)i+ jxn−1−i− j 1

1 − q1+i+ j

22020 Multi-University Training Contest 3, Problem K
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观察式子，可以记 fk =
∑

i+ j=k

(
c−1

i

)(
n−c

j

)
qi ，则有

A(x) = p
∑

i

fi

1 − qi+1 (1 − x)ixn−1−i

由于c为常数， fn是一个卷积的形式，可以 FFT。现在考虑求解 A(x)，继续推导可知

[xn−i+ j−1]A(x) = p
∑

i

∑
j

(
i
j

)
(−1) j fi

1 − qi+1

这也是卷积的形式，问题即可使用 2次 FFT得到解决。

5.2 优化

事实上我们可以做得更快。记 F(x) 为 fi 对应的普通型生成函数，我们发现 F(x) =

(1 + qx)c−1(1 + x)n−c 。

通过对生成函数求导，可以得到

F′(x) = (c − 1)q
F(x)

1 + qx
+ (n − c)

F(x)
1 + x

对比系数，得到 fi 的递推式：

fi+1 =
((c − 1)q + n − c − (q + 1)i) fi + q(n − i) fi−1

i + 1

综上所述，我们只需要 1次 FFT就解决了这个问题，时间复杂度 O(n log n)。

5.3 其它做法

事实上，使用 4.1中提到的拆解过程的办法，可以做到 O(n log2 n)，由于复杂度较劣以

及篇幅所限，这里不进行展示。

6 更复杂的问题

例题3. Eat Cards, Have Fun 3

给一个 1到 n的环，第 i个点上有数字 Ai ，有个指针从 1开始移动，每次指针所在位

置有 p的概率消失掉然后加入序列 b的末尾，然后指针向右移动。求排列 b在所有 [1, n]的

排列中，按字典序排序后的序号期望。

n ≤ 300

32018 Multi-University Training Contest 4, Problem H

2020年信息学奥林匹克中国国家队候选队员论文 4
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6.1 官方题解做法

6.1.1 初步分析

考虑利用期望的线性性拆贡献。记排列为 Pn ，则这个排列的序号为 Ans =
∑

i(n −

i)!
∑

j>i[P j < Pi] + 1。

贡献还可以通过枚举位置 i，以及在 i消失之前 [1, i − 1]共消失了 a个， [i + 1, n]共消

失了 b个， [1, i − 1]共消失了 c个小于 Pi 的， [i + 1, n]共消失了 d个小于 Pi 的来计算。

记 dpi,a,b 为在 i消失之前 [1, i − 1]共消失了 a个， [i + 1, n]共消失了 b个的概率， li 为

[1, i − 1]中小于 Pi 的个数， ri 为 [i + 1, n]中小于 Pi 的个数，则有

Ans =
∑

i

∑
a

∑
b

∑
c

∑
d

(n − a − b − 1)!(Ai − c − d − 1)
(
li

c

)(
i − 1 − li

a − c

)(
ri

d

)(
n − i − ri

b − d

)
dpi,a,b + 1

6.1.2 求解 dp数组

首先考虑如何计算 dpi,a,b 。

dpi,a,b =

∞∑
t=0

qt p(qt+1)i−1−a(1 − qt+1)a(qt)n−i−b(1 − qt)b

=

a∑
j=0

b∑
k=0

(
a
j

)(
b
k

)
(−1) j+kqi−1−a+ j

∞∑
t=0

qt(n+ j+k−a−b)

=

a∑
j=0

b∑
k=0

(
a
j

)(
b
k

)
(−1) j+k qi−1−a+ j

1 − qn+ j+k−a−b

暴力计算时间复杂度为 O(n5)，需要优化。

优化计算 定义

h1,a,b =

a∑
j=0

b∑
k=0

(
a
j

)(
b
k

)
(−1) j+k qa+ j

1 − qn+ j+k−a−b

则有

dpi,a,b = pqi−1h1,a,b

定义

h2,a,b =
∑

k

(
b
k

)
(−1)k 1

1 − qn−a−b+k

则有

h1,a,b =
∑

j

(
a
j

)
(−1) jq j−ah2,a− j,b

那么，我们可以分别计算出 h2,a,b, h1,a,b, dpi,a,b ，这部分时间复杂度优化至了 O(n3)。
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6.1.3 原问题的求解

回到答案式子

Ans =
∑

i

∑
a

∑
b

∑
c

∑
d

(n − a − b − 1)!(Ai − c − d − 1)
(
li

c

)(
i − 1 − li

a − c

)(
ri

d

)(
n − i − ri

b − d

)
dpi,a,b + 1

暴力计算仍然是 O(n5)的。

优化计算 接下来我们定义一些辅助函数加速计算：

fi,0,a =
∑

c

(
li

c

)(
i − 1 − li

a − c

)

fi,1,a =
∑

c

(
li

c

)(
i − 1 − li

a − c

)
c

gi,0,b =
∑

d

(
ri

b

)(
n − i − ri

b − d

)

gi,1,b =
∑

d

(
ri

b

)(
n − i − ri

b − d

)
d

然后将 Ai − c − d − 1拆为 (Ai − 1) − c − d三部分分别算贡献，可以得到：

Ans =
∑

i

∑
a

∑
b

(
(Ai − 1) fi,0,agi,0,b − fi,1,agi,0,b − fi,0,agi,1,b

)
(n − a − b − 1)!dpi,a,b + 1

时间复杂度 O(n3)。

6.2 新的思考角度

6.2.1 初步思路

根据期望的线性性，贡献可以拆成
∑

i
∑

j
∑

t[Ai > A j]Pr(i先于 j∧ i在时刻t消失)(n− t)!。

由引理2，我们发现固定 i, t后，贡献只需与 j, i的相对大小有关。

那么思路就很明显了，分 i > j和 i < j两类情况进行讨论。

6.2.2 动态规划算法

接下来我们先讨论 i > j的情况，可以设计dp： fn,i 表示长度为 n的环， i先于 i − 1消

失的所有情况下 (n − t)!的期望。
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转移如下：

fn,i =


q fn,n + p(n − 1)! i = 1

q fn,i−1 i = 2

q fn,i−1 + p fn−1,i−1 i > 2

按 n从小到大进行求解，对于每个 n直接高斯消元可以 O(n3)，总复杂度 O(n4)。

事实上对于每个 n，dp转移是环上高斯消元的形式。而环上高斯消元是可以做到 O(n)

的，具体做法是：设 x = fn,n，那么对于 i ∈ [1, n]可以分别把 fn,i表示成 kix + bi的形式，从

而得到一个一元一次方程，解出 x后即可计算出 fn,i 。

另一种情况 i < j类似，篇幅所限这里不再赘述。

这样时间复杂度为 O(n2)，实现难度较低。

6.3 进一步优化

dp转移式子最麻烦的一点在于有环，我们尝试先求解第一列。

6.3.1 dp数组第一列的求解

记 fn = dpn,1 。枚举有多少个是在 1之后消失的：

fn =

n−2∑
i=0

(
n − 2

i

) ∞∑
t=0

qt pqt(qt)i(1 − qt)n−2−i(i + 1)!

=

n−2∑
i=0

(
n − 2

i

) n−2−i∑
j=0

(
n − 2 − i

j

)
(−1) j p(i + 1)!

∞∑
t=0

qt(2+i+ j)

= p
n−2∑
i=0

(
n − 2

i

) n−2−i∑
j=0

(
n − 2 − i

j

)
(−1) j(i + 1)!

1
1 − q2+i+ j

= p
n−2∑
i=0

n−2−i∑
j=0

(
n − 2
i + j

)(
i + j

i

)
(−1) j(i + 1)!

1
1 − q2+i+ j

优化计算 为加速计算，我们令
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gk =
∑
i+ j=k

(
i + j

i

)
(i + 1)!(−1) j

=
∑
i+ j=k

(i + j)!(i + 1)(−1) j

j!

这是一个卷积的形式，可以 FFT解决。

于是有

fn = p
∑

k

1
1 − q2+k

(
n − 2

k

)
gk

= p
∑

k

(
1

1 − q2+k
gk

) (
n − 2

k

)
将组合数用阶乘展开后，这也是一个卷积的形式，可以 FFT解决。

因此，我们可以 O(n log n)地求出 dpi,1 。

6.3.2 dp数组第 n行的求解

回顾 dp转移方程

fn,i =


q fn,n + p(n − 1)! i = 1

q fn,i−1 i = 2

q fn,i−1 + p fn−1,i−1 i > 2

已知 dpi,1 ，可以 O(n) 地计算出 dpi,2 ，这样做是为了解决 i = 2 时转移比较特殊的问

题。

记 gi = dpi,2, hi = dpn,i+2 。计算每个 g j 对 hi 的贡献，观察 dp转移式子可知：

hi =
∑

j

g j

(
i

n − j

)
pn− jqi+ j−n

将组合数用阶乘展开后，这也是一个卷积的形式，可以 FFT解出 fn,i 。

6.3.3 回到原问题

考虑求解原问题， i > j的情况贡献为

Ans =
∑
i> j

[Ai > A j] fn,i

，可以使用树状数组统计 Ans =
∑

i> j[Ai > A j]。
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i < j的部分使用类似的做法即可做到总时间复杂度 O(n log n)。

引理3：长度为 n的环， 1先于 2消失的所有情况下 (n − t)!的期望与 1先于 n相同。

证明. 枚举 1是在第 i + 1次经过时消失的，那么 [2, n]的每个点经过次数相同，由引理1可

知它们消失的概率相同，因此在这个问题中是等价的。 �

由引理3， i < j的情况下 dp数组第一列和 i > j完全相同，由此可以减小一定的代码

量和常数。

7 对比与分析

例题一只需要仔细分析题目，发现过程可以拆成独立的两步，逐个解决即可，算是这

类问题中较为基础的情形。

在引理1的帮助下，只使用数学推导手段就可以在一些问题（如例题二）上取得不错的

效果，其优势是思维难度不高，不过缺点是推导、计算较为繁琐，在一些情况下可能无法

进行优化。

例题三很好地体现了代数推导的局限性：不仅繁琐而且无法做到很优的复杂度。笔者

通过对问题模型进行观察，得到一个很强的性质，从而得到一种 O(n2) 的简洁的 dp 做法。

借鉴例题一的思想，指针初始位于 1的情况是容易解决的，此后 dp的转移无环，因此可以

使用常见的生成函数技巧进行优化，从而做到 O(n log n)的优秀复杂度，这相对于官方题解

给出的 O(n3)是一个巨大的飞跃。

8 研究思路与成果

笔者最初在做 2018年杭电多校联合训练第 4场 H题时思考出 O(n2)的做法，比官方题

解的推式子做法更优秀。这启发我对这一问题模型进行研究。之后我发现这一模型存在一

些基本结论和观察，而且不同问题在解法上也有一定的联系。例如 CometOJ第 4场的 E题

就是先将指针所在位置移动到 1，从而拆解问题，事实上笔者也正是受这个思路启发，才

思考出了例题三最后一步的优化。在研究过程中，笔者对例题一进行修改并进行了深入的

思考，最终命制了例题二，此题虽和例题一题意比较相似，做法却大相径庭，最后几乎只

需要一些推导的技巧就可以解决，这说明代数推导在一些情况下也有用武之地，选手在做

这类题目时需要灵活选择解法，不能思维定式化。

顺带一提，例题二作为 2020年杭电多校联合训练第 3场 K题使用，场上共有 9支队

伍通过，可见此题难度适中、区分度良好，同时也说明选手对这类模型还不够熟悉。

2020年信息学奥林匹克中国国家队候选队员论文 9



浅谈一类基于概率的约瑟夫问题 杭州第二中学叶卓睿

9 总结

本文通过三个例题展示了解决“一类基于概率的约瑟夫问题”的各种思路和技巧，对

这类问题进行了详细的分析研究，最终都得到了 O(n log n)的优秀解法，希望读者遇到这类

问题时有迹可循。

另外，对一个模型进行深入研究，对相关问题进行对比分析也提供了一种很好的出题

方向，例如本文例题二就是这样命制的。

最后，希望本文起到抛砖引玉的作用，吸引更多读者来研究这一类问题，或是将本文

提及的思想应用到更多其它问题上。
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浅谈多项式牛顿迭代与拉格朗日反演在 OI中的应用
华东师范大学第二附属中学 左骏驰

摘 要

生成函数的计数问题是 OI中的一类重要的问题。近年来，除了多项式乘法、多项式求
逆、多项式求 exp、多项式求 ln等传统方法，牛顿迭代、拉格朗日反演等新的技术层出不穷。

因此，本文将围绕着牛顿迭代与拉格朗日反演这两个主题，浅析它们在 OI中的应用。
本文将先介绍牛顿迭代、拉格朗日反演的基本知识，然后介绍它们在 OI题目中的应用，并
将这些用法进行归纳、分类。接着本文介绍了牛顿迭代法的高级应用。由于牛顿迭代和拉

格朗日反演都和多项式复合、复合逆息息相关，本文还简要介绍了求多项式复合、复合逆

的方法。

1 前置知识

对于任意一个域 F 和其上的任意一个 n + 1项的序列 a0, a1, · · · , an ∈ F，我们记这个序

列的普通型生成函数 (也称 OGF)为:

F (x) =
n∑

i=0

aixi (1)

其指数型生成函数 (也称 EGF)为:

G (x) =
n∑

i=0

ai

i!
xi (2)

而对于无穷序列 a0, a1, · · · 仍然可以定义其普通型和指数型生成函数：

F (x) =
+∞∑
i=0

aixi, (3)

G (x) =
+∞∑
i=0

ai

i!
xi (4)

对任意一个形如如下形式的级数：

F (x) =
+∞∑

i=−∞
aixi (5)
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满足 a−1, a−2, · · · 这个数列在足够多项之后为 0，则称 F(x)为形式 Laurent级数。我们
可以约定[xn]F (x)表示 an，类似地，我们也可以在其上定义加减法、乘法、求导等运算。但

在之后的论述中，”函数”均指的是“形式幂级数”，也就是不存在 x−1, x−2, · · · 项的形式
Laurent级数。

对于生成函数 F (x) ,G (x) (下面均约定它没有 x−1, x−2, · · · 这些项)，若 F (0) , 0

F (x)G (x) = 1，则我们称 G (x)为 F (x)的逆，记为: G (x) = 1
F(x)。

对于生成函数 F (x) ,G (x),若 [x0]F (0) = 0, [x1]F (0) , 0, F (G (x)) = G (F (x)) = x，则

我们称 G (x)为 F (x)的复合逆。记为 G (x) = F−1 (x)。稍后将说明复合逆的存在性和唯一

性。

对于两个有限次数的多项式 F1 (x) , F2 (x)，和非零多项式 G (x)，若 F1(x)−F2(x)
G(x) 也是一

个多项式，则称 F1 (x) ≡ F2 (x) (mod G (x))。特别的，若两个多项式模 xn 同余，则它们的

x0, x1, · · · , xn−1项系数相同。

在之后的介绍中，我们约定 F 是一类性质比较好的域，使得次数为 n次的多项式乘法、

求逆、求 exp、求 ln都可以通过DFT操作在O (n log n)的复杂度内完成。例如: F = F998244353

时，因为 998244353 = 7 · 17 · 223 + 1，F 存在 223次单位根，且加减乘运算均可以 O (1)实

现，不存在精度问题，在大部分情况下可以支持除法。

2 多项式牛顿迭代

给定一个次数不大于 n的多项式 F (x)，我们要解出满足 F (G (x)) = 0的生成函数的前

n项。

一种常见的方法是使用多项式牛顿迭代去倍增求解。

假设我们已经得到了 F (A (x)) ≡ 0 (mod xm)，试图找到 B (x)使得 F (B (x)) ≡ 0 (mod x2m)。

那么我们由泰勒展开的公式：

F (B (x)) = F (A (x)) + F′ (A (x)) (B (x) − A (x)) +
F′′ (A (x))

2!
(B (x) − A (x))2 + · · · (6)

考虑在 mod x2m意义下，我们有 F (B (x)) ≡ F (A (x))+F′ (A (x)) (B (x) − A (x)) (mod x2m)。

从而只需令 B (x) = A (x) − F(A(x))
F′(A(x)) 即可！

如果我们知道G (x)在 mod x下的一个解，那么通过如下迭代，可以得到G (x) mod x2,

mod x4, mod x8, · · · 的结果。因此做 O (log n)次迭代即可得到 G (x) mod xn+1的结果！

如果 F (G (x))容易计算，例如 F (x)是个低次多项式，或者容易用 ln, exp表示，那么
该算法的复杂度往往可以达到 O (n log n)。

在某些情况下，F 不必局限于一个多项式。只要能够计算出 G (x) mod x的结果，每

次迭代的操作是有意义的，那么 F 可以推广为形如 F (G (x) , x)的二元函数。例如 F (x) =

(x + 1)G (x) + 1, F (x) = (x + 1)G (x)2 + (x2 + 2x + 2)G (x) + 1等。而这时对 F (G (x) , x)

应该看作是对 G (x)求偏导！
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此处我们先介绍基本的两种牛顿迭代，之后我们将介绍用牛顿迭代法解多项式微分方

程的例子。

3 多项式的复合逆

对于 [x0]F (x) = 0, [x1]F (x) , 0的生成函数 F (x)，称满足 G (F (x)) = x的函数 G为它

的左逆元，称满足 F (H (x)) = x的函数 H为它的右逆元。

设 G (x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·，我们递推构造 a0, a1, a2, · · ·。令 a0 = 0, a1 = 1
[x1]F(x)。

比较 G (F (x))的 xk 系数 (k ≥ 2)，那么我们有：

[xk]a0 + [xk]a1F (x) + [xk]a2F2 (x) + · · ·+ [xk]ak−1Fk−1 (x) + ak

(
[x1]F (x)

)k
= 0 (7)

这是因为 Fk+1 (x) , Fk+2 (x)均不含 xk 项系数，且 Fk (x)的系数就是 ([x1]F (x))k
。

因此，我们知道 F (x)的左逆存在且唯一。

另一方面，设 H (x) = b0 + b1x+ b2x2 + · · · , b0 = 1, b1 =
1

[x1]F(x)。同样比较 F (G (x))的

xk 系数，我们有：

[xk]F
(
b0 + b1x + · · ·+ bk−1xk−1

)
+

(
[x1]F (x)

)k
bk = 0 (8)

因此，F (x)的右逆存在且唯一。

且注意到 G (x) = G (F (H (x))) = H (x)，故 F (x)的左逆与右逆是相等的，我们统称为

复合逆。在此我们证明了 F (x)的复合逆存在且唯一。

4 拉格朗日反演

拉格朗日反演公式: 若 F (x)是 G (x)的复合逆，则

[xn]G (x) =
1

n
[x−1]

(
1

F (x)

)n

(9)

推广形式为：

[xn]H (G (x)) =
1

n
[x−1]H′ (x)

(
1

F (x)

)n

(10)

其中 n ≥ 1。

下面给出证明：

设 H (G (x)) =
∑+∞

i=0 aixi。

那么我们有：

+∞∑
i=0

aiF (x)i
= H (x) (11)
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对 (11)两边求导得：

+∞∑
i=1

iaiF (x)i−1
= H′ (x) (12)

(12)两边除以 Fn (x)，那么我们发现, 1
F2(x) ,

1
F3(x) , · · · ,均不对 x−1 项系数产生贡献，且

F (x) , F2 (x) , · · · 也不对 x−1项系数产生贡献，故提取 x−1项系数，我们有：

n[xn]H (G (x)) = [x−1]H′ (x) F (x) (13)

这样即可证明出我们的命题。

5 组合计数问题分析

5.1 用拉格朗日反演求关于复合逆的式子的某一项

在这一部分，我们往往会把问题转换成：已知一个多项式 F (x)的复合逆G (x)，想要求

H (G (x))中的某一项的值。我们常用的方法是使用拉格朗日反演，将问题转换为求 F (x)n

的问题！

例 1推导含有 n个点的生成树个数。

解: 这里我们给出一种与传统组合方法不同的方法。
设 T (x)表示含有 n个顶点的有标号的有根树个数组成的 EGF。
那么我们删去根后，得到若干个有根树的划分，根据多项式 exp的组合定义，我们有：

T (x) = xeT(x)

。

令 F (x) = x
ex，从而 T (x)是 F (x)的复合逆。

则我们由拉格朗日反演

[xn]T (x) (14)

= [x−1]
1

Fn (x)
(15)

= [x−1]
(
enx

xn

)
= nn−1 (16)

再将 nn−1除以 n，即可得到 n个顶点带标号生成树的个数为 nn−2

例 2给定 {1, 2, · · · , s}的一个子集 D。对于一棵带有正整数点权的有根多叉树，如果它

满足这样的性质，我们就称它为好的：点权为 1的结点是叶子结点；对于任一点权大于 1的

结点 u，u的孩子数目 deg[u]属于集合 D，且 u的点权等于这些孩子结点的点权之和。给出
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一个整数 s (1 ≤ s ≤ 105)，你需要求出根节点权值为 s的好的多叉树个数，这里一个点的儿

子是有序的。我们只需要知道答案关于素数 950009857 = 453 · 221 + 1取模后的值。

解: 令权值为 n的好的有根树个数的 OGF为 T (x)，那么我们会发现要么有根树要么恰

好有 1个顶点，要么可以表示为若干棵子树序列。

因此，我们有:

T (x) = x +
∑
d∈D

T (x)d (17)

令 F (x) = 1 −∑
d∈D xd，同样的，我们会发现 T (x)是 F (x)的复合逆。

那么 [xs]T (x) = [x−1] 1
F(x)s。运用一次多项式 ln和多项式 exp即可得出原题的答案，其

时间复杂度为 O (s log s)。

例 3求出 n阶点双、边双连通图的个数，其中顶点有标号，且图不含重边和自环。

解: 设 C (x)表示 n阶连通无向图的个数乘以 n的 EGF。A (x)为 n + 1阶的点双连通

图个数的 EGF, B (x) 为 n 阶边双连通图个数 EGF。这里 C (x) 可以用多项式 ln 的方法在
O (n log n)的时间复杂度内求出。

先求 A (x)。我们用 A (x)去表示 C (x)。C (x)的每一项的意义相当于是含有一个代表顶

点的连通图,可以类比有根树。
取这个代表顶点 u并删去，它和它所在的边，设它构成若干个连通分量C1,C2,C3, · · · ,Cm。

其中 Ci ∪ U 对应了一个 u在原图中的点双连通分量 Di。再删去 Di 内部的边之后，对

应了恰好 Di 个连通分量。则 Ci 的选法除以 |Ci|!为: [x|Di |]A (x) · [x|Ci |]C (x)|Di |。
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图 1:

如图所示，这里 0视作代表顶点，三个点双连通分量的大小为 3, 4, 2。且删去一个点双
连通分量内部的连边之后，会产生这个该点双连通分量大小 - 1的不含 0的连通块。

结合多项式 exp的组合意义，我们有:

C (x) = xeA(C(x)) (18)

设 H (x) = ln C(x)
x ，则我们有：

A (x) = H
(
C−1 (x)

)
(19)

对 (19)式运用 (10)式所述的扩展拉格朗日反演即可！

再求 B (x)。同样用 B (x)表示 C (x)。我们把 n阶连通图的代表顶点 u所在的极大边双

连通分量 S 内部的边删去，这样会把图分割为若干个连通块，其中每个连通块与 S 的交集

大小为 1。我们如果选取每个连通块的代表顶点为与 S 相交的点，那么将这个代表顶点的

任何一条边删去后，图不连通。故这个连通块的取法的 EGF应该为：
(
xeC(x)

)
。

下图展示了一种典型的情形。
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图 2:

与图 1不同的是，代表顶点 0恰好在一个边双内，而不能在多个边双。

且由于边 (1, 4) , (1, 7) , (2, 11) , (2, 10)都是桥，故 4, 5, 6这三个点与 7, 8, 9之间不能连边。

在统计 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9这 7个点的连接情况时，不能当成连通图的个数来计算，而是看成删

去 1后，代表顶点为 4的一个连通块和代表顶点为 7的一个连通块。

故我们按 u所在的边双连通分量大小分类，可以得到：

C (x) =
+∞∑
i=1

(
[xi]A (x)

) (
xeC(x)

)i
(20)

也就是说：

C (x) = B
(
xeC(x)

)
(21)

这里设G (x)为 xeC(x)的复合逆，就只需套用推广形式的拉格朗日反演来计算 [xn]C (G (x))

即可！

故我们均可以在 O (n log n) 的时间内计算点数为 n 的点双连通图、边双连通图的个数

（最后答案都要除以 n)。
例 4 (LOJ 6363)
解: 给定 {1, 2, · · · , n}的子集 S，我们要求大小为 n的所有极大点双连通分量都在 S 中

的无向连通图的个数。(n,
∑

x∈S x ≤ 100000)

我们用例 3的结果，对任意 x ∈ S，可以求出点数为 x的点双连通图的个数 ex。

设 E (x) =
∑

i∈S
ei
i! xi。设含有代表顶点的极大点双连通分量个数都在 S 中的图的 EGF为

F (x)。
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那么用类似例 3的推导，我们有：

F (x) = xeE(F(x)) (22)

则 F (x)为 x
eE(x) 的复合逆，使用简单形式的拉格朗日反演，即可重新推出满足条件的连

通图的个数！

时间复杂度为 O((n +
∑

x∈S x) log n)。

5.2 用复合逆求解关于多项式幂次的式子

在最近出现的很多拉格朗日反演的问题里面，很多都可以抽象地转换为: 对任意 i =

0, 1, 2, · · · , n，求出

[xk]F (x)G (x)i (23)

这里 F (x) ,G (x)都是次数为常数或者容易用 exp, ln等基本函数表示的生成函数，但G

可能会存在 x−1, x−2, · · · , x−n 项，k = Θ(n)。

对于这一类问题，我们考虑引入一个新的变元 u。则答案序列可以表示为：

F (x) + uF (x)G (x) + u2F (x)G (x)2 + · · · = F (x)
1 − uG (x)

(24)

现在考虑用拉格朗日反演提取 (23) 式中的 xk 系数。先假设 G (x) 存在复合逆 H (x)，

P (x) = F (H (x))那么我们会得到:

[xk]
F (x)

1 − uG (x)
= [xk]

P (G (x))
1 − uG (x)

=
1

k
[x−1]

P′ (x) (1 − ux) + uP (x)

(1 − ux)2

(
1

H (x)

)k

(25)

因此，我们只需计算 G (x)的复合逆，以及 F (H (x))，就可以在 O (n log n)的时间内求

出结果。当 F (x) = 1时，这个问题可以在 O (n log n)的代价内与复合逆相互转化。

另外，如果 G (x)不存在复合逆，则需要对 G (x)做一些处理。

若 G (x)的常数项不为 0，设 G (x) = c + Q (x)。则我们先求出 [xk]F (x) Q (x)i
，然后注

意到：

[xk]F (x) (c + Q (x))i
= [xk]

i∑
j=0

i!
j! (i − j)!

c jF (x) Q (x)i− j (26)

因此，只需要用 O (n log n) DFT求一次卷积即可！
下面再处理 G (x)的最低次项不为 x1的问题。设 G (x)的最低次项为 gt xt。

那么对
G(x)
gt xt 开 t次方，可以将 G (x)表示为 qtQ (x)t

。

故我们把问题转化为了求 [xk]
(
F (x) Q (x)it

)
。注意到我们只关心 it ≤ k的那些项，因此

用 Q (x)代替前述的 G (x)作讨论，将 n与 k取 min，即可做到类似的复杂度。
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只要能够方便地求出复合逆和多项式复合，就可以在 O (n log n) 的时间内解决这个问

题。而很多题目里面 F (x) ,G (x)都是可以用 exp, ln以及幂次来表示的函数。
例 5, ZJOI2020抽卡
当期卡池中共有 m张不同的卡，每次抽卡，Bob都可以等概率随机获得一张卡池中的

卡。如果 Bob抽到了一张他已经拥有的卡，那么什么事都不会发生，等于 Bob浪费了这次
抽卡机会。

Bob是个谨慎的人，他想知道，如果他不停地抽卡直到抽到编号连续的 k张卡时停止抽

卡，期望需要抽多少轮。

输入这 m张不同的卡的编号 a1, a2, · · · , am ≤ 2m。

数据满足 1 ≤ m ≤ 200000, 2 ≤ k ≤ m。输出答案模 998244353的结果。

解: 首先，对于一个选了 i张卡牌，且没有 k张卡牌编号连续的状态，容易计算出它出

现的概率和出现它所用的期望轮数。因此我们只需对每个 i求出含有 i张卡牌，没有 k张卡

牌连续的编号总数。

事实上，我们只把 a1, a2, · · · , am 划分成若干连续段之后，就只需要求每个连续段所对

应的答案，再用一次分治多项式乘法将它们乘起来即可。

对一个长度为 n的连续段 1, 2, · · · , n。我们补充添加两张必定不选的卡牌 0, n+1，然后

对与每张不选的卡牌 (除了 n + 1)，记录它后面那张不选的卡牌到它的距离。题目条件等价
于这些距离之和为 n + 1，且每个距离都 ≤ k。

因此，我们只需要对每个 i，求出：

[xn+1](
x − xk+1

1 − x
)i (27)

这就转为了前述的问题了！这里我们发现 x−xk+1

1−x 是容易用牛顿迭代求出复合逆的一个

多项式，因此可以在 O(m logm)的时间内算出 (27)式。而分治多项式乘法需要 O(m log2 m)

的时间，故总复杂度为 O(m log2 m)。

然而，有些时候所求的式子需要经过变形，才能转换成形如 (23)式的问题。

例 6, Codeforces Round #641 F2
定义一个长度为 n的序列 p1, p2, · · · , pn 是好的，当且仅当 p1, · · · , pn 都是 1到 n的整

数，且对任意 k > 1，存在 1 ≤ i < j ≤ n使得 pi = k − 1, p j = k。

要求对于每个 k = 1, 2, · · · , n，求出所有好的序列 k出现的次数的总和。

解: 首先，我们把 pi = 1的所有 i从大到小写出来，再把 pi = 2的所有 i从大到小写出

来，这样不断地写，写到 pi = n的所有 i，会得到一个排列 q1, q2, · · · , qn。

由题目的条件，好的序列由这样的排列唯一确定，这是因为所有 pi = j的下标恰好构

成 q1, q2, · · · , qn 的一个连续递减的段。且 pqi 的值恰好是满足 p j < p j+1, 1 ≤ j < qi 的 j的个

数加一。

设 di, j 表示在长度为 i + 1的排列中先选择 j个相邻项要求前一项小于后一项，再填出

这个排列的总方案数。把每个连续的小于号当成一段，就可以转换为把 i + 1 个数划分成
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i − j + 1个集合。容易得到：

di, j = (i + 1)![xi+1](ex − 1)i− j+1 (28)

求解答案时，我们考虑每个位置的贡献，那么我们有：

Ansi+1 =
n−1∑
x=0

x∑
y=i

(−1)y−i

(
y
i

)
dx,y

n!
(x + 1)!

(29)

=
n!
i!

n−1∑
x=0

x∑
y=i

(−1)y−i y!dx,y

(y − i)!(x + 1)!
(30)

=
n!
i!

n−1∑
y=i

(−1)y−iy!
(y − i)!

n−1∑
x=y

[zx+1](ez − 1)x−y+1 (31)

只需对每个 y求出
∑n−1

x=y[z
x+1)(ez − 1)x−y+1，即可用一次卷积求出答案。

设 F(z) = ez−1
z ，则我们考虑：

n−1∑
x=y

[zx+1](ez − 1)x−y+1 =
n∑

x=y+1

[zx](ez − 1)x−y (32)

= [zy]

n−y∑
x=1

(
ez − 1

z
)x (33)

= [zy]
1 − F(z)n−y+1

1 − F(z)
(34)

= [zy]
1

1 − F(z)
− [zn+1]

(zF(z))n−y+1

1 − F(z)
(35)

注意到 1
1−F(z) 可以用一次多项式求逆求出，而 [zn+1]

(zF(z))n−y+1

1−F(z) 就归约到了 (23)式类型

的问题了。

由于 zF(z)的复合逆G(z)和 1
1−F(G(z)) 很容易求出，故该问题仍然可以在 O(n log n)的时

间内解决！

6 多项式牛顿迭代的高级应用

6.1 含有 G
(
x2

)
,G

(
x3

)
, · · · 的多项式方程

在第二节中，我们介绍了求解关于G (x)的方程 F(G (x) , x) = 0的方法。但是，在和问

题中（特别是同构意义下树的计数），我们得到了多项式方程可能含有 G (x2) ,G (x3)这些

项。这个时候，我们假设得到了G(x) mod xk的结果，那么G(x2),G(x3), · · · 在 mod x2k的

结果已经确定了。故在推导迭代公式时，我们只需要把G(x2),G(x3), · · · 当作一个常数即可！
例 7. 无标号有根树计数
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在同构意义下求所有含有 n个顶点的有根树个数。

设 T (x)表示含有 n个顶点的有根树的个数的 OGF。我们试图得到 T (x)的一个方程。

注意到所有含有 i个顶点的，总顶点数为 j的有根树可重集合的个数为：

[x j](
1

(1 − xi)[xi]T(i))
(36)

而 n 个顶点的同构意义下有根树的个数就是总共 n − 1 个顶点的有根树可重集合的个

数。

因此由多项式乘法的组合意义，我们有：

T (x) = x
n∏

i=1

1

(1 − xi)[xi]T(x)
(37)

对上式两边求 ln，再结合泰勒展开式 − ln(1 − x) = x + x2
2
+ x3

3
+ · · · 可得：

ln
T (x)

x
=

+∞∑
i=1

T (xi)

i
(38)

也即：

T (x) = x · exp(
+∞∑
i=1

T (xi)

i
) (39)

假设得到了 A(x) ≡ T (x) (mod xm)的值，希望找到 B(x) ≡ T (x) (mod x2m)。

把上式右边对
∑+∞

i=1
A(xi)

i

这一点泰勒展开，并忽略其二次、三次项，我们有：

B(x) ≡ x · exp(
+∞∑
i=1

A(xi)

i
)(1 + B(x) − A(x)) (mod x2m) (40)

这是一个关于 B(x)的线性方程，很容易通过一次多项式求逆解出 B(x)。且由调和级数

的性质，计算
∑+∞

i=1
A(xi)

i 的复杂度也是 O(m logm)的。

总复杂度为 O(n log n)。

6.2 多项式牛顿迭代解微分方程

这一节我们将讨论如何解一部分G′(x) = F(G(x), x)形式的方程。也就是所已知 [x0]G(0)，

求 G(x)的前 n项。其中 F(G(x), x)是关于 G(x), x的二元生成函数。

6.2.1 递推方法

假设我们得到了 [x0]G(x), [x1]G(x), · · · , [xm−1]G(x)，那么

[xm]G(x) =
1

m
[xm−1]G′(x) =

1

m
[xm−1](F(G(x), x) (41)
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值得注意的是，这种方法在 F(G(x), x) 极其特殊的时候，能够取得很好的效果。例如

F(G(x), x) = (x5 + x4 + 4x3 + 5x2 + x + 4)G(x)等。这样每次递推的代价就变成了常数级别

的了。另外，有些问题中，可以把这样的递推用 cdq分治 NTT优化成 O(n log2 n)的复杂度。

但是对于一般的问题来说，这样做往往不够高效。

6.2.2 牛顿迭代方法

首先，我们得到 [x0]G(x), [x1]G(x)。

假设得到了 G(x) mod xm 的结果 A(x)，试图求出 G(x) mod x2m−1的结果 B(x)。

把 F(G(x), x)对 G(x) = A(x)作泰勒展开，并由 G’(x) ≡ B′(x) (mod x2m−1)，我们有：

B′(x) ≡ ∂F
∂G

(A(x) − B(x), x) + F(A(x), x) (42)

≡ P(x)B(x) + Q(x) (mod x2m−1) (43)

其中 P(x),Q(x)是化简得到的结果。

我们设 R′(x) = P(x)，且 [x0]R(x) = 0，那么我们有：

(B(x)e−R(x))′ ≡ e−R(x)Q(x) (mod x2m−1) (44)

我们用一次多项式积分和多项式求逆，多项式除法即可求出 B(x)。

因此，若根据 A(x)求 P(x)，Q(x)这一步可以做到 O(m logm)，那么总复杂度也能做到

O(m logm)了。

7 再探复合与复合逆

7.1 多项式复合

前述的内容主要用于计算特殊情况下的多项式复合与复合逆的问题，拉格朗日反演往

往只能计算关于复合逆的式子中的一项，而牛顿迭代往往只能快速计算特殊多项式的复合

逆。接下来我们简要地介绍一般的多项式复合、复合逆的算法。

给定多项式 F (x) ,G (x)，其次数均不超过 n。我们要在 O (n2)时间内计算出 F (G (x))

的前 n项系数。这个算法的核心是大步小步思想。

令 B = ⌈
√

n⌉，我们先求出 G (x)0 ,G (x)1 , · · · ,G (x)B
，复杂度为 O (n1.5 log n)。

再求出 G (x)B
,G (x)2B

, · · · ,G (x)B2

，复杂度仍然为 O (n1.5 log n)。

接下来，我们发现:

F (G (x)) =
B−1∑
i=0

G (x)iB
B−1∑
j=0

[xiB+ j]G (x) j (45)
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这样，我们只需要用预处理的结果在 O (n1.5)内计算 B个
∑B−1

j=0[x
iB+ j]G (x) j

，然后用 B

次卷积在 O (n1.5 log n)的时间内计算出 F (G (x))！

总时间复杂度为 O (n1.5 log n + n2)。事实上，卷积的那一部分由于常数的原因，可能反

而比 O (n2)的那一部分慢。可以通过调整 B的大小来获得实际上更好的效果。

多项式复合还有一个理论上更好的算法，称为 Brent-Kung算法，
其时间复杂度为 O

(
(n log n)1.5

)
。然而由于常数原因，这个算法在时间上往往不能和常数优

秀的 O(n2)算法拉开差距。

首先，我们令正整数 m = Θ(
√

n
log n)。设G(x) = G1(x) +G2(x)，这里G1(x)被 xm所整除。

将 F(G(x))在 G1(x)这一点展开，我们有：

F(G(x)) = F(G2(x)) +
F′(G2(x))

1!
G1(x) +

F′′(G2(x))
2!

G1(x)2 + · · · (46)

我们发现，上式只有前 ⌈ n
m ⌉项对结果有贡献。

故我们只要计算出 F(G2(x)), F′(G2(x)), F′′(G2(x)), · · ·，然后做 O( n
m)次长度为 O(n)的卷积

即可计算出 F(G(x))。后面这一步复杂度为 O( n
m n log n) = O((n log n)1.5)

先考虑计算 F(G2(x))。首先将 F(x)的系数分为 m个连续段，每一段长度为 Θ( n
m)。那

么我们只需要计算一个 ≤ n
m 次的多项式 A(x)复合一次 ≤ m次的多项式 B(x)的结果。

这里我们可以用分治 NTT的方法计算。每次将 A(x)分为两个次数几乎相等的多项式

xkA1(x) + A2(x)。递归计算 A1(B(x)), A2(B(x)), B(x)k，用 O(deg A(x) · log n) 的代价计算出

A(B(x)), B(x)deg A(x)。故计算 A(B(x))可以用 O(n log2 n)的代价算出。计算 F(G2(x))也可以

用 O(mn log2 n) = O((n log n)1.5)的代价来实现。

若得到了 F(k)(G2(x))，那么用一次求导可以求出 F(k+1)(G2(x))G′2(x)。再用一次多项

式求逆即可算出 F(k+1)(G2(x)) 了（计算两多项式除法时，先不断除以 x)。这样我们又用
O( n

m log n) = O((n log n)1.5)的代价从 F(G2(x))推到了 F′(G2(x)), F′′(G2(x)), · · · 这 Θ( n
m)个

多项式。

综上，我们得到了一个复杂度为O((n log n)1.5)的多项式复合算法，这被称为Brent-Kung
算法。

7.2 多项式复合逆

而对于计算 F (x)的复合逆的问题，我们把它看成多项式方程 F (G (x)) − x = 0，再使

用牛顿迭代进行求解即可！这里我们需要通过 F′ (G (x)) , F (G (x))来进行迭代。

如果采用 O
(
(n log n)1.5

)
的多项式复合算法，那么求复合逆的时间复杂度可以表示为：

T (n) = T
(n
2

)
+ O

(
(n log n)1.5

)
(47)

由Master定理，这个算法的时间复杂度仍然为 O
(
(n log n)1.5

)
。
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8 总结

本文介绍了多项式拉格朗日反演、牛顿迭代的基本理论，通过一定程度上的抽象，给

出了比较通用的解法。

计数组合的理论博大精深，本文仅起到抛砖引玉的作用。特别遗憾的是，本文提出的

算法有一定的局限性，例如不能计算模小素数、模合数的结果，不能解形式更复杂的微分

方程等等。

希望本文能激发选手们对计数组合研究的热情，也希望这方面的知识能够更好、更全

面地引入 OI界。
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浅谈一类最小公倍数的求和问题及其拓展

成都外国语学校 张隽恺

摘 要

本文介绍了一类最小公倍数的求和问题及问题相对一般的情况，以及这类问题上一个

通过合并无用状态减少状态数的一个动态规划做法。

1 前言

在信息学竞赛中，与最大公约数相关的问题出现频率较高。但与之相对的最小公倍数

问题因为较为复杂而极少出现。本文将简单描述一类与最小公倍数相关问题及这类问题的

拓展。

在本文第二节中，首先介绍了一个最小公倍数的求和问题以及几个朴素做法，然后描

述了一个通过结合前几个做法的思路，并使用一些性质减少状态数的动态规划做法，接着

分析了该算法的复杂度以及一些拓展。

在第三节中简要分析了这类问题拓展到更一般情况下的结果以及上一个算法此时的表

现。

2 一类最小公倍数的求和问题

例题 1 给定正整数 n，求

∑
S⊂{1,2,...,n}

LCM(S )

n ≤ 2000，答案对质数取模。

这里 LCM(S )表示集合 S 中的所有元素的最小公倍数。特别的，定义 LCM(∅) = 1。

2.1 算法一

使用朴素的动态规划算法，设 dpi, j 表示前 i个数组成的集合的子集中，子集内所有元

素的最小公倍数为 j的子集数量。
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在从 dpi 转移到 dpi+1 时，枚举 i + 1是否在子集中即可。

设 S n 为 {1, 2, ..., n}的子集的最小公倍数的种类数，则这个算法的时间复杂度为 O(S n ∗
n ∗ log n)或 O(S n ∗ n)。可以在 1秒内通过 n = 50的数据。

2.2 算法二

2.2.1 定义

为了更好地描述接下来的算法，在这里先进行一些定义。

设 1, 2, ..., n中的所有质数从小到大排序后为 p1, p2, ..., pk。定义正整数 a能被 p1, p2, ..., pk

分解，当且仅当将 a 质因数分解后，得到的所有质因数都属于 {p1, p2, ..., pk}。对于能被
p1, p2, ..., pk 分解的 a，a 进行质因数分解的结果为 a = pq1

1 ∗ pq2
2 ∗ ... ∗ pqk

k ，定义 a 的分解

式为一个 k维向量 Fa = (q1, q2, ..., qk)。

对于两个 k 维向量 F = (q1, q2, ..., qk), F
′
= (q

′

1, q
′

2, ..., q
′

k)，定义 F ≤ F
′
当且仅当 ∀i ∈

{1, 2, ..., k}, qi ≤ q
′

i .
对于 F = (q1, q2, ..., qk), F

′
= (q

′

1, q
′

2, ..., q
′

k)，定义它们的 max为

max(F, F
′
) = (max(q1, q

′

1),max(q2, q
′

2), ...,max(qk, q
′

k))

显然这样定义的 max满足交换律。使用类似的方式定义 min：

min(F, F
′
) = (min(q1, q

′

1),min(q2, q
′

2), ...,min(qk, q
′

k))

定义 max(F1, F2, ..., Fl) = max(max(F1,max(F2, ..., Fl))。

可以得到如下结论：

Lemma 2.1. 如果 a, b 都能被 p1, p2, ..., pk 分解，则 LCM(a, b) 能被 p1, p2, ..., pk 分解，且

FLCM(a,b) = max(Fa, Fb)。

证明. 设 Fa = (a1, a2, ..., ak), Fb = (b1, b2, ..., bk)。则 a =
∏k

i=1 pai
i , b =

∏k
i=1 pbi

i 。因此 LCM(a, b) =∏k
i=1 pmax(ai,bi)

i 。因此 LCM(a, b)能被 p1, p2, ..., pk分解，且 FLCM(a,b) = (max(a1, b1), ...,max(ak, bk))

= max(Fa, Fb)。

□

扩展到多个数的情况，可以得到：

Lemma 2.2. 如果 a1, a2, ..., al都能被 p1, p2, ..., pk分解，则 LCM({a1, a2, ..., al})能被 p1, p2, ..., pk

分解，且 FLCM({a1,a2,...,al}) = max(Fa1 , Fa2 , ..., Fal )。

证明. 使用与 Lemma 2.1相同的方法即可证明。
□
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2.2.2 算法

显然 1, 2, ..., n都能被 p1, p2, ..., pk 分解。根据 Lemma 2.2，所有子集的最小公倍数也能
被 p1, p2, ..., pk 分解，且满足子集中所有数的最小公倍数等于 a的子集个数等于满足子集中

所有数的分解式的 max等于 Fa 的子集数量。

考虑如下引理：

Lemma 2.3. 对于分解式 Fa, Fb, Fc，max(Fa, Fb) ≤ Fc 当且仅当 Fa ≤ Fc, Fb ≤ Fc。

证明. 设 Fa = (a1, a2, ..., ak), Fb = (b1, b2, ..., bk), Fc = (c1, c2, ..., ck)，因为 Fa ≤ Fc, Fb ≤ Fc，则

∀i ∈ {1, 2, ..., k}, ai ≤ ci, bi ≤ ci，因此 max(ai, bi) ≤ ci，反之同理。因此引理成立。

□

Lemma 2.4. 设 G = (⌊logp1
n⌋, ⌊logp2

n⌋, ..., ⌊logpk
n⌋)，则 ∀i ∈ {1, 2, ..., n}, Fi ≤ G。

证明. 若引理不成立，则 ∃a ∈ {1, 2, ..., n} 满足 Fa ≰ G。设 Fa = (a1, a2, ..., ak)，则 ∃r ∈
{1, 2, ..., k}, ar > ⌊logpr

n⌋。此时 a =
∏k

i=1 pai
i ≥ par

r ≥ p
⌊logpr n⌋+1
r > n，与 a ∈ {1, 2, ..., n}矛盾。因

此引理成立。

□

Lemma 2.5. 对于所有满足 s能被 p1, p2, ..., pk 分解，且 Fs ≤ (⌊logp1
n⌋, ⌊logp2

n⌋, ..., ⌊logpk
n⌋)

的正整数 s，存在一个集合 S ⊂ {1, 2, ..., n}满足 LCM(S ) = s。

证明. 设 Fs = (q1, q2, ..., qk)，则 ∀i ∈ {1, 2, ..., k}, qi ≤ ⌊logpi
n⌋, pqi

i ≤ n。构造序列 t1,...,k,∀i ∈
{1, 2, ..., k}, ti = pqi

i ，则 LCM(t1, t2, ..., tk) =
∏k

i=1 pqi
i ，序列中元素构成的集合满足条件。

□

满足 F ≤ (⌊logp1
n⌋, ⌊logp2

n⌋, ..., ⌊logpk
n⌋) 且 F 每一维上的值均为非负整数的 F 共有∏k

i=1(⌊logpi
n⌋+1)个。根据Lemma 2.5，对于所有满足这个条件的 F，都存在一个 S ⊂ {1, 2, ..., n}

满足 LCM(S )的分解式等于它。根据 Lemma 2.3和 Lemma 2.4，∀S ⊂ {1, 2, ..., n}, FLCM(S ) ≤
(⌊logp1

n⌋, ⌊logp2
n⌋, ..., ⌊logpk

n⌋)。因此最小公倍数的种类数 S n 等于
∏k

i=1(⌊logpi
n⌋ + 1)。

对于每一个满足这一条件的 F，设 hF 为满足子集中所有数的最小公倍数的分解式 FLCM

满足 FLCM ≤ F的子集数量。设 ctF为 {1, 2, ..., n}中满足 Fi ≤ F的数 i的数量。根据Lemma 2.3，
满足条件的子集中的所有数 a都满足 Fa ≤ F，且若子集中所有数 a都满足 Fa ≤ F，则这个

集合满足条件。因此 hF = 2ctF。因为 ctF =
∑n

i=1[Fi ≤ F]，求出 ct相当于求高维前缀和，使

用 [1]中的做法可以以 O(S n ∗ k)的复杂度求出 ct。

设 HF′ 为子集中所有数的最小公倍数的分解式 FLCM = F
′
的子集数量。通过 H 求 h为

高维前缀和的过程，因此通过高维差分可以通过 h求 H。

这个做法的复杂度为 O(S n ∗ k)，效率与上一个算法接近。
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2.3 算法三

1, ..., n中的所有数质因数分解后最多有一个大于
√

n的质因子。在动态规划时，只记录

状态中所有不超过
√

n的质因子。将所有数按其大于
√

n的质因子分类，对每一类进行动态

规划。这部分也可以使用算法二中的高维前缀和进行优化。

这个算法的具体细节与之后的算法无关，因此在这里不再展开。

2.4 算法四

2.4.1 算法

考虑算法一中的动态规划算法，设 gi,F 表示前 i个数的集合的子集中，子集的最小公倍

数的分解式为 F 的方案数。

定义 gi,F 对答案的贡献 vi,F 为：(设 F = (q1, q2, ..., qk))

vi,F =
∑

S⊂{i+1,i+2,...,n}
LCM(

k∏
j=1

pq j

j , LCM(S ))

则有如下引理：

Lemma 2.6. 设问题的答案为 ans，则

∀i ∈ {1, 2, ..., n},
∑

F

gi,F ∗ vi,F = ans

证明.

ans =
∑

S⊂{1,2,...,n}
LCM(S )

=
∑

S 1⊂{1,2,...,i}

∑
S 2⊂{i+1,i+2,...,n}

LCM(LCM(S 1), LCM(S 2))

=
∑

F=(q1,q2,...,qk)

gi,F

∑
S 2⊂{i+1,i+2,...,n}

LCM(
k∏

j=1

pq j

j , LCM(S 2))

=
∑

F

gi,F ∗ vi,F

□

Lemma 2.7. 对于 gi,F，设 LCM(i+1, i+2, ..., n) = s, F = (q1, q2, ..., qk), Fs = (q
′

1, q
′

2, ..., q
′

k)。若存

在 a ∈ {1, 2, ..., k}满足 qa > q
′
a，设 F

′
= (q1, q2, ..., qa−1, qa−1, qa+1, qa+2, ..., qk)，则 vi,F = pa ∗vi,F′。

证明. 考虑集合 S ⊂ {i+1, i+2, ..., n}，设 LCM(S ) = s
′
, Fs′ = (s1, s2, ..., sk)。由 2.3有 Fs′ ≤ Fs。

因此 sa ≤ q
′
a ≤ qa − 1。
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LCM(
k∏

j=1

pq j

j , s
′
) = (

k∏
j=1, j,a

pmax(q j,s j)
j ) ∗ pmax(qa,sa)

a = (
k∏

j=1, j,a

pmax(q j,s j)
j ) ∗ pqa

a

LCM((
k∏

j=1, j,a

pq j

j ) ∗ pqa−1
a , s

′
) = (

k∏
j=1, j,a

pmax(q j,s j)
j ) ∗ pmax(qa−1,sa)

a = (
k∏

j=1, j,a

pmax(q j,s j)
j ) ∗ pqa−1

a

所以 LCM(
∏k

j=1 pq j

j , s
′
) = pa ∗ LCM((

∏k
j=1, j,a pq j

j ) ∗ pqa−1
a , s

′
))。对所有 S 求和即可得到

vi,F = pa ∗ vi,F′。

□

对于一个满足 Lemma 2.7中条件的 F，设 g
′

i 为：

1. g
′

i,F = 0, g
′

i,F′
= gi,F′ + gi,F ∗ pa

2. 对于所有满足 F
′′
, F, F

′′
, F

′
的 F

′′
, g
′

i,F′′
= gi,F′′

根据 Lemma 2.7可得
∑

F gi,F ∗ vi,F =
∑

F g
′

i,F ∗ vi,F。根据 Lemma 2.6，将 gi替换为 g
′

i 不会

改变答案。定义将 gi 变为 g
′

i 的过程为一次操作。对于任意的 gi，易证在有限次操作后可以

使所有非零的 gi,F 都满足 F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)。

由 Lemma 2.3，{1, 2, ..., i} 的任意子集 S 满足 FS ≤ FLCM(1,2,...,i)。对于每一个 i，在求

出 gi 后进行若干次操作，直到所有满足 gi,F 非零的 F 都满足 F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)。这时

满足 gi,F 非零的 F 满足 F ≤ FLCM(1,2,...,i), F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)。在从 gi 转移到 gi+1 的过程

中，满足 gi+1,F 非零的 F 一定满足 F ≤ FLCM(1,2,...,i+1), F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)。记向量 Li =

min(FLCM(1,2,...,i), FLCM(i+1,i+2,...,n)), L
′

i = min(FLCM(1,2,...,i), FLCM(i,i+1,...,n))。则可以得到这样一个算

法：

维护若干状态 F 以及这些状态对应的 gF，依次考虑 i = 1, 2, ..., n，对于每个 i依次进行

以下三步操作：

1. 将当前维护的 F的范围变为所有满足 F ≤ L
′

i 且 F的每一维都是非负整数的 F。显然

Li−1 ≤ L
′

i，因此这一步不会改变 g。

2. 计算在子集中加入 i的转移，进行 g上的转移。

3. 通过进行若干次操作，使所有非零的 gF 都满足 F ≤ FLCM(i+1,i+2,...,n)，将维护的 F的范

围变为所有满足 F ≤ Li+1 且 F 的每一维都是非负整数的 F。

根据 Lemma 2.7，在进行 i的操作时，每一个操作后
∑

F gF ∗ vi,F 不变。因此在进行上面

的操作过程中，这个值始终等于答案。因为 Ln+1 = (0, 0, ..., 0)，进行所有操作后只有一个状

态 F = (0, 0, ..., 0)，显然 vn+1,F = 1，因此这个状态对应的 g即为问题的答案。

使用算法二中的方式优化转移。设 fF =
∑

F′≤F gF′，即 f 为 g进行高维前缀和后的结果。

在这个算法中，任意时刻都存在一个 k维向量 L
′′

i (等于 Li 或 L
′

i)，满足当前所有满足 gF 非

零的 F 都满足 F ≤ L
′′

i。因此只需要维护满足 F ≤ L
′′

i 的 fF。在上面的过程中代替 g维护 f，

依次分析每一步操作对 f 的影响（设 f
′
为操作后的 f）：

对于第一步操作，g 不会改变。设 Li = (l1, l2, ..., lk)，因为所有满足非零的 gF 都满足

F ≤ Li，因此对于任意状态 F，有 f
′

F = fmin(F,Li)。
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对于加入一个数 i的转移对 f 的影响，根据 2.3以及算法二中的分析，可以得到：

f
′

F =

2 ∗ fF , Fi+1 ≤ F

fF , Fi+1 ≰ F
(1)

对于第三步操作，设 L
′

i = (l
′

1, l
′

2, ..., l
′

k)，将操作分为若干步，每一步选择一维 a，对所有

第 a维上的值等于 l
′
a 的状态 F 进行操作，使非零的 gi,F 都满足 F 第 a维上的值小于 l

′
a。

考虑这样的一步操作对 g的影响（设 g
′
为操作后的 g）：

g
′

(q1,q2,...,qk) =


g(q1,q2,...,qk), qa < la − 1

g(q1,q2,...,qk) + pa ∗ g(q1,q2,...qa−1,qa+1,qa+1,...,qk), qa = la − 1

0, qa = la

根据 f 的定义，可以求出操作对 f 的影响：

f
′

(q1,q2,...,qk) =

 f(q1,q2,...,qk), qa < la − 1

pa ∗ f(q1,q2,...qa−1,qa+1,qa+1,...,qk) − (pa − 1) ∗ f(q1,q2,...,qk), qa = la − 1

(在操作后所有值非零的状态第 a维上的值都小于 la，因此不需要保留满足 qa = la的 f )
通过对操作次数归纳可得，在进行 x次这样的操作后，得到的 f

′
为：

f
′

(q1,q2,...,qk) =

 f(q1,q2,...,qk), qa < la − x

px
a ∗ f(q1,q2,...qa−1,la,qa+1,...,qk) −

∑x−1
i=0 pi

a(pa − 1) ∗ f(q1,q2,...qa−1,la−x+i,qa+1,...,qk), qa = la − x

依次进行每一维上的操作即可。

通过这三步操作即可维护 F 从而求出答案，接下来分析这个算法的实现与复杂度。

2.4.2 实现与复杂度分析

在算法的过程中，任意时刻都存在一个各维的值都为非负整数的向量 L
′′
= (l1, l2, ..., lk)，

满足当前维护的所有 fF 满足 F ≤ L
′′
。

定义一个从当前所有的状态 {(q1, q2, ..., qk) | ∀ j ∈ {1, 2, ..., k}, 0 ≤ q j ≤ l j, q j ∈ N} 到
{0, 1, ...,∏k

j=1(l j + 1) − 1}的映射： f 1 : {(q1, q2, ..., qk) | ∀ j ∈ {1, 2, ..., k}, 0 ≤ q j ≤ l j, q j ∈ N} −→
{0, 1, ...,∏k

j=1(l j + 1) − 1}：

f 1((q1, q2, ..., qk)) =
k∑

j=1

q j ∗ (
k∏

j′= j+1

(l j′ + 1))

Lemma 2.8. f 1是一个双射。
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证明. 每一个 (q1, q2, ..., qk)只会对应一个 {0, 1, ...,
∏k

j=1(l j + 1) − 1}中的数。接下来证明 ∀s ∈
{0, 1, ...,∏k

j=1(l j + 1)}，存在唯一一个满足 ∀ j ∈ {1, 2, ..., k}, 0 ≤ q j ≤ l j, q j ∈ N的 (q1, q2, ..., qk)。

由 f 1的定义可以得到 (
∑k−1

j=1 q j ∗ (
∏k−1

j′= j+1(l j′ + 1))) ∗ (lk + 1)+ qk = s，则 qk ≡ s(mod lk + 1)。

因为 qk ∈ {0, 1, ..., lk}，所以存在唯一一个满足条件的 qk。qk固定后，剩余部分相当于
∑k−1

j=1 q j ∗
(
∏k−1

j′= j+1(l j′ + 1)) = s−qk

lk+1，且满足
s−qk

lk+1 ∈ {0, 1, 2, ...,
∏k−1

j=1(l j + 1)− 1}。使用归纳法即可证明引理。
□

根据 Lemma 2.8，可以对于所有的 s ∈ {0, 1, ...,∏k
j=1(l j + 1)}，记录 s通过 f 1对应的 F对

应的 fF。依次考虑关于 F 的三步操作：

设操作前的状态为 f，操作后的状态为 f
′
。第一步操作相当于对于每一个满足 F ≤ L

′

i =

(l
′

1, l
′

2, ..., l
′

k)的 F，设 F = (q1, q2, ..., qk)，则 f
′

F = f(min(q1,l
′
1),min(q2,l

′
2),...,min(qk ,l

′
k)。

使用类似深度优先搜索的方式枚举 F 每一维上的值，在枚举每一维上的值时，可以求

出 (min(q1, l
′

1),min(q2, l
′

2), ...,min(qk, l
′

k))每一维上的值以及这两个状态通过 f 1对应的值。如

果记录所有满足 l
′

i > 0的维，只枚举这些维上的值，则枚举的复杂度为 O(
∏k

j=1(l
′

j + 1))。

对于后两个操作，每一个 fF 只会影响一个 f
′
中的值。使用类似深度优先搜索的方式枚

举每一个 F，可以在这个过程中求出它影响的 f
′
中的状态以及系数。这两步操作的复杂度

同样为 O(
∏k

j=1(l
′

j + 1))。

因此这个实现的复杂度与每一个 L
′

i 的
∏k

j=1(l
′

j + 1)的和成正比。记这个值为 Tn。可以得

到 Tn 的大小（所有大小保留三位有效数字）：

n 50 100 200 500 1000
S n 4.42 × 105 6.61 × 108 4.75 × 1015 1.08 × 1031 5.59 × 1053

Tn 5.69 × 104 1.83 × 107 4.00 × 1010 8.79 × 1019 2.43 × 1033

这样的效率不优于算法三，但根据算法三中优化的方式，可以对算法四进行修改：

将所有数按照它们的最大质因子从大到小排序（最大质因子相同时从小到大排序），按

照这个顺序进行算法四中的做法。

按照最大质因子大小排序后进行算法四的做法，设这时每一个 L
′

i 的
∏k

j=1(l
′

j + 1)的和为

T
′
n，有：

n 500 1000 2000 3000 5000 104

T
′
n 1.35 × 105 1.44 × 106 2.45 × 107 1.97 × 108 3.60 × 109 4.66 × 1011

T
′
n 的增长速度仍然为指数级，但 T

′
n 的增长速度相对 S n 较慢，且在 n ≤ 2000时 O(T

′
n)

的复杂度是可以接受的。因此算法四可以在 1秒内通过 n = 2000 ∼ 2500的数据。

实际上这个算法的复杂度并不是完全满的，实际效率可以更快一点。
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通过按这个顺序进行动态规划，可以得到相对小的状态数 T
′
n。但这样的状态数不是最

优的，通过使用部分随机化算法 [2,3]，可以得到更小的状态数。例如作者使用随机化算法
得到的部分状态数 T

′′
n：

n 500 1000 2000 3000
T
′
n 1.35 × 105 1.44 × 106 2.46 × 107 1.97 × 108

T
′′
n 1.25 × 105 1.35 × 106 2.34 × 107 1.93 × 108

但因为作者水平有限，并没有得到优于指数级复杂度的求出最优状态数的算法。在这

里不再进行分析。

2.5 拓展

算法四可以拓展到相对一般的情况，即：

给定 n个非负整数 a1, a2, ..., an 以及一个满足 ∀i ∈ N+, f (i) , 0的积性函数 f，求：

∑
S⊂{1,2,...,n}

(
∏
i∈S

ai) ∗ f (LCM(S )) (2)

重新定义 vi,F：vi,(q1,q2,...,qk) =
∑

S⊂{i+1,i+2,...,n}(
∏

i∈S ai) ∗ f (LCM(
∏k

j=1 pq j

j , LCM(S )))。

在这个定义下，Lemma 2.7的结论变为 vi,F =
f (pqa

a )
f (pqa−1

a )
∗ vi,F′，(1)中 2 ∗ fF 变为 (ai + 1) ∗ fF。

剩余部分使用与算法四完全相同的方式推导即可。

例题 2 Math is Fun 1

给一个长度为 n的正整数序列 v，定义一个序列的权值为序列中所有元素的最小公倍数

的平方与序列中所有元素的最大公约数的乘积。求出这个序列所有 2n − 1个非空子序列的

权值之和模 109 + 7的结果。一共有 T 组数据。

n ≤ 100, vi ≤ 1000,T ≤ 50。时限 4秒。

设 fi表示所有满足最大公约数等于 i的非空子序列的序列元素最小公倍数的平方的和，gi

表示所有满足最大公约数为 i的倍数的非空子序列的序列元素最小公倍数的平方的和。

首先求出 gi。所有数的最大公约数为 i 的倍数当且仅当所有数都是 i 的倍数。因此 gi

等于这些数的所有非空子序列的序列元素最小公倍数的平方和。显然若 g|s1, s2, ..., sl，则

LCM(s1, s2, ..., sl) = LCM( s1
g ,

s2
g , ...,

sl
g ) ∗ g。则 gi 等于只考虑序列中是 i的倍数的数得到的序

列，将这个序列所有元素除以 i后，所有非空子序列的序列元素最小公倍数的平方和乘 i2的

结果。

1来源：Petrozavodsk Programming Camp,Summer 2016,Day 8,DPRK Contest
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序列中所有元素都不会超过 1000
i 。设数 a出现了 ca次。令 va = 2ca−1，再设函数 f (n) = n2，

则问题变为 (2)的形式，可以使用算法四解决。计算所有 gi 的复杂度与
∑1000

i=1 T
′
1000

i
成正比。

然后通过 gi 求出所有 fi，有 gi =
∑

i| j f j，可以通过对 g容斥求出 f。这一部分的复杂度

相对于上一部分可以忽略。∑1000
i=1 T

′
1000

i
≤ 1.7 × 106，这个复杂度可以接受。作者的实现在此问题上运行时间约为 0.1

秒。

3 问题的拓展

对于更为一般的情况，可以将问题描述为如下形式：

给出 n个 d维向量 V1,V2, ...,Vn 以及 n个非负整数 a1, a2, ..., an。给出的所有向量满足每

一维上的值都为非负整数。对两个向量取 max的定义同上一节。求：

∑
S⊂{1,2,...,n}

(
∏
i∈S

ai) ∗ f (maxi∈S Vi)

其中 f 为一个值域为正整数的函数，满足 f ((q1, q2, ..., qd)) =
∏d

i=1 fi(qi)，且所有 fi 均为

值域为正整数的函数。

上一个问题为这个问题的一个特例，满足给出的所有向量 V = (q1, q2, ..., qd) 都满足∑d
i=1 qi ∗ log pi ≤ log n。

在不存在特殊限制的情况下，算法四中的状态数总和 T
′
n与 S n ∗n接近。但在存在类似上

一个限制的限制时，通过与算法四中类似的调整顺序的方式，得到的 T
′
n 可以远小于 S n ∗ d，

例如：

满足给出的所有向量 V = (q1, q2, ..., qd)都满足
∑d

i=1 qi ∗ i ≤ m时（d = m，此处 S n,T
′
n 的

定义同算法四中的定义，将所有向量按照最后一个非零位置排序）：

m 15 18 20 23 25
S n ∗ d 4.25 × 108 2.65 × 1010 3.22 × 1011 8.44 × 1012 1.70 × 1014

T
′
n 7.63 × 105 9.31 × 106 4.99 × 107 5.83 × 108 2.96 × 109

在类似的问题上，算法四有优于算法一，二等做法的表现。与上一个问题相同，这里也

存在使 T
′
n 更小的向量顺序。

4 总结

本文描述的算法在动态规划的过程中，通过进行变换，将状态中不会被剩余的动态规

划过程中改变的部分进行合并，从而达到减小状态数的结果。

2021 年信息学奥林匹克中国国家集训队论文 9



浅谈一类最小公倍数的求和问题及其拓展 成都外国语学校 张隽恺

由于最小公倍数问题的特殊性质，在改变动态规划的顺序后，该算法可以在这个问题

上得到较优秀的结果。

同时，这个思想可以对更多的动态规划的问题进行优化。

感谢

感谢中国计算机学会提供学习和交流的平台。

感谢学校以及教练对我的支持。

感谢家人对我的关心。
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浅谈一类树分块的构建算法及其应用

杭州第二中学 周欣

摘 要

树分块算法是序列分块算法在树结构上的自然推广，具有广泛的应用场合。本文介绍

了树分块的一类实现方式，并通过一些例题介绍了其应用。

引言

序列分块算法是一种朴素但有效的算法，通过与其它方法相结合，能够处理很多只靠

传统树形数据结构不能处理的复杂问题，具有简洁高效的特点。

但是当我们试图将简洁高效的序列分块算法推广并用于处理树上问题的时候，由于树

结构本身所具有的复杂性，无论是将树划分为若干个块的过程，还是成功划分之后借助分

块结构处理问题的过程，相对于序列而言都增加了不少难度。

这也导致近年来 OI中很多可以应用树分块算法解决的问题，为大家所熟知的解法都是
借助一些通用手段1来将问题简化，从而规避对复杂的树结构的直接处理。总之，近年来树

分块算法在 OI中的应用比较局限。
对此，笔者希望通过本文，介绍如何将序列分块算法推广到树结构上，以及树分块算法

的一些应用。

本文的第一节会对树分块算法本身进行介绍，第二节讨论树分块算法在一些复杂度根

号问题上的应用，第三节讨论非传统块大小的树分块在一些其它问题上的应用。

1 树分块算法简介

可以用于树分块构建的方法很多，本节中仅仅介绍一种基于 top cluster理论的，适用面
较广的做法。

1比如沿时间轴定期重构
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1.1 top cluster概念的介绍

一个树簇（cluster）是树上的一个连通子图，有至多两个点和全树的其他位置连接。
这两个结点被称做界点（boundary Node）。
不是界点的点被称做内点（internal node）。
这两个界点之间的路径被称做簇路径（cluster path）。

图 1

如上图图 1，簇是可合并的，并且簇的合并有两种方式。
如图所示，第一种合并方式被命名为 compress，要求对一个恰与两个簇相邻的点 v执

行，效果为将与其相邻的两个簇 (u, v)和 (v,w)合并为一个新簇 (u,w)。

第二种合并方式被命名为 rake，要求对一个要求对一个恰与一个簇相邻的点 v执行，记

与其相邻的簇的另一个端点为 x，与 x相邻的除了 v的另一个簇端点为 w，则效果为将 (v, x)

合并至 (w, x)中。

无论是第一种还是第二种合并，执行完毕后点 v都不再作为任何一个簇端点出现。显

然，通过不断执行合并操作可以将整棵树收缩为单个簇。

簇的合并过程构成一个二叉树的结构（如图 2），我们称之为 top tree。

图 2
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存在构造算法使得得到的 top tree深度为 O(log n)，关于 top tree的更多其它内容，由于
与主题无关，这里不展开详细描述。2。

1.2 树分块的基本结构

序列分块可以看作是一种只有两层节点的特殊树形数据结构。当我们将序列分块推广

到树结构上的时候，自然的想法是，寻找一个将树表示为多层树形结构的基底数据结构，然

后将节点强行拍扁成两层。

而上一节中 top tree的概念，恰好为我们提供了这样一种基底数据结构。
于是，我们可以借用 top簇的概念，精确地描述树分块构造算法所应当解决的问题：对

于一棵给定的 n个点的树和一个块大小 B，要求将原树划分为 O( n
B )个不交簇的并，并且每

个簇的大小均为 O(B)。

图 3 图 4

图 5

如图所示，图 3为原树。图 4为对原树的一组划分，每个簇都用彩线圈了起来，簇路径
用彩线描了一下。图 5为将每个簇看作一条边后，所有簇的界点所构成的新树，之后我们
称之为收缩树。

关于这组划分的选取，在引入 top tree的概念后，一个自然的想法是，先将原树建成一
棵深度 O(log n)的 top tree，再在 top tree的二叉树结构上截取大小 O(B)的子树。但是由于

2可以在参考文献 [1]中了解更多
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top tree静态构建算法的复杂性，及其衍生的截取子树的复杂性，这并不是一个好的构造算
法。下一小节中我们将介绍一个更简单方便的针对性构造算法。

1.3 一种比较易于实现的静态构造算法

首先，我们任选一个点为根，从该点开始运行 dfs算法。dfs过程中，我们需要确定原
树的哪些点出现在最终的收缩树中；进而确定收缩树上的每条边包含原树的哪些边，或者

说原树中的每条边，属于最终的收缩树的哪个簇。为此，dfs的过程中我们需要维护一个栈
用以存储暂时还未归类的边。

1.3.1 弹栈的过程

当前点 u要结束 dfs的时候，有一些栈中的边可能需要弹出来。具体的，出现如下三种
情况时需要将栈中的边弹出来进行处理。

图 6

1. u是全树的根。方便起见我们强制根节点出现在最终的收缩树中。

2. 存在 u的至少两个不同子树，里面有已确定的簇的界点（图中蓝点）。由于一个簇至

多拥有两个界点，所以此时点 u不能为内点。

3. 栈中剩余边的数量（图中灰色部分）大于设定的阈值 B。

至此，我们先分析一下弹栈的三种情况发生次数。情况三只会发生严格不超过 n
B 次，而

三种情况中涉及到的点，所构成的树结构中，所有不是根的非叶子节点儿子数量一定大于 1，
且叶子节点数量一定不超过情况三发生次数。从而三种情况的总发生次数一定不超过 2 · n

B。
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1.3.2 子树与边的划分

下面要解决的问题是，如何合适地将 u的不同子树分割为不同的簇，来满足最初的要

求。

此时问题可以抽象为，给定一个数 m以及两个长为 m的序列 a1, · · · , am 和 b1, · · · , bm。

其中 m是点 u的儿子数量，

ai是点 u第 i个儿子的子树中，尚未归类的边的数量。如果情况 3均被正确地处理，则
ai 恒不大于阈值 B。

bi 为一个布尔值，表示点 u的第 i个儿子的子树中是否存在已确定的界点。

我们要做的是，将序列切割为若干子段，使得每个子段中至多有一个 bi 取值为真，且

子段内的 ai 和不超过 B。

实际上，每次贪心截取序列的一段极长合法前缀，将其归为同一个簇，所得到分割方

案，就是满足算法所要求的复杂度的。

一个小细节是，如果截取的这个子段里 bi全为 0，这样得到的簇会只有一个界点，如果

想让最后得到的结构符合最初的严谨定义，需要额外地任意选取另一个界点。不过实践中

有时可以忽略选取额外界点的步骤。

1.3.3 复杂度证明

首先，这样得到的每个簇大小显然不超过 B。

接着，我们将前面提到的切割序列前缀，按照终止条件分为三类：

1. ai 和将大于 B。

2. 将出现多于一个的 bi 取值为真。

3. 这次截取完毕后序列将为空。

我们从前往后贪心地将第一类情况与其邻居配对，则每对的 ai 和一定大于 B，从而对

数不超过 n
B，从而归于这一部分的簇数量不超过 2 · n

B .
之后我们仅需考虑第二类情况和第三类情况的次数，而这两者的出现，均与一次弹栈

相对应，故而不超过 4 · n
B。

于是，总的簇数量就不超过 6 · n
B。由此，我们的算法成功地完成了最初的要求：对于一

棵给定的 n个点的树和一个块大小 B，要求将原树划分为 O( n
B )个不交簇的并，并且每个簇

的大小均为 O(B)。

1.4 在动态树问题上的推广

本小节主要讨论如何在支持加边和删边的动态树问题上维护树分块的结构。
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1.4.1 一种均摊复杂度的实现

每次执行加边或删边的时候，我们暴力将涉及到的一个或两个簇划分为 O(1)子簇，以

便操作涉及到的点成为界点，这是容易的。之后再将处理一下操作边所构成的簇即可。

这样，一次操作后，每个簇的大小都仍然没有超过限制，并且簇的数量仅仅增加了O(1)。

对此，我们每O(
√

n)次操作后重构整棵树的分块结构，即可保证每个时刻的簇数量为O(
√

n)。

这样，我们就以单次均摊 O(
√

n)的复杂度动态维护了树分块结构。这里假定我们需要

维护的簇大小为 O(
√

n)，具体实现的时候可以根据需要调整重构参数。

不过，在一些特殊场合，需要保证单次操作的最坏复杂度，均摊的算法不总是奏效。后

文中我们将介绍一种可以保证单次最坏复杂度的算法。

1.4.2 伪簇的概念

在之前的讨论中，我们已经看到了簇概念的局限性。界点数量的限制导致我们无法保

证每个块的大小下界，也为我们分析问题增加了困难。所以这里引入了伪簇的概念。

伪簇，定义为树上的一个连通边集。沿用前文中簇的定义，我们称伪簇中与外界相连

的点为界点。但是和簇不同的是，伪簇不要求界点数量至多为 2，可以没有上限。
不过伪簇的结构并不利于信息维护，实践中我们可以保留界点及其虚树中的点，将单

个伪簇建成点数至多为界点数量两倍的收缩树。由此，对于原树的一个伪簇划分，我们可以

建出对应的簇划分。相应的，想要动态维护簇划分，我们只需以正确复杂度维护伪簇划分。

伪簇的概念仅仅是为我们动态维护簇划分提供便利。

引理 1.4.1. 对于一棵树，以及一组分为 a个伪簇的良好伪簇划分，界点数量不超过 a。这里

一组伪簇划分定义为良好的，当且仅当每个界点同时属于至少两个伪簇。

证明. 我们将伪簇记作圆点，界点记作方点。对于每个伪簇对应的圆点，我们向其所包含的
界点对应的方点连边，这样可以得到一棵树。将任意一个点提根，则每个方点都有至少一

个圆儿子（否则与“每个界点同时属于至少两个伪簇”矛盾）。从而方点数量不超过圆点数

量，引理得证。 □

推论 1.4.1. 对于一棵树，以及一组分为 a个伪簇的良好伪簇划分，其对应的簇划分界点数

量不超过 2a。

在下文的应用场合中，单个伪簇的大小总是有上界的。所以对于一个伪簇，将其建为收

缩树的过程，只需在线性时间内完成即可，而且对每个簇的大小上下界没有额外要求。这

样的构建是平凡的。
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1.4.3 伪簇的合并与分裂

由于对于界点数量没有要求，所以对于两个有公共界点的伪簇来说，合并他们是平凡

的，不像簇的合并受到诸多限制。

在合并过程中，为了保证单个伪簇的大小上界，我们需要进行分裂操作。实际上我们

有如下引理：

引理 1.4.2. 对于一个大小为 n的伪簇，存在算法将其划分为两个伪簇，使得较小的那个大

小不小于 n
3。

证明. 我们将该伪簇的重心提根，记 m为重心最大子树的大小。则 m ≤ 1
2 n。

若 m ≥ 1
3 n，则将重心最大子树分为一个伪簇，其它子树分为另一个即可。

否则我们按任意顺序将重心的子树加入第一个伪簇。当第一个伪簇的大小第一次大于

等于 1
3 n的时候，由于 m的限制，其大小一定也不超过 2

3 n。

此时我们终止加入进程，至此引理得证。 □

1.4.4 树分块的动态维护

对于给定的森林和阈值 B，我们可以维护森林的一组伪簇划分，并且每个伪簇均满足如

下两种条件之一：

1. 每个伪簇的大小均在 [0.5B, 2B]之间。

2. 该伪簇所属连通块仅有一个伪簇。

具体的，对于一组合法的伪簇划分，如果我们要进行加边操作，如前所述，合并是平

凡的，唯一问题是新生成的伪簇大小可能不合法。如果不合法，新生成的伪簇大小一定在

(2B, 4B]之间，我们只需对该伪簇执行至多 2次引理 2.3.2中提到的分裂算法，即可将其分
为多个大小合法的子伪簇。

如果我们要进行删边操作，切割伪簇是平凡的，唯一的问题仍然是新生成的伪簇大小

可能不合法。对此，我们暴力枚举新生成的伪簇的邻居伪簇并将其合并，如果合并后的新

伪簇大小过大，像加边时一样进行切分即可。

这样，每次只会合并和分裂 O(1)个伪簇。由之前提到的伪簇划分与簇划分的对应关系

与转化方式，我们得到的算法可以以 O(B)的复杂度动态维护树分块的结构。

2 树分块算法在一些根号复杂度问题上的应用

在当前的 OI竞赛中，使用序列分块算法的题目常常具有 O(n
√

npoly(log n))的复杂度。

当序列分块推广到树上的时候，自然也会想到以 O(
√

npoly(log n))作为块大小来处理问题。

本节将介绍几道以 O(
√

npoly(log n))为块大小的例题来帮助读者熟悉树分块的应用方式。
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例题 1. 带 link，cut操作的树上第 k小值相关信息查询3

要求维护一个 n个点的有根森林，每个点都有一个点权，要求支持 q次操作，每次操作

形如

1. 加入一条边

2. 删除一条边

3. 给定常数 c，对一条链上的所有点，将其点权加等于 c。

4. 对于指定的根和给定的常数 c，对某点子树中的所有点，将其点权加等于 c。

5. 给定常数 c，对一条链上的所有点，求出其上点权不超过 c的点的数量

6. 对于指定的根和给定的常数 c，对一个子树内的所有点，求出点权不超过 c的点的数

量

7. 给定常数 k，对一条链上的所有点，求出这些点权的第 k小值

8. 对于指定的根和给定的常数 k，对一个子树内的所有点，求出这些点权的第 k小值

这里认为 n, q同阶。

关于树结构的维护，如前所述，我们可以以单次 O(B)的复杂度动态维护块大小为 B的

树分块结构，后面将会分析 B的最优取值。

关于点权信息的维护，在每个簇中，我们维护簇路径上的点权构成的有序数组，以及所

有簇内点的点权构成的有序数组，还有修改操作带来的加法标记。

执行修改操作（同时包括点权修改和树形态修改）时。对于端点所处的簇，我们暴力重

构的有序数组。为了避免复杂度增加 log因子，我们可以使用归并来代替重新排序。这一步

复杂度 O(B)。对于其它簇，只需修改加法标记。对于涉及到的界点，由于数量有上界，可

以暴力处理。这一步复杂度 O( n
B )。

执行查询操作时，对于端点所处的簇和界点，我们可以暴力提取出涉及到的点的点权。

这样，问题就变成了，在多个有序数组中计算常数 c的排名，或者寻找第 k小值。这两个子

问题均可做到 O( n
B log n)的复杂度。对于前者，在每个数组中二分查找即可。至于后者的做

法，则可以在参考文献 [2]中查阅。这一步复杂度为 O(B + n
B log n)。

综上，取 B = O(
√

n log n)时本解法有最优复杂度 O(n
√

n log n))。

实际上本题的弱化版已多次在算法竞赛中出现。

Rujia Liu loves Wario Land!4 即为本题去掉操作 2,4,6,7,8的版本，并且操作 3有额外的
特殊性质。

Gty的超级妹子树5即为本题去掉操作 4,5,7,8的版本，并且操作 1,3有额外的特殊性质。

3题目来源：经典问题
4题目可以在 https://vjudge.net/problem/UVA-11998查看
5题目可以在 https://www.luogu.com.cn/problem/P2166查看
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带 Link、Cut树上路径 k小值6 即为本题去掉操作 5,6的版本，并且出题人给出的参考
算法复杂度为 O(n

√
n log n)，不够优秀。

May Holidays7即为本题去掉操作 1,2,4,5,7,8的版本，并且修改操作 3中保证常数 c = 1，

询问操作 4,5中保证常数 c = 0。不过由于修改的特殊性质，本题可以做到更优复杂度，在

下一个例题中我们将进行一些探讨。

例题 2. Simple Tree8

给定一棵 n个点的有根树，点有点权。

现在有 q次操作，操作有 3种：

1. 给定 x, y,w，将 x到 y的路径上的点点权加上 w (其中 w ∈ 1,−1)

2. 给定 x, y，询问在 x到 y的路径上有多少个点点权 > 0

3. 给定 x，询问在 x的子树里的点有多少个点点权 > 0

实际上本题即为May Holidays一题增加操作 5的版本，并且要求复杂度 O(n
√

n)。这里

认为 n, q同阶。

我们沿用上一个例题的做法，不过还需要一些改动。

由于询问操作的特殊性，我们对于每个有序数组额外维护一个指针指向第一个大于 0

的位置。修改的时候只需移动指针即可。

由于单次移动指针需要做到 O(1)复杂度，而重复元素过多会影响暴力移动指针的复杂

度。对此，我们为每个簇的有序数组中的每个元素额外维护一个指针，表示它加减 1后指
向的新元素位置。

这样，每次修改操作时我们只需 O(1)维护有序数组中第一个大于 0的位置，即可省去

查询时的二分查找，取 B = O(
√

n)即可做到 O(n
√

n)的复杂度，与出题人的官方做法9具有

相同复杂度。

例题 3. [Ynoi2009] rpdq10给定一棵 n个点的树和 q次询问。每次询问给出 l, r，要求回

答
∑r

i=l
∑r

j=i+1 dis(i, j)，其中 dis(a, b)表示编号为 a和编号为 b的点在树上的距离。要求复杂

度 O(n
√

n)，这里认为 n, q同阶。

我们将 1 号点提根，则 dis(a, b) = depa + depb − 2deplca(a,b)，这样问题可以转为计算∑r
i=l
∑r

j=i+1 deplca(i, j)。

一个自然的想法是，运用莫队算法计算上式的值，将问题转为动态维护一个集合，支持

6题目可以在 https://immortalco.blog.uoj.ac/blog/670查看
7题目可以在 https://codeforces.com/contest/966/problem/E查看
8题目可以在 https://uoj.ac/problem/435查看
9可以在这里查看
10题目可以在 https://www.luogu.com.cn/problem/P6778查看
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1. 加入一个元素

2. 删除一个元素

3. 维护所有元素两两之间 lca的深度和

这是经典问题，加入/删除元素时我们将该点到根的链上所有点的权都加/减 1，再求出该点
到根的链上所有点的权和，即可更新答案。

链加链求和可以通过树链剖分来维护，这样我们就得到了一个 O(n
√

n log2 n) 的做法。

使用全局平衡二叉树11可以将复杂度优化至 O(n
√

n log n)，不过仍然不足以通过此题，还需

要一些优化。

借助莫队二次离线的方法12，我们可以将链加的次数减少到 O(n)次，但是询问链和的

次数仍然是 O(n
√

n)。

询问和修改次数的不平衡为我们提供了一个切入口。序列问题中我们常常使用序列分

块来平衡复杂度，类似的，这里我们可以使用树分块。

具体的，修改一个点后，我们可以在收缩树上暴力修改点权，并进行一次树上前缀和，

这样就正确更新了所有界点的答案。同时，对于修改点所属的簇内部，我们也要进行一次

树上前缀和，以便更新簇内点之间的贡献。由于原树边和收缩树的边都带权，实现的时候

要注意细节。

这样，单次修改复杂度即为 O(B + n
B )，查询复杂度显然可以做到 O(1)。由此，我们以

O(n
√

n)复杂度解决了此题。

例题 4. [Ynoi2018]駄作13

给定一棵 n个点的树和 q次询问。

每次询问给出参数 p0, d0, p1, d1，记 S i = {u|dis(u, pi) ≤ di}，其中 i ∈ {0, 1}。
要求回答

∑
a∈S 0

∑
b∈S 1

dis(a, b)，其中 dis(a, b)表示编号为 a和编号为 b的点在树上的距

离。

要求复杂度 O(n
√

n)，这里认为 n, q同阶。

本题处理起来比较复杂，我们先从一些相对简单的子问题入手。

子问题 1：所有询问满足 S 0 ∩ S 1 = ∅

解法则存在一个点 c，使得对于 ∀a ∈ S 0, b ∈ S 1，a, b间的路径经过 c，故而只需统计

S 0, S 1 的点数以及到 c的距离和。
子问题 2：q = 1

解法仿照上一道例题，我们将 dis(a, b)表示为 depa + depb − 2deplca(a,b)。

11可以在参考文献 [3]中查阅
12可以在参考文献 [2]中查阅
13题目可以在 https://www.luogu.com.cn/problem/P5399查看
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这样我们只需求求两两点间 lca的深度和。将所有 a ∈ S 0到根的路径上边权加上 1，求
所有 b ∈ S 1 到根的路径的边权和。时间复杂度 O(n)。

子问题 3：所有询问中的 p0, p1 均相等，但是 d0, d1 可能不同

解法枚举 d0 的取值，类似情况 2处理，处理出所有可能的询问的答案。之后还需要进
行一次二维前缀和，时间复杂度 O(n2)。

在解决完子问题后，我们会到原题。设定阈值 B后，我们使用 2.3中提到的构建算法求
出原树的一组簇划分。

则原树的一个邻域14 可以拆成每个簇中的邻域，且除了中心所在的簇，其余簇的邻域

均以簇的界点为中心。

每次询问时，对于不同块中的邻域之间的距离和，可以在收缩树上进行树形 DP统计，
类似于情况 1。每次询问需要 O( n

B )的时间。

对于同个块内两个以界点为中心的邻域间的距离和，每次询问在每个块中产生至多 1
个询问，可以最后离线计算，类似于情况 3。每个块需要 O(B2)时间。

对于同个块内的两个邻域，如果至少一个邻域的中心不在界点上的情况，每次询问至

多出现 2次，类似于情况 2处理。每次询问需要 O(B)时间。

这样总复杂度为 O(nB + n2

B )，取 B =
√

n时有最优复杂度 O(n
√

n)。

点评 本题所涉及的信息询问结构非常复杂，但最后借助树分块对于树的结构分解，我们

还是较好地解决了本题，体现了基于 top cluster剖分的树分块算法的优势。特别是子问题 3
中，如果不是簇划分分强制了界点数量至多为 2，那么进行前缀和运算的维数可能就不只 2
了，这也体现了伪簇划分在信息维护上的缺点。

例题 5. [Ynoi2014]等这场战争结束之后15

给定一张 n个点的图，每个点有点权，最开始没有边。之后需要进行 q次操作，每次形

如：

1. 添加一条 x与 y之间的双向边。

2. 回到第 x次操作后的状态（注意这里的 x可以是 0，即回到初始状态）。

3. 查询 x所在联通块中点权第 y小的值。

这里认为 n, q同阶。

本题做法比较多，这里仅介绍一种常数比较优秀的 O(n
√

n)做法。

首先我们可以使用离线算法，对于所有询问按照一定顺序建成操作树。

14对于点集 S，如果存在点 p和距离 d使得 S = {x|dis(x, p) ≤ d}，则称 S 为原树的一个邻域
15题目可以在 https://www.luogu.com.cn/problem/P5064查看
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然后在操作树上 dfs，同时维护并查集用于判断每次加边操作是否有效（x 和 y 是否
属于同一个连通块）。由于需要支持回溯操作，所以并查集需要按秩合并，这一步复杂度

O(n log n)。

通过离散化的方法可以将点权值域压缩为 O(n)。

我们设定阈值 B =
√

n，将值域切成
√

n块，并对每组询问求出答案所属的值域块。具体

的，我们需要对每个值域块都在操作树上进行一次 dfs，同时维护每个点所属连通块中，属
于该值域块的点数。这一步复杂度为 O(n

√
n)。

求出答案所属值域块后，我们还需要进一步求出答案的精确值。对此，我们以 B =
√

n

为阈值将操作树进行分块。对于每个界点，我们可以 O(n)处理出该时刻整张图的连通信息，

再以该界点为基础回答相邻簇的询问。

具体的，对于相邻簇的所有内点，其到界点的路径上至多只有 O(
√

n)次加边操作，我

们将这些加边操作涉及到的点取出来执行 bfs，就可以以 O(
√

n)复杂度得到该内点处的每个

点所属的连通块，之后再从小到大枚举值域块中的元素计算答案即可。

最后时间复杂度为 O(n
√

n)，空间复杂度为 O(n)，常数较小。

点评 先前大家对定期重构的认识大多停留在序列或时间轴的线性结构上。这里借助树分

块的技术将定期重构推广到了树上，从而得到了一个复杂度和常数都比之前算法更优秀的

做法。这种推广的思路值得借鉴。

3 树分块算法在一些其它问题上的应用

序列分块的块大小并不总是 O(
√

npoly(log n))，在一些特殊问题上特殊的块大小常常能

出奇制胜，树分块也是。这里将通过一些例题来进行介绍。

例题 6. 线性树上并查集16

树上并查集是并查集的一个特殊情况：给定一棵树，每次操作形如将一个节点合并到

父亲，每次询问形如查询一个点已合并的祖先。这里要求复杂度线性。

朴素的并查集算法17复杂度会带上 α(n)的因子，不能满足我们的需求。

首先，我们以 B = ⌊log n⌋为阈值将原树分块。
对于每个簇内部，我们沿 dfn序递推求出每个点到簇界点的点集，以一个 B位的整数

形式进行存储。为了后文处理方便，这里需要保证点按深度顺序递增存储。

修改的时候，对于每个簇我们维护已被合并至父亲的点集，同样以一个 B 位的整数

来存储。对于收缩树，由于点数只有 O( n
B )，我们可以直接维护并查集。这部分复杂度为

O( n
Bα(n) + q) = O(n + q)。

16题目来源：经典问题
17可以在参考文献 [4]的第 21章查阅
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查询的时候，如果当前点尚未与所处簇的界点合并，则只需求出该点簇内祖先与簇内

未合并点的交集中深度最大的点。这可以通过整数的按位与和 hightbit查询来解决。由于所
有涉及到的整数都不超过 2B = O(n)，所以 highbit可以提前预处理。如果当前点已与所处簇
的界点合并，则在收缩树的并查集上查询即可。

最后总复杂度为 O(n + q)，达到了线性的目标。

例题 7. 「十二省联考 2019」希望18给定一棵 n个点的树，每条边长度均为 1。求有多
少个连通块满足，存在一个点，使得该连通块内的所有点到该点距离均不超过 L。复杂度要

求 O(n)。

记全集 A = {1, 2, · · · , n}。定义 f (x, S )为一个数组，其中 x是原树中的一个点，S 是一

个点集， f (x, S )i 定义为 |{T |T是连通点集, x ∈ T,T ⊂ S ,∀y ∈ T有 dis(y,x) ≤ i}|。
通过简单的容斥技巧，可以将问题转为对于所有有序二元组 (x,y)，其中 x和 y在原树

中相邻，计算 f (x, A \ y)L−1。

对此，我们以 L为阈值将原树分块，对于第 i个簇，我们记簇的内点集合为 Ii，通过长

链剖分优化树上 DP，可以在 O(L)的复杂度内对簇的两个界点 b0, b1 求出 f (b0, Ii ∪ {b0, b1})
和 f (b1, Ii ∪ {b0, b1})。由于与本文主题无关，长链剖分优化 DP的具体细节就不在这里详细
展开了。

通过收缩树上的简单DP，我们可以对簇 i的两个界点 b0, b1，求出 f (b0,T \ Ii)和 f (b1,T \
Ii)。

具体实现的时候，建议按照第一节中提到的簇的两种合并方式，rake和 compress，相应
地封装 f 数组的合并方式。

这里涉及到的关于 f数组的运算均可在 O(L)的复杂度内完成，而总运算次数为 O( n
L )，

所以这部分总复杂度为 O(n)。

最后再通过一些简单的计算即可求出每个有序二元组的权值，进而求得答案。最后总

复杂度 O(n)。

点评 本题的官方做法是做两遍长链剖分，一遍自底向上，一遍自顶向下，细节繁多且需要

计算模意义下的乘法逆元。相比较而言本做法理解起来细节量更少，而且无需求逆，天然

可推广至模数为合数的情况。

总结

在目前国内的 OI竞赛中，出现过的树分块相关问题数量偏少，这与之前已有的树分块
算法结构繁复、适用面窄有关。对此本文第一节引入 top cluster的概念，介绍了一种新的对

18题目可以在 https://loj.ac/p/3053查看
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树分块的思路，并针对静态问题和动态问题分别提供了一种构造维护树分块形态的算法，希

望能够增加树分块算法的普及程度。

先前 OI中的树分块相关问题多是借助通用化的手段，用序列问题的手法来处理。对此
本文第二节通过数个例题展示了这种树分块算法在一些相关的问题上的优越性。其中例题

1和例题 2来源于对之前一系列类似问题的总结归纳。相较于先前依赖弱化问题具体性质
的解法而言，这里给出的算法通用性更强，流程上也更加清晰。例题 3,4,5则展示了在一些
其它问题中这类树分块算法的应用。

本文第三节则列举了两个使用了非常规块大小的例题，警示我们有些时候除了分块之

后的流程，分块大小的选取本身也是重要的，要具体问题具体分析。不过非常规大小树分

块在当前 OI竞赛中的出现频率还非常低，其应用还有待进一步发掘。
希望本文能起到抛砖引玉的作用，对 OI中相关的树上的问题产生更多的启发。
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浅谈一类树上路径相关问题

杭州学军中学 周镇东

摘 要

本文对一类树上路径相关问题做了总结，并罗列了许多相关例题。

在前言中，笔者大致描述了这类问题的特征。

在第二节中，介绍了解决此类问题常用的三种树上算法，以及这些算法起到的部分作

用。

在第三节中，笔者给出了一道例题，并依次采用了第二节中提到的三种算法解决了这

个问题。

在第四节中，笔者罗列了近年来的 NOI、WC、CTSC等重要比赛的许多真题，并应用
第二节提到的算法解决问题。

1 前言

近年来，一类树上路径相关的问题经常出现在各大比赛中，这类问题常具有以下特点：

• 给定一棵或多棵树

• 可能给定一些点对或一些路径

• 以某种给定的方式，求树上某些路径或点对的信息最值或求和

解决这类问题也存在一些常用的算法，例如树分治、虚树、线段树合并。

在本文中，将结合具体例题，总结出处理这些问题的常用方法。

如果没有特殊说明，在接下来的问题中，我们总是认为树的规模和询问次数（如果存

在多次询问）的大小为 O(n)。
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2 经典树上算法与其效果

2.1 树分治

对于一棵树，以及树上的一些链，如果我们要计算的信息是可合并的，那么我们可以通

过点分治或边分治将任意链信息拆分成两个从某个分治中心出发的前缀链信息。

因为这么做的代价往往只是在单次处理的时间复杂度的基础上乘上O(log n)，所以对于

很多问题，我们都可以先考虑通过树分治尝试将问题简化，得出 O(n · poly(log n))的算法之

后再考虑优化。

2.2 虚树

对于一个点集，保留原树上所有两侧均有该点集中的点的边后，删除孤立点，不断收缩

所有二度点之后得到的树结构即虚树。因为该点集对应的虚树大小不超过点集大小的两倍，

并包含了该点集中所有点，且有树结构，所以对于零散的点集，我们往往可以对其建虚树后

再应用一般的树上算法。

有些时候，点集并不是直接给出的。例如，下面列举了两种虚树的使用方法：

• 有两棵树，对第一棵树做树分治，每次得到的点集对应到第二棵树上建虚树。
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• 有一棵树及 O(n)条给定的路径，枚举路径最近公共祖先，并对同一最近公共祖先的

所有路径端点建虚树。

在后面的例题中，这两种方法都会被用到。

2.3 线段树合并

对于一棵规模为 O(n)的树，若每个点初始有一个键值和一些对应的信息。若我们要不

断去除某个叶子，并将该叶子的所有信息在不改变键值集的情况下以某种方式合并至父亲，

并获取键值在某一个范围内的元素的信息或本次发生合并的点对信息，就可以使用线段树

合并的方式实现。

如果按照树上深度优先遍历退出节点的顺序进行合并，线段树合并还能起到固定最近

公共祖先的作用。这意味着，当我们依次把某个节点的所有子树信息合并到这个节点上时，

每次合并时两个集合之间的点对的最近公共祖先都是这个节点，而线段树合并时还可以得

出合并的两个集合中的点对的某些信息，这使得在某些情况下，我们可以把树上路径拆成

三个点——两个端点、最近公共祖先来考虑。

若合并信息的复杂度为 O(1)，线段树合并的总时间复杂度一般仅为 O(n log n)，而且应

用灵活、容易实现，是非常实用的一种工具。

例如，在 NOI2020中，“命运”1这一题就考察了线段树合并的应用。

3 典型例题

Maximum and Minimum 2

3.1 题目大意

对于一个有边权无向连通图 G和两个节点 x, y，我们定义 f (G, x, y)为图 G中点 x与点

y间所有路径的权重的最小值。其中，一条路径的权值为路径上所有边权的最大值。

给定两个无向图 G1,G2，求
∑n

i=1

∑n
j=i+1 f (G1, i, j) f (G2, i, j)。

3.2 解题方法

首先，根据 f 函数的定义，我们可以只保留 G1,G2 最小生成树上的边，于是问题转化

到了两棵树上。

1供参考的题面链接：https://uoj.ac/problem/559
2https://www.codechef.com/problems/MXMN
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3.2.1 树分治

容易发现，当 G为一棵树时， f (G, x, y)就是求 x至 y的路径边权最大值，最大值是可

合并的信息，所以我们可以先用边分治尝试一下。

对第一棵树进行边分治后，在第一棵树上，得到了由分治中心切割分治区域得出的两

部分点集，我们尝试在这一次划分的过程中处理完所有横跨这两个点集的点对。

我们设分治中心到点 x的前缀边权 max为 wx，那么横跨两个点集的点对 (x, y)给答案

的贡献即可被改写为 max(wx,wy) f (G2, x, y)。

3.2.2 虚树

我们将点集取出，并在第二棵树上建出虚树。

接下来考虑按照边权从小到大枚举虚树上的边，每次处理在第二棵树上所有以当前边

为最大值的点对，即，按照权值顺序依次加入边，每次将边所在两侧集合合并。

按照加边顺序，我们可以得到一棵 Kruskal重构树。

3.2.3 线段树合并

现在，有一个树形结构——Kruskal重构树，且每个点有一个额外的权值——点 x的权

值为 wx。由于每次合并时的 f (G2, x, y)被固定了，我们只需要对于所有满足以下条件的点

对 (x, y)，求出 max(wx,wy)之和即可：

• x和 y处于分治中心两侧

• x和 y在本次合并之前处于不同集合

于是，对于每个集合，我们可以以权值为下标，维护区间元素个数和权值和。这样，我

们在合并两个线段树的对应节点时，因为权值较大的处于右侧子树，所以只需要把左侧的

元素个数乘上右侧权值和加入贡献即可。

3.2.4 时间复杂度

对于一个大小为 s的点集的单次求解的时间复杂度为 O(s log s)，由于我们在这以外还

使用了边分治，所以总时间复杂度为 O(n log2 n)。3

3本题有树上启发式合并解法，但是与本文主题无关，故不作赘述
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3.3 拓展

3.3.1 问题一

• 给定两棵树 T1,T2，定义 g(T, x, y)表示路径边权最大值与路径边权积的乘积。求

n∑
i=1

n∑
j=1

g(T1, i, j) f (T2, i, j)

解法显而易见。在边分治后，设点 x到边分中心的边权乘积为 sx，原问题线段树维护

了以节点的 w值为下标的区间 w值之和，现将其改为维护以节点的 w值为下标的区间 w · s
值之和即可。

3.3.2 问题二

• 给定两棵树 T1,T2，求
∑n

i=1

∑n
j=1 g(T1, i, j)g(T2, i, j)。

由于第二棵树的路径边权乘积也被计入，所以 Kruskal重构树和线段树合并的方式不再
适用。

我们可以再次在虚树上使用边分治，于是该问题可以被化简成一个简单的可以使用线

段树等数据结构解决的问题。

总时间复杂度为 O(n log3 n)。

虽然这个时间复杂度不如拓展问题一解法的时间复杂度，但是我们至少得出了一个

O(n · poly(log n))的算法。

3.4 小结

在这个问题中，我们多次运用了边分治化简题目，每一次边分治，都将一棵树以及边权

信息转化成了每个点的一个权值。注意到，在原问题中，边分治后问题转化成一棵树和一

些权值；在拓展问题二中，两次边分治之后，两棵树被转化成了每个点的若干个权值。

这说明，我们往往可以通过一次或多次点分治来很好的达到化简题目的效果。

4 更多应用

4.1 例 1

通道4

4来自WC2018，参考题面链接：https://uoj.ac/problem/347
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4.1.1 题目大意

给定三棵有非负边权的树，定义一棵树上两点距离为两点间最短路径边权和。问一对

点在三棵树上的距离和的最大值为多少。

4.1.2 算法一

首先考虑在第一棵树上边分治，对题目进行简化。在第二棵树上建出虚树之后再次边

分治简化题目。然后在第三棵树上再建虚树、再次边分治。

于是每个点获得了一个权值，代表它到三个分治中心的距离之和，而且我们知道每个

点在三棵树上边分治时在哪一侧。

我们枚举其中一个点分别位于三次分治的哪一侧，另一个点得分别位于三次分治的另

一侧，这种情况下的最优解即两边可能的点的权值最大值的乘积。

至此，我们通过不断边分治，非常快速且容易地得到了一个时间复杂度为O(n log3 n)的

算法。

4.1.3 算法二

考虑不做第三次分治，并对第三棵树做一些修改。

具体地，假设点 x在前两棵树中与分治中心的距离之和为 dx，那么在第三棵树上，对

于每个点 x，我们新建一个点 x′，并在 x与 x′之间连一条权值为 dx 的边。

于是问题被转化成求“所有在前两棵树中均处于分治中心两侧的点对”在第三棵树上

的最远距离。

因为两个点集的最远点对之一的两端点一定分别处于这两个点集各自的最远点对中，

所以我们可以轻松解决这部分求最远距离的问题。

因此，时间复杂度被降到了 O(n log2 n)。

4.1.4 算法三

考虑在算法二的基础上，不对第二棵树进行树分治。

在对第一棵树的分治过程中，我们将点集内的点分成了两种，这两种点分别位于分治

中心两侧。

设 dk(x)表示节点 x在第 k棵树中的深度，设 disk(x, y)表示点对 (x, y)在第 k棵树上的

距离，设 D(x)表示节点 x在第一棵树中与当前分治中心的距离。

设点对 (x, y)在第二棵树上的最近公共祖先为 p，则 x与 y在三棵树中的距离之和可以

写为 D(x) + D(y) + d2(x) + d2(y) − 2d2(p) + dis3(x, y)，稍加整理得到

(D(x) + d2(x)) + (D(y) + d2(y)) + dis3(x, y) − 2d2(p),
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也就是说，如果固定了 p，剩下的问题仍然可以转化为在第三棵树上的最远点对问题。

注意到点集的最远点对是支持快速合并的，也就是说我们只需要在第二棵树中进行一

次深度优先遍历，并不断将子树的点集向上合并，维护点集在第三棵树上的最远点对，计算

合并时产生的新的不同种类点之间的最远点对。以这种方式合并时得到的新点对在第二棵

树上的最近公共祖先是已知的，所以我们可以根据上式更新答案。

由于单次求点对距离的时间复杂度可以通过预处理降至 O(1)，且虚树复杂度瓶颈——

按照 dfs 序排序部分可以在边分治处理子问题结束之后由子问题的结果向上使用归并的方
式快速得到，所以我们得到了一个时间复杂度为 O(n log n)的算法。

4.1.5 小结

在解决这个问题的过程中，我们先通过多次边分治的方式，非常容易地得到了 O(n ·
poly(log n))的算法，在此基础上，再逐步优化，最终得到了优秀的解法。

这再次告诉我们遇到这类问题时，先尝试树分治往往能轻松地简化题目，并具有较强

的启发意义。

4.2 例题 2

暴力写挂5

4.2.1 题目大意

给定两棵 n个节点、边有权的树，定义 depthk(x)为第 k棵树上点 1到点 x的距离，定

义 LCAk(x, y)表示第 k棵树上点 x和点 y的最近公共祖先，定义点对 (x, y)间的“距离”为

depth1(x) + depth1(y) − depth1(LCA1(x, y)) − depth2(LCA2(x, y))

求“距离”值最大的点对的“距离”值。

4.2.2 简单转化

定义 disk(x, y)表示点对 (x, y)在第 k棵树上的距离。

则原“距离”式可以转化为

1

2
dis1(x, y) +

1

2
depth1(x) +

1

2
depth1(y) − depth2(LCA2(x, y))

如果边权均非负，那么最远点对信息可以合并，我们可以采用类似于通道这一题中的

方法来解决。

5来自 CSTC2018，参考题面链接：https://uoj.ac/problem/400
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但是这里边权可能为负数。

接下来，这题有两个思路：

• 根据之前的经验，我们先对第一棵树进行边分治。

• 在第二棵树上，最近公共祖先似乎占据了重要的位置，这让我们不禁想起了线段树合
并。

4.2.3 算法一

首先，我们对第一棵树进行边分治，假设第一棵树上节点 x到当前分治中心的距离为

D(x)，则原式可以进一步转化为

1

2
(depth1(x) + D(x) + depth1(y) + D(y)) − depth2(LCA2(x, y))

直接在第二棵树上建出虚树，然后在树上 dfs，并记录子树内节点 depth1(x) + D(x)的

最大值，在合并子树的时候更新答案即可。

时间复杂度瓶颈在于建虚树前的按照 dfs序排序这一部分，而这一部分可以用在通道一
题中使用的归并方式快速解决。

于是我们轻松地得到了一个 O(n log n)的算法。

4.2.4 算法二

我们考虑在第二棵树上进行深度优先遍历，并不断合并子树信息。

注意到，边分树也是一个深度为 O(log n)的二叉树，和线段树非常相似。如果把边分树

看做线段树，我们也可以在上面进行类似的合并操作——我们对第一棵树建立边分树，并记

录每个分治中心到对应范围内每个点的距离。由于单次合并前第二棵树上的最近公共祖先

已经确定，我们只需要在边分树结构里记录每一个边分中心每一侧节点的 depth1(x) + D(x)

的最大值，在合并的时候更新答案即可。

时间复杂度仍然是 O(n log n)。

4.3 例 3

情报中心6

6来自 NOI2018，参考题面链接：https://uoj.ac/problem/397
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4.3.1 题目大意

给定一棵 n个节点的树，边有权。

给定 m条路径，每条路径有一个权重。

对于所有至少有一条边相交的路径对，求它们路径并所有边权之和减去这两条路径各

自的权值得到的结果的最大值。

或者判定没有合法的路径对。

边权和路径权值非负。

4.3.2 对边分治效果的分析

由于边分治的过程中，“有交路径对”这个关键限制并没有得到化简，故这题中不适合

在第一步进行边分治。

4.3.3 算法一

我们称一条路径的 LCA为该路径两端点的最近公共祖先。
按照路径相交的方式，我们将相交路径对分成以下两类讨论：

• 两条路径的 LCA不同

• 两条路径的 LCA相同

设第 i条路径的两端点为 xi, yi，其 LCA为 pi，权值为 vi。

设点 x和点 y的最近公共祖先为 LCA(x, y)。

设原树上两点 (x, y)间距离为 dis(x, y)，一个点 x的深度为 dx。

考虑第 i条路径和第 j条路径，如果 pi , p j，则两条路径的交必然是一条其中一端点是

另一点祖先的链，我们不妨设 xi, x j 均位于这条链底端节点的子树中，则这两条路径的结果

为

(dis(xi, yi) − vi) + (dis(x j, y j) − v j) − dLCA(xi,x j) +max(dpi , dp j)

若我们把 (dis(xi, yi) − vi)看做路径 i的新权值，把 dpi 看做路径 i的键值，再设法固定

LCA(xi, x j)，就可以发现线段树合并能解决这个问题。

如果 pi = p j，我们不妨先枚举 LCA，并对同一 LCA的所有路径端点建虚树，将问题
等价转化成了 pi = p j = 1的版本。

由于这两条路径有交，所以节点 1必然存在一个子树，满足这两条路径恰好各有一个

端点在这个子树内，且其他的端点都在这个子树外，我们不妨设在这个子树内的点分别为

xi, x j。
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则这两条路径的权值为

1

2
((dis(xi, yi) − 2vi + dxi) + (dis(x j, y j) − 2v j + dx j) − 2dLCA(xi,x j) + dis(yi, y j))

我们可以进行树形 DP，一侧用于固定 LCA(xi, x j)，另一侧维护与 yi, y j 相关的最远点

对。

至此，这两部分都已经解决，时间复杂度为 O(n + m log n)。

4.3.4 小结

在第一种情况中，我们发现了线段树合并的经典形式。

在第二种情况中，我们采用了枚举 LCA并建虚树的方式有效地化简了题目。这种方法
非常常用，例如对于 ZJOI2019中的语言7一题，也可以使用类似的思路。

5 总结

通过上述例题，可以体会到树分治和虚树在简化树上问题时起到的巨大作用，而线段

树合并往往解决了问题的最后一步。

在处理这些问题时，我们往往可以先尝试使用树分治或者虚树简化问题，然后尝试将

问题转化成线段树合并或者其他算法可以解决的问题。

这些树上算法运用灵活，效果显著，可以处理很多问题。在本文中，笔者挖开了这类问

题的冰山一角，希望借此帮助大家熟练掌握此类问题，也希望有更多更加巧妙的相关的问

题出现。
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