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两类递推数列的性质和应用

福州第三中学 钟子谦

摘 要

线性递推数列和整式递推数列是数学中常见的两类递推数列，本文介绍了这两类递推

数列的定义、性质和有关算法，并展示了它们在信息学竞赛中的一些应用。

前言

线性递推数列被引入算法竞赛界已经有至少五年，但是一直没有得到特别广泛的普及。

整式递推数列是线性递推数列的一个自然的拓展，近两年才被引入信息学竞赛。本文希望

能够系统介绍这两类数列的性质和在信息学竞赛中的用途，使读者在思考有关问题时有迹

可循。

本文首先在第 1 节介绍了线性递推数列，接下来在第 2 节介绍了整式递推数列。对于

这两类数列，本文介绍了它们的定义、性质、有关算法和实际例题，对于线性递推数列本文

还介绍了一些与线性代数相关的应用。

1 线性递推数列

1.1 定义

� 定义 � 1.1. 我们称长度有限的数列为有限数列，长度无限的数列为无限数列。

� 定义 � 1.2. 我们称形式幂级数 F 最高次项的次数为形式幂级数 F 的次数，记为 deg(F)
（可能为 ∞）。特别地，我们定义零多项式的次数为负无穷大（−∞）。

� 定义 � 1.3. 对于有限数列 {a0, a1, a2 · · · an−1}，我们定义它的生成函数为多项式 A(x) =∑n−1
i=0 aixi。对于无限数列 {a0, a1, a2 · · · }，我们类似地定义它的生成函数为形式幂级数 A(x) =∑∞
i=0 aixi。

� 定义 � 1.4. 对于无限数列 {a0, a1, a2 · · · } 和有限非空数列 {r0, r1, r2 · · · rm−1}，若对于任意

p ≥ m − 1，有
∑m−1

k=0 ap−krk = 0，则称数列 r 为数列 a 的线性递归式。若 r0 = 1，我们称数

列 r 为数列 a 的线性递推式。我们称存在线性递推式的无限数列为线性递推数列。

1



IO
I20

19
中

国
国

家
候

选
队

论
文

集
教

练
：

张
瑞

喆
20

19
年

5 月

两类递推数列的性质和应用 福州第三中学 钟子谦

对于有限数列 {a0, a1, a2 · · · an−1} 和有限非空数列 {r0, r1, r2 · · · rm−1}，类似地，若对于任

意 m − 1 ≤ p ≤ n − 1，有
∑m−1

k=0 ap−krk = 0，则称数列 r 为数列 a 的线性递归式。若 r0 = 1，

我们称数列 r 为数列 a 的线性递推式。

我们称这个线性递推式的阶数为它的长度减一，称数列 a 阶数最小的线性递推式为数

列 a 的最短线性递推式。

1.2 基本性质和判定方法

在生成函数的观点下看线性递归式，我们有如下结论：

定理 1.1. 对于无限数列 {a0, a1, a2 · · · } 和有限非空数列 {r0, r1, r2 · · · rm−1}，设数列 a 和数列

r 所对应的生成函数为 A 和 R，数列 r 为数列 a 的线性递归式等价于存在次数不超过 m−2
的多项式 S 满足 AR + S = 0。

对于有限数列 {a0, a1, a2 · · · an−1} 和有限数列 {r0, r1, r2 · · · rm−1}，设数列 a 和数列 r 所对

应的生成函数为 A 和 R，数列 r 为数列 a 的线性递归式等价于存在次数不超过 m − 2 的多

项式 S 满足 AR + S ≡ 0 (mod xn)。

证明. 下面证明无限数列的情况，有限数列的情况也是类似的。

对于 k ≥ m− 1，考察两侧 xk 次项的系数，我们有 [xk](A(x)R(x)) =
∑m−1

j=0 r jak− j = 0。只

需要取适当的 S 使得低次项系数为 0 即可。 □

接下来我们介绍几种常见的判定线性递推数列的方法。

� 推论 1.1. 对于无限数列 {a0, a1, a2 · · · }，设数列 a 所对应的生成函数为 A，a 为线性递推

数列当且仅当存在常数项为 1 的多项式 R 和多项式 S 满足 A = S
R。数列 a 的最短线性递

推式阶数就是对于这样的 R 和 S ，max(deg(R),deg(S ) + 1) 的最小可能值。

证明. 由定理1.1移项即得。 □

定理 1.2. 对于一个 n× n 的矩阵 M，无限数列 {I,M,M2,M3 · · · } 是一个线性递推数列，它

的最短线性递推式阶数不超过 n。

证明. 考虑矩阵 M 的特征多项式 p，它满足 deg(p) = n，[xn]p(x) = 1。由 Cayley-Hamilton
定理，我们有 p(M) = 0。该定理的证明可参见参考文献 [2]，由于和本文主题关系不大，这

里略去。

设 p(x) =
∑n

i=0 cn−ixi，p(M) = 0 即
∑n

i=0 cn−iMi = 0，两边乘 M j 得
∑n

i=0 cn−iMi+ j = 0，

即
∑n

i=0 ciM j+n−i = 0。所以 {c0, c1 · · · cn} 即为数列 {I,M,M2,M3 · · · } 的一个阶数为 n 的线性

递推式，该数列的最短线性递推式阶数不超过 n。 □

线性递推数列还满足以下的封闭性。

2
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定理 1.3. 对于线性递推数列 {a0, a1, a2 · · · }、线性递推数列 {b0, b1, b2 · · · }、有限数列

{t0, t1 · · · tm−1}、常数 p，我们有：

• {ti}m−1i=0 {ai}∞i=0 是线性递推数列。

• {ai p}∞i=0 是线性递推数列。

• {ai+1}∞i=0 是线性递推数列。

• {ai + bi}∞i=0 是线性递推数列。

• {∑i
j=0 a jbi− j}∞i=0 是线性递推数列。

• {aibi}∞i=0 是线性递推数列。

以上引理的证明较为简单，使用推论1.1和定理1.2即可证明，由于篇幅所限这里略去。

1.3 有关算法

1.3.1 求出一个数列的最短线性递推式

我们先考虑有限数列的情况，即我们要对一个有限数列求出最短线性递推式。假设运

算均在一个域上进行。

一种简单的做法是使用高斯消元消元出最短线性递推式，对于长度为 n 的有限数列复

杂度为 O(n3)，而使用 Berlekamp-Massey 算法可以将时间复杂度降到 O(n2)。

对于一个有限数列 {a0, a1, a2 · · · an−1}，Berlekamp-Massey 算法会对于它的每个前缀

{a0, a1, a2 · · · ai} 求出这一前缀的最短线性递推式 r(i)，设 |r(i)| − 1 = li，即 li 为线性递推

式 r(i) 的阶数。我们显然有 r(−1) = {1}，li−1 ≤ li。

引理 1.1. 如果 r(i−1) 不是 {a0, a1, a2 · · · ai} 的最短线性递推式，那么

li ≥ max(li−1, i + 1 − li−1)

证明. 反证法，假设 li ≤ i − li−1。设 r(i−1) = {p0, p1 · · · pli−1}，r(i) = {q0, q1 · · · qli}。
那么由 r(i) 的定义，对于 li ≤ j ≤ i 我们都有 a j = −

∑li
t=1 qta j−t。

那么我们有

−
li−1∑
j=1

p jai− j =
li−1∑
j=1

p j

li∑
k=1

qkai− j−k (i − li−1 ≥ li)

=
li∑

k=1

qk

li−1∑
j=1

p jai− j−k

= −
li∑

k=1

qkai−k = ai

3
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所以 r(i−1) 就是 {a0, a1 · · · ai} 的最短线性递推式，矛盾。

所以 li ≥ i + 1 − li−1，又由单调性即证。 □

事实上，引理1.1中的等号是可以取到的，以下我们给出这样的一种方案。

考虑定理1.1，令 A 为数列 a 的生成函数，R(i) 为 r(i) 的生成函数，那么就存在多项式

S (i) 使得 AR(i) ≡ S (i) (mod xi+1)，其中 deg(S (i)) ≤ li − 1。
考虑由 R(i−1) 推出 R(i)。如果我们仍然有 AR(i−1) ≡ S (i−1) (mod xi+1)，那么令 R(i) 等于

R(i−1) 即可。否则，我们有 AR(i−1) ≡ S (i−1) + dxi (mod xi+1)。

考虑上一次增长递推式的情形，设当时存在 p < i 和 c 使得 AR(p−1) ≡ S (p−1) + cxp

(mod xp+1)，那么将两侧乘上 xi−pdc−1，我们有 Axi−pdc−1R(p−1) ≡ xi−pdc−1S (p−1) + dxi

(mod xi+1)。

将上述两式相减我们就有 A(R(i−1) − xi−pdc−1R(p−1)) ≡ S (i−1) − xi−pdc−1S (p−1) (mod xi+1)，

所以我们令 R(i) 等于 R(i−1) − xi−pdc−1R(p−1) 即可。

可以发现，我们这样构造出的 R 和 S 一定满足 li = max(li−1, i + 1 − li−1)。考虑归纳证

明，由于在 p 处增长了递推式，由归纳假设我们就有 lp = p + 1 − lp−1，则 li = max(li−1, i −
p + lp−1) = max(li−1, i − lp + 1)。

我们只需要从小到大枚举 i 并如上计算 R(i) 和 li 即可，如果 li > li−1 就对 p 和 c 进行

更新。时间复杂度 O(n2)。

对于无限数列的情况，我们有如下定理。

定理 1.4. 对于线性递推数列 {a0, a1, a2 · · · }，若它的最短线性递推式阶数不超过 s，那么

{a0, a1, a2 · · · as+s−1} 的最短线性递推式即为 a 的最短线性递推式。

证明. 取最小的 t ≥ s+ s，满足 {a0, a1, a2 · · · as+s−1}的最短线性递推式 r 不是 {a0, a1, a2 · · · at}
的最短线性递推式，由引理1.1，我们就有 {a0, a1, a2 · · · at} 的最短线性递推式长度至少为

t + 1 − lt ≥ t + 1 − s ≥ s + s + 1 − s > s，矛盾。 □

所以如果我们知道数列 a 最短线性递推式阶数的上界 s，我们只需要求出这个数列长

度为 2s 的前缀并求出它的最短线性递推式即可。

1.3.2 求出一个线性递推数列的某一项

假设我们有一个线性递推数列 {a0, a1, a2 · · · } 满足线性递推式 {r0, r1 · · · rm−1}，考虑如何

对于 k ≥ 0 求出 ak。

考虑设 G(F) =
∑∞

i=0 ai[xi]F(x)，那么我们就是要求 G(xk)。

注意到对于多项式 a, b，我们有 G(a+b) = G(a)+G(b)。由线性递推式的定义，对 t ≥ 0

我们有
∑m−1

i=0 am−1−i+tri = 0，即 G((
∑m−1

i=0 xm−1−iri)xt) = 0。所以设 S (x) =
∑m−1

i=0 xm−1−iri，我

们就有 G(S (x)xt) = 0 (∀t ≥ 0)，又因为 G(a + b) = G(a) + G(b)，我们就有对任意多项式

T (x)，G(S (x)T (x)) = 0。

4
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考虑把 xk 和 S (x) 做带余除法，即设 xk = S (x)U(x) + R(x)，其中 U,R 为多项式且

deg(R) < deg(S )。我们有 G(S (x)U(x)) = 0，所以 G(xk) = G(xk − S (x)U(x)) = G(R(x)) =

G(xk mod S (x))。我们只需要类似快速幂地倍增 k，每次把多项式对 S (x) 取模。xk mod S (x)

的次数不超过 m − 2，我们再由定义带入 a 的前 m − 1 项求出 G 即可。

求两个次数 O(m) 的多项式取模结果在模域下可以做到 O(m log(m)) 的时间复杂度（可

以参见参考文献 [4]），那么这个问题就可以在 O(m log(m) log(k)) 的时间复杂度内解决。

1.4 常见应用

由于定理1.2，线性递推数列在与线性代数有关的问题中〸分常见，本节提出一些常见

的应用。下文中无特别说明，均假设运算在模某个大质数 p 下进行。

1.4.1 求向量列和矩阵列的最短递推式

考虑如何求出 n 维行向量列 {t0, t1, t2 · · · } 的线性递推式。假设考虑在模 p 意义下随机

一个 n 维列向量 v，转而计算 {t0v, t1v, t2v · · · } 这个标量序列的最短线性递推式。

由 Schwartz-Zippel 引理（可参见参考文献 [5]），我们可以推出有至少 1 − n
p 的概率，

{t0v, t1v, t2v · · · } 的最短线性递推式就是 {t0, t1, t2 · · · } 的最短线性递推式，所以我们只需要用

前述的方法求出最短线性递推式即可。

求矩阵列的最短递推式也是类似的，对于 n 行 m 列的矩阵列 {t0, t1, t2 · · · }的线性递推式，

考虑在模 p 意义下随机一个 n 维列向量 u 和一个 m 维行向量 v，转而计算 {ut0v, ut1v, t2v · · · }
这个标量序列的最短线性递推式。由 Schwartz-Zippel 引理，我们可以类似地推出有至少

1 − n+m
p 的概率它们的最短线性递推式相同。

1.4.2 求矩阵的最小多项式

n × n 的矩阵 M 的最小多项式是次数最小的使得 f (M) = 0 的多项式 f。

类似定理1.2的证明，考虑 {I,M,M2 · · · } 的线性递推式 {r0, r1, r2 · · · rm}，那么我们有∑m
i=0 rm−iMi = 0，所以 f (x) =

∑m
i=0 rm−ixi 即为矩阵 M 的一个零化多项式。所以矩阵 M

的最小多项式就对应着 {I,M,M2 · · · } 的最短线性递推式，而由定理1.2它的阶数不超过 n，

我们使用上一节中的方法求出最短线性递推式即可。

具体地，对于 n 维随机向量 u, v 我们需要求出 {uv, uMv, uM2v · · · uM2nv}。注意到

uMi+1 = (uMi)M，而向量乘上矩阵是可以在 O(n2) 时间内计算的，所以我们可以在 O(n3)

时间内从前往后递推出 {u, uM, uM2 · · · uM2n}，接下来再把每一项乘上 v 即可。时间复杂度

O(n3)。

如果 M 是稀疏矩阵，假设其中有 e 个非零位置，那么向量乘上 M 的结果就可以在

O(n+ e) 的时间内计算，我们就可以在 O(n(n+ e)) 的时间内求出 {uv, uMv, uM2v · · · uM2nv}，

5
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从而在 O(n(n + e)) 的时间内求出它的最小多项式。

1.4.3 优化动态规划

一类常见的动态规划问题具有如下的递推关系式： f (i, j) =
∑m−1

t=0 f (i − 1, t)c(t, j) (i ≥
1, j ∈ [0,m))，给定 f (0, j) ( j ∈ [0,m))，需要求出 f (n, j) ( j ∈ [0,m))。

记 F(i) 为 f (i, j) ( j ∈ [0,m)) 所对应的行向量，C 为 c 所对应的 m×m 矩阵，那么我们

有 F(i) = F(i − 1)C (i ≥ 1)，所以 F(n) = F(0)Cn。常见的优化方法是使用矩阵乘法快速幂

求出 Cn，之后乘上 F(0) 得到结果，复杂度 O(m3 log(n))。
由定理1.2我们有 {Cn}n 是线性递推数列，所以 {F(n)}n 也是线性递推数列，用上述的方

法求出 {F(0), F(1), F(2) · · · } 的最短线性递推式后我们再用节1.3.2中的方法求出 F(n) 即可，

时间复杂度 O(m3 + m log(m) log(n))（求 {F(0), F(1), F(2) · · · F(n + n − 1)} 需要 O(m3) 的时

间复杂度）。

1.4.4 解稀疏线性方程组

有一个 n × n 的满秩矩阵 A 和一个长度为 n 的行向量 b，我们需要求出一个长度为 n

的行向量 x 满足 Ax = b。

由于 A 是满秩的，我们有 x = A−1b，其中 A−1 表示 A 的逆矩阵。

考虑求出 {b, Ab, A2b, A3b · · · } 的最短递推式 {r0, r1, r2 · · · rm−1}，由定理1.2这样的递推

式一定存在且阶数不超过 n，那么我们有
∑m−1

i=0 Aibrm−1−i = 0，注意到 rm−1 , 0（否则去

掉 rm−1 即为一个更短的递推式），我们在两边乘上 A−1 就有
∑m−1

i=0 Ai−1brm−1−i = 0，所以

A−1b = − 1
rm−1

(
∑m−2

i=0 Aibrm−2−i)。

瓶颈在于求 {b, Ab, A2b, A3b · · · A2nb}。假设 A 中有 e 个非零位置，那么我们从前往后递

推地求出这个向量序列的时间复杂度为 O(ne)，总的时间复杂度就为 O(n(n + e))。

1.4.5 求稀疏矩阵行列式

对于输入的 n × n 的满秩矩阵 A，我们需要求出 det(A)。
注意到我们可以快速地求出稀疏矩阵的最小多项式（见节1.4.2），而当矩阵的每个特征

值的几何重数均为一时最小多项式就是特征多项式。对于 n 阶矩阵，特征多项式的常数项

乘上 (−1)n 即为行列式（因为行列式即全部特征值的乘积）。

由于 A 不一定满足该性质，考虑将输入矩阵乘上一个新的矩阵 B。我们取 B 为一个

n× n 的模 p 意义下的随机对角矩阵，那么我们可以证明 AB 有至少 1− 2n2−n
p 的概率满足该

性质1。求出 det(AB) 后注意到 det(AB) = det(A)det(B)，而 det(B) 就是对角线上各个元

1事实上，所有特征值的代数重数均为 1 的概率至少为 1 − 2n2−n
p ，证明可参见 [7] 定理 4.3

6
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素的乘积，相除即可得到 det(A) 的值。

设 A 中有 e 个非零位置，该做法的时间复杂度即为 O(n(n + e))。

1.4.6 求稀疏矩阵秩

对于输入的 n × m 的矩阵 A，我们需要求出 rank(A)。

注意到一个 n × n 矩阵的秩即为矩阵的阶数 n 减去特征值 0 的代数重数，所以如果我

们求出了这个矩阵的特征多项式 f (x)，只需要除去其中的所有因子 x，剩余多项式的次数

就是矩阵的秩。如果矩阵的特征多项式等于最小多项式乘上一个 x 的次幂，那么我们只需

要求出最小多项式并除去其中的所有因子 x 即可。

考虑先把矩阵 A 转化为一个 n×n 的对称矩阵。我们在模 p 意义下随机生成一个 m×m

的对角矩阵 D1，矩阵 AD1AT 就是一个 n× n 的对称矩阵，并且它的秩有至少 1− n2
p 的概率

与矩阵 A 相同2。接着我们在模 p 意义下随机生成一个 n × n 的对角矩阵 D2，D2AD1AT D2

这一矩阵就有至少 1 − 4n2
p 概率满足特征多项式等于最小多项式乘上一个 x 的次幂3。我们

求出它的最小多项式并计算即可。

求最小多项式时我们需要对一个向量乘上 D2AD1AT D2，由于 D2,D1, A, AT 都是稀疏的，

我们只需要依次乘入即可。设 A 中有 e 个非零位置，该做法的时间复杂度为 O(n(n + e))。

1.5 例题

� 例题 � 1. Gapless Filling with Tetrominoes4

有一个 n 行 4 列的网格，你需要用 n 个俄罗斯方块（即大小为四的格子联通块）来覆

盖它，每个格子必须被覆盖恰好一次。输出方案数对输入的质数 p 取模的值。1 ≤ n ≤ 109，

2 ≤ p ≤ 109 + 9。

考虑状态压缩动态规划，记 f [t][S ] 表示当前考虑了前 t 行，最后三行的格子中当前没

被覆盖的集合为 S，转移时可以枚举最下方的格子在行 t 中的俄罗斯方块集合， f [n][{}] 的

值即为所求的答案。

由于第二维的状态数较多，官方题解的做法是找出所有可达的状态并使用矩阵乘法转

移。类似节1.4.3，由定理1.2我们有 { f [u][{}]}∞u=0 为线性递推数列，我们使用节1.3.1中的算法

求出它的最短线性递推式并使用节1.3.2中的算法转移即可，这个做法明显不劣于官方题解

的做法（如果官方题解的做法将第二维大小压缩为了 k，那么我们就得到了一个 O(k) 阶线

性递推式）。实际测试中求出了一个 34 阶递推式。

2设 N(A) 为 A 的零空间，首先注意到 N(A) ⊆ N(AD1AT )，然后取 N(AD1AT ) 的一组基并利用 Schwartz-Zippel 引理即可

证明其有高概率在 N(A) 内，所以就有 N(AD1AT ) = N(A)
3证明可参见 [7] 定理 4.7
4来源：Bytedance Camp 2019 Day3 Division A, Problem G, 有改动

7
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� 例题 � 2. Expected Value5

有一张简单无向连通平面图，有一枚棋子开始在 1 号点，每步棋子会从与当前点相连

的边中等概率选择一条移到出边指向的点，求棋子到达 n 号点的期望步数，对输入的质数

p 取模输出。1 ≤ n ≤ 2000，109 < p < 1.01 × 109。

由欧拉定理的推论，我们有该图的边数 m 不超过 3n − 6。[8]
我们记 fx 为从 x 点出发到达 n 点的期望步数，dx 为点 x 的度数，那么我们就有

fx =

1 +
∑

(x,y)∈E
fy
dx

(x , n)

0 (x = n)

其中 E 为图的边集。注意到这个方程组对应的系数矩阵只有 O(n + m) 个位置非零，我们

套用节1.4.4中的做法即可，复杂度 O(n2)。

另外本题也有一个不同的做法，可以参见参考文献 [9]。

2 整式递推数列6

2.1 定义

我们同定义1.1一样定义有限数列、无限数列、形式幂级数的次数和生成函数。设运算

在域 K 上进行。

� 定义 � 2.1. 对于无限数列 {a0, a1, a2 · · · } 和有限非空多项式数列 {P0, P1, P2 · · · Pm−1}，若

P0 非零且对于任意 p ≥ m − 1，有
∑m−1

k=0 ap−kPk(p) = 0，则称数列 P 为数列 a 的整式递推

式。我们称存在整式递推式的无限数列为整式递推数列。

对于有限数列 {a0, a1, a2 · · · an−1} 和有限非空多项式数列 {P0, P1, P2 · · · Pm−1}，若 P0 非

零且对于任意 m − 1 ≤ p ≤ n − 1，有
∑m−1

k=0 ap−kPk(p) = 0，则称数列 P 为数列 a 的整式递推

式。

我们称整式递推式 {r0, r1, r2 · · · rm−1} 的阶数为 m − 1，次数为 maxm−1
i=0 deg(ri)。

� 定义 � 2.2. 我们称一个形式幂级数 A(x) 为微分有限的7当且仅当存在多项式数列

{Q0(x),Q1(x) · · ·Qm−1(x)}，满足 Qm−1 , 0 且
∑m−1

i=0 Qi(x)A(i)(x) = 0（其中 A(i)(x) 为 A(x) 关

于 x 的 i 阶导数）。我们称一个形式幂级数 A(x) 为代数形式幂级数当且仅当它在 K(x)8上

是代数的（即 A(x) 为系数在 K(x) 内的多项式方程的根）。

5来源：Ildar Gainullin Contest 1, Problem E, 有简化
6P-recursive sequences
7D-finite
8K 上的有理分式域

8
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2.2 基本性质和判定方法

我们首先给出整式递推数列生成函数的性质。

定理 2.1. 设一个数列 {a0, a1, a2 · · · } 的普通生成函数为 A(x)，a 为整式递推数列当且仅当

A 为微分有限的。

证明. 充分性：由于 x jA(i)(x) =
∑∞

n=0 an+i− jxn ∏i
t=1(n+ t− j)（视 a 中负下标的位置值为 0），

而 Qi(x)A(i)(x) =
∑deg(Qi(x))

j=0 x jA(i)(x)[x j]Qi(x)，将之带入
∑m−1

i=0 Qi(x)A(i)(x) = 0，对于充分大

的 n，我们在两边取 xn 项系数即可得到一个 a 的整式递推式。

必要性：把递推式写成
∑m−1

k=0 ap+kP′k(p) = 0 (∀p ≥ 0)，对于每个多项式 P′i(n)，

我们可以把它从高次项到低次项逐位表示为 {∏ j−1
t=0(n + i − t)}∞j=0 的线性组合，即写

成 P′i(n) =
∑deg(P′i(n))

j=0 ci, j
∏ j−1

t=0(n + i − t)，而我们有 xi ∑∞
n=0 an+ixn ∏ j−1

t=0(n + i − t) =∑∞
n=i anxn ∏ j−1

t=0(n−t) = x jA( j)(x)−∑i−1
n=0 anxn ∏ j−1

t=0(n−t)，那么 0 = xm ∑∞
p=0 xp ∑m−1

k=0 ap+kP′k(p) =∑m−1
k=0 xm−k ∑deg(P′k(n))

j=0 ck, jxk ∑∞
p=0 xpap+k

∏ j−1
t=0(n + k − t) =

∑m−1
k=0 xm−k ∑deg(P′k(n))

j=0 ck, j(x jA( j)(x) −∑k−1
n=0 anxn ∏ j−1

t=0(n − t))，整理后即可得到一个形如
∑m−1

i=0 Q′i(x)A(i)(x) = S (x) 的等式，其中

S 为一个多项式。若 S = 0 即证，否则我们将两侧求 deg(S (x)) + 1 阶导，由链式法则即

得。 □

接下来我们考虑一种常见的生成函数：代数形式幂级数。我们可以证明代数形式幂级

数均为微分有限的，事实上我们有更强的结论定理2.2。为了证明该结论，我们先引入两条

引理。

引理 2.1. 形式幂级数 u(x) 微分有限当且仅当 dimK(x) spanK(x){u(x), u′(x), ...} 有限。

证明. 充分性：设 dimK(x) spanK(x){u(x), u′(x), ...} = d，那么 u, u′, · · · u(d) 在 K(x) 上线性相

关，取一个这样的和为 0 的非零组合，并乘上公分母使得分母均为 1 即证。

必要性：对于
∑m−1

i=0 Qi(x)u(i)(x) = 0，我们有 u(m−1)(x) = −∑m−2
i=0 u(i)(x) Qi(x)

Qm−1(x)，所以

u(m−1)(x) ∈ spanK(x){u(x), u′(x) · · · u(m−2)(x)}。接下来对 t ≥ m − 1 归纳，假设我们在 K(x) 中

用 u, u′, · · · u(t−1) 表出了 u(t)，我们在两侧由链式法则关于 x 求导并移项，就可以把 u(t+1) 写

成 u, u′, · · · u(t) 的线性组合，由此可以归纳出 u(t+1)(x) ∈ spanK(x){u(x), u′(x) · · · u(m−2)(x)}。所

以 spanK(x){u(x), u′(x), ...} ⊆ spanK(x){u(x), u′(x) · · · u(m−2)(x)}，维数有限。 □

引理 2.2. 以 x 为变量的代数形式幂级数 u 关于 x 的微分 u′ 也是代数形式幂级数。

证明. 设 P(x, u) 为 u 在 K(x) 上的最小多项式，那么我们就有 P(x, u) = 0，把两侧关于 x

求偏导，由链式法则我们有：

0 =
d
dx

P(x, u) =
∂P(x, y)
∂x

∣∣∣∣∣∣
y=u

+ u′
∂P(x, y)
∂y

∣∣∣∣∣∣
y=u

那么我们就有 u′ = −
∂P(x,y)
∂x

∣∣∣∣∣
y=u

∂P(x,y)
∂y

∣∣∣∣∣
y=u

，所以它在 K(x) 上也是代数的。 □

9
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定理 2.2. 设 u 为微分有限的形式幂级数，v 为一个代数形式幂级数，那么如果 u(v(x)) 为

形式幂级数9，那么它是微分有限的。

证明. 设 y = u(v(x))，考虑证 y, y′, y′′ · · · 在 K(x) 中线性相关。

由归纳法和链式法则容易证明，对于每个非负整数 i，我们都有 y(i) 可以表示为

u(v(x)), u′(v(x)) · · · 系数在 K[v′, v′′, v′′′ · · · ] 中的线性组合。由引理2.2的证明我们有 v(i) ∈
K(x, v)，所以 K[v′, v′′, v′′′ · · · ] ⊆ K(x, v)，所以 y, y′, y′′ · · · ∈ spanK(x,v){u(v(x)), u′(v(x)), ...}。设

spanK(x,v){u(v(x)), u′(v(x)), ...} = V。

由于 u 微分有限，我们有 dimK(x) spanK(x){u(x), u′(x), ...}有限（引理2.1），所以 dimK(x,v) V

有限，所以 d = dimK(x) V = [K(x, v) : K(x)]dimK(x,v) V 有限，那么

dimK(x){y, y′, y′′ · · · y(d)} ≤ d 也有限，由引理2.1即证。 □

类似线性递推数列，整式递推数列也满足以下的封闭性。

定理 2.3. 对于整式递推数列 {a0, a1, a2 · · · }、整式递推数列 {b0, b1, b2 · · · }、有限数列

{t0, t1 · · · tm−1}、常数 p，我们有：

• {ti}m−1i=0 {ai}∞i=0 是整式递推数列。

• {ai p}∞i=0 是整式递推数列。

• {ai+1}∞i=0 是整式递推数列。

• {ai + bi}∞i=0 是整式递推数列。

• {∑i
j=0 a jbi− j}∞i=0 是整式递推数列。

• {aibi}∞i=0 是整式递推数列。

证明. 前三条由定义式不难证明。

第四条：设 u 和 v 分别为 a 和 b 的生成函数，那么 {ai + bi}∞i=0 的生成函数就是 u + v。

对于形式幂级数 t，记 Vt = spanK(x){t, t′, t′′ · · · }，那么 Vu+v ⊆ Vu ⊕ Vv，其中 ⊕ 表示直和，我

们就有 dimK(x) Vu+v ≤ dimK(x)(Vu ⊕ Vv) ≤ dimK(x) Vu + dimK(x) Vv（引理2.1）有限。

第五条：同样设 u 和 v 分别为 a 和 b 的生成函数，那么 {∑i
j=0 a jbi− j}∞i=0 的生成函数就是

uv。对于形式幂级数 t，记 Vt = spanK(x){t, t′, t′′ · · · }。我们定义线性变换 φ : Vu ⊗Vv → K((x))

满足 φ(y ⊗ z) = yz（y ∈ Vu, z ∈ Vv），那么我们使用积法则对 uv 求导，不难归纳得到

Vuv ⊆ im(φ)，所以我们有 dimK(x) Vuv ≤ dimK(x)(Vu ⊗Vv) ≤ dimK(x) Vu dimK(x) Vv（引理2.1）有

限。

第六条的证明较为复杂，可以参见 [10] 的定理 6.4.12。 □

9当 v(0) , 0 时，u(v(x)) 的常数项可能不存在或不收敛

10
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2.3 有关算法

2.3.1 求出一个数列的整式递推式

由于整式递推式的次数未知，所以一般我们会枚举或推导出整式递推式的次数 s，然后

再求出该次数下阶数最小的整式递推式。

回顾定义，阶数 m 的整式递推式 {P0, P1, P2 · · · Pm} 满足对任意 m ≤ p ≤ n − 1 有∑m
k=0 ap−kPk(p) = 0，考虑设 Qi(x) = Pi(x + m)，它就满足对任意 0 ≤ p ≤ n − m − 1 有∑m
k=0 ap+kQk(p) = 0。假设阶数不超过 m0，我们记 tk,u = [xu]Qk(x)，就得到了 (m0+1)(s+1)

个变量。我们求出前 n ≥ (s + 2)(m0 + 1) 项，接下来取 0 ≤ p ≤ n − m0 − 1 列方程，就得

到了 n−m0 个方程。需要注意的是，原矩阵不满秩（将 {Q0,Q1,Q2 · · ·Qm} 均乘上一个常数

显然仍然满足条件），而我们实际需要的是一个 Qm , 0 的解，所以我们可以按 t0, t1 · · · tm0

的顺序作为主元消除，并给第一个自由元赋上非零值，取它所在的 tx 的 x 作为阶数。求出

{Q0,Q1,Q2 · · ·Qm} 后用二项式定理即可还原回 {P0, P1, P2 · · · Pm}，时间复杂度 O(n2ms)。

在随机数据的情况下，取足够大的 n 该算法就有很大概率求出正确的整式递推式。

2.3.2 求出一个整式递推数列的某一项

假设有一个整式递推数列 {a0, a1, a2 · · · } 满足一个阶数为 m 的整式递推式

{P0, P1 · · · Pm}，已知 a0, a1 · · · am−1，设这个整式递推式的次数为 d，考虑如何对于 n ≥ 0

求出 an。

首先假设 P0(x) 对 m ≤ x ≤ n 的整数 x 均不为 0（否则无法求 P0(x) 的逆，从而无法求

出 ax）。对 p ≥ m，我们有 ap = − 1
P0(p)

∑m
j=1 ap− jP j(p)。我们从前往后递推即可求出 an，时

间复杂度 O(nmd)（这里忽略了求逆元的复杂度）。

当 m 和 d 远小于 n 时，我们还有更加优秀的做法。考虑先求出
∏n

i=m P0(i)an，再除以∏n
i=m P0(i) 即可得到 an。

当 n ≤ m−1 时我们直接输出 an 即可，下设 n ≥ m，我们设 ui = {a j
∏i−1

t=0 P0(t+m)}i+m−1
j=i ，

那么 un−m+1 = {a j
∏n−m

t=0 P0(t + m)}nj=n−m+1，所以只需要求出 un−m+1 就求出了
∏n

i=m P0(i)an。

设 n′ = n − m + 1。

注意到 P0(p)ap = −
∑m

j=1 ap− jP j(p)，所以我们可以简单地用 ui 递推出 ui+1，考虑把这

种关系用矩阵刻画。设 M(i) 为一个满足 uiM(i) = ui+1 的矩阵，那么我们可取

M(i) =



0 0 ... 0 0 −Pm(i + m)

P0(i + m) 0 ... 0 0 −Pm−1(i + m)

0 P0(i + m) ... 0 0 −Pm−2(i + m)

... ... ... ... ... ...

0 0 ... P0(i + m) 0 −P2(i + m)

0 0 ... 0 P0(i + m) −P1(i + m)



11
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那么 un′ = u0

∏n′−1
i=0 M(i)，我们只需要能求出

∏n′−1
i=0 M(i) 即可。

考虑把 M(x) 当做一个以 x 为自变量的函数，返回一个 m × m 的矩阵，每个元素为次

数不超过 d 的多项式。考虑设一个阀值 S，我们求出
∏S−1

i=0 M(S x + i) 这一矩阵，它的每个

元素是次数不超过 dS 的多项式。我们求出这个矩阵在 x = 0, 1 · · · ⌊ n′−S
S ⌋ 处的取值（即每个

元素在这些位置取点值），相乘之后再乘上若干项零散的 M（
∏n′−1

i=S ⌊ n′
S ⌋

M(i)），我们就得到了

欲求的
∏n′−1

i=0 M(i)。

注意到我们并不需要多项式的每项系数，而只需要点值，所以考虑只进行点值

计算，而不还原成每项系数。设 Tw(x) =
∏w−1

i=0 M(x + i)，考虑对于某些 w 求出

Tw(0),Tw(S ),Tw(2S ) · · · Tw(dwS )。有了这 dw + 1 个点值，矩阵每个位置上的 dw 次多项

式就唯一确定了。欲求的即为 w = S 的情形。

考虑倍增 w 的值，假设有了 Tw(0),Tw(S ) · · · Tw(dwS )，考虑如何求出

T2w(0),T2w(S ) · · · T2w(2dwS )。注意到 T2w(x) = Tw(x)Tw(x + w)，所以我们只需要求出

Tw((dw+1)S ),Tw((dw+2)S ) · · · Tw(2dwS ) 和 Tw(w),Tw(w+S ),Tw(w+2S ) · · · Tw(w+2dwS )，

我们就可以直接相乘得到 T2w(0),T2w(S ) · · · T2w(2dwS )（这里是矩阵乘法）。

我们这里实际上需要做一个类似多项式平移的操作。考虑这样一个问题：假设对于 d

次多项式 h 我们已知 h(0), h(1) · · · h(d)，考虑如何求 h(k), h(1 + k) · · · h(d + k)。考虑进行拉

格朗日插值，对于每个 m ∈ [0, d] 我们有：

h(m + k) =
d∑

i=0

h(i)
d∏

j=0,i, j

m + k − j
i − j

=

 d∏
j=0

(m + k − j)


 d∑

i=0

h(i)
i!(d − i)!(−1)d−i

· 1

m + k − i


求

∏d
j=0(m + k − j) =

∏m+k
j=m+k−d j 只需要预处理 [k − d, k + d] 的前缀积，后面一部分是

一个卷积的形式，所以我们可以运用快速傅里叶变换在 O(d log(d)) 内完成这个过程。

我们考虑矩阵中的每个元素，我们令 H(x) 为 Tw(S x) 中的这一元素，那么就相当于给定

了 H(0),H(1),H(2) · · ·H(dw)，求 H(dw+1),H(dw+2) · · ·H(2dw) 和 H(w
S ),H(w

S +1) · · ·H(w
S +

2dw)，调用上面的过程即可。

由 Tw(0),Tw(S ),Tw(2S ) · · · Tw(dwS ) 求出 Tw+1(0),Tw+1(S ),Tw+1(2S ) · · · Tw(d(w + 1)S )

很容易，只需要添上缺少的项即可。那么我们类似快速幂不断倍增 w，就可以求出

TS (0),TS (S ),TS (2S ) · · · TS (dS 2)。

取 S 为满足 dS ≥ n′−S
S 的最小 S，我们有 S = O(

√ n
d )，由主定理可算出时间复杂度为

O
(√

nd (m3 + m2 log(nd))
)
。

当 P0 , 1 时我们还需要将求出的
∏n

i=m P0(i)an 除以
∏n

i=m P0(i)。
∏n

i=m P0(i) 也

可以类似地求，即考虑数列 a0 = 1, at = at−1P0(m + t − 1) (t ≥ 1)，an−m+1 即为∏n
i=m P0(i)。重新调用上述过程即可，由于阶数只有 1 不是复杂度的瓶颈。总的时间复杂

度就为 O
(√

nd (m3 + m2 log(nd))
)
。

12
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2.4 例题

� 例题 � 3. Chef and Same Old Recurrence 210

给定常量 K, A, B，定义递推数列 {ai}∞i=1 满足：
a1 = K

an = Aan−1 + B
n−1∑
i=1

aian−i (n > 1)

你需要求出 {a1, a2 · · · aN} 对 109+7 取模的值。由于输出规模较大，你只需要输出取模

后的值的异或和。

1 ≤ N ≤ 107，1 ≤ B,K < 109 + 7，0 ≤ A < 109 + 7。

设 a0 = 0，{ai}∞i=0 的生成函数为 g，那么由递推式不难得出 g = Kx + Axg + Bg2，所

以 g 在 K(x) 上是代数的，那么 g 就是微分有限的，从而 a 是一个整式递推数列。我们使

用节2.3.1中的方法即可求出递推式并进行递推，时间复杂度 O(N)。本题也有本质上相同的

初等推导方法，但是较为繁琐。

� 例题 � 4. Jump Jump Jump11

平面上有一只兔子，它从 (0, 0) 出发开始进行跳跃。有 k 个互不相同的向量

(dx1, dy1), (dx2, dy2) · · · (dxk, dyk)，每次兔子会从中均匀独立地随机选择一个，假设它现在

在 (x, y) 并选择了向量 (dxc, dyc)，它会跳到 (x + dxc, y + dyc)。

对于每个正整数 x，在平面上 (x, x) 的位置均有一个陷阱。一旦兔子掉进了陷阱，它就

出不来了。

兔子会不断地跳跃，直至掉入陷阱。给定正整数 n，对每个 [1, n] 的正整数 x 输出兔子

掉进陷阱 (x, x) 的概率。对 998244353 取模。

k 个向量互不相同，∀1 ≤ i ≤ n，dxi, dyi 均为 [0, 3] 的整数且 dxi, dyi 不同时为 0。

1 ≤ n ≤ 105，1 ≤ k ≤ 15，保证答案在模 998244353 意义下存在。

我们有如下定理：

定理 2.4. 若 F(s, t) 是一个关于 s 和 t 的有理形式幂级数（即一个可以表示为两个关于 s

和 t 的多项式的商的形式幂级数），那么 diag F =
∑

n xn[sntn]F(s, t) 为关于 x 的代数形式幂

级数。

该定理的证明较为复杂，可参见 [10] 定理 6.3.3。
考虑先求出 pt 表示假设没有陷阱，兔子可以无限地走下去，兔子到过 (t, t) 的概率。

设 G(s, t) = 1
k

∑k
i=1 sdxi tdyi，设 F(s, t) 表示兔子到过的位置的生成函数，即 [sxty]F(s, t) 表

10来源：Codechef JADUGAR2, 有改动
11来源：Grand Prix of Zhejiang, Problem J, 有改动
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示兔子到过 (s, t) 的概率，我们就有 F(s, t) =
∑∞

i=0 G(s, t)i = 1
1−G(s,t)。那么由上述定理，

diag F =
∑

n xn[sntn]F(s, t) 为关于 x 的代数形式幂级数，而 pt = [xt]diag F，所以由定理2.2，
p 为整式递推数列。我们使用动态规划求出 p 的前若干项并用节2.3.1中的方法解出这个整

式递推数列的整式递推式，即可递推出 p1, p2 · · · pn。

设 ht 表示兔子掉进陷阱 (t, t) 的概率，那么 pt−ht 的值即为如果无限走可以到达 (t, t)，但

实际上在此之前被别的陷阱困住的概率。假设它实际上被陷阱 (s, s) 困住，概率即为 hs pt−s，

所以我们有 ht = pt−
∑t−1

s=1 hs pt−s。设 P =
∑∞

i=1 xi pi，H =
∑∞

i=1 xihi，我们就有 H = P−HP，所

以 H = P
1+P。我们已知 P mod xn+1，所以我们使用多项式求逆求出 1

1+P mod xn+1，并把它乘

上 P mod xn+1 就得到了欲求的 H mod xn+1。多项式求逆和多项式乘法可以在 O(n log(n))
时间内计算 [4]。

� 例题 � 5. 简单计数12

求 n 个点的不同带标号有向无环图数量，其中每条边有 k 种颜色之一，图中的每个点

有不超过 1 条出边，且每个点的入边条数在集合 S 中。对 998244353 取模输出。

两个图不同当且仅当存在一条从某个点 a 到某个点 b 的有向边，它只在恰好一个图中

出现，或在两个图中都出现但颜色不同。

1 ≤ n ≤ 9 × 108，1 ≤ k ≤ 107，0 ∈ S ，S 集合中所有元素为 [0, 3] 的整数。

考虑所有 n 个点的带标号有根森林，其中每个点的儿子数量在 S 集合中，我们把每个

点的儿子向这个点连边，容易发现这与题目中所描述的有向图一一对应，那么我们要计数

的就是每个点的孩子个数在 S 中、每条边有 k 种颜色的 n 个点的带标号有根森林个数。

记 fn 为 n 个点的合法有根树个数，ga,n 为 n 个点的恰好由 a 棵树组成的合法有根森林

个数，hn 表示 n 个点的合法有根森林个数。对于一个数列 {a0, a1 · · · at}，我们定义它的指数

生成函数为形式幂级数 A(x) =
∑t

i=0 ai
xi

i!。设 { fn}∞n=0、{ga,n}∞n=0、{hn}∞n=0 的指数生成函数分别

为 F(x)、Ga(x) 和 H(x)。

由指数生成函数的有关知识（可参见 [12]） ，不难得出 Ga(x) =
F(x)a

a! ，F(x) =∑
t∈S xktGt(x) =

∑
t∈S

xkt F(x)t

t! ，H(x) =
∑∞

t=0
F(x)t

t! = eF(x)，而答案就是 n![xn]H(x)。由于

F(x) =
∑

t∈S
xkt F(x)t

t! ，F(x) 为代数形式幂级数，而 ex 微分有限，所以由定理2.2，H(x) = eF(x) 为

微分有限的，所以 {[xt]H(x)}∞t=0 为整式递推数列，由定理2.3，{t![xt]H(x)}∞t=0 也为整式递推数

列。我们用节2.3.1中的方法消元出整式递推式，再使用节2.3.2中的方法即可求出 n![xn]H(x)。

3 总结

线性递推数列和整式递推数列是两类非常常见的数列，在数学中有广泛的应用，但在

信息学竞赛中目前较不普及。本文介绍了这两类常见递推数列的定义、性质、有关算法和

12来源：2019 年集训队互测, 有改动
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应用，希望能帮助大家对此类问题有所了解，也希望更多有趣的此类问题能出现在信息学

竞赛中。

这一领域中仍有许多问题亟待解决，由于作者水平有限，希望本文能够起到抛砖引玉

的作用，吸引更多的读者来研究此类问题。
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浅谈图模型上的随机游走问题

成都市第七中学 王修涵

摘 要

随机游走问题是信息学竞赛中一类常见的问题，在实际生活中也有广泛的应用，例如

谷歌的网页排名算法。本文围绕这个问题，从网格图，稀疏图，一般图三个角度分别进行了

一定研究，介绍了几种解决这类问题常用的方法，并对比了它们在解决各种问题的优缺点，

希望读者遇到这类问题时有迹可循。

1 引言

在近年的算法竞赛中，随机游走问题的考察逐渐增多。这类问题变化繁多，解决方法

因题而异，常常让人难以下手。

本文主要从网格图、稀疏图、一般图三个角度进行探究，介绍了解决这类问题的各种

方法，并对比了它们在解决各种问题时的优缺点，希望读者遇到这类问题时有迹可循。

本文第二节将介绍随机游走问题的定义。第三节将介绍在网格图上的随机游走问题的

两种时间复杂度分别为 O(n
√

n) 和 O(n2) 的方法。第四节将介绍在稀疏图上对单一起点终

点求解随机游走问题的一种时间复杂度为 O(n2) 的方法。第五节将介绍在一般图上对所有

点对作为起点终点求解随机游走问题的时间复杂度为 O(n3) 的方法。第六节对这些方法的

优缺点进行比较。第七节总结全文。

2 定义

给定一张有向简单图 G = (V, E)（V = {v1, v2, · · · , v|V |} ）和起点 vs ∈ V ，终点 vt ∈ V ，

每条边 e = (vx, vy) 有正权值13 we，满足 ∀vx ∈ V \ {vt},
∑

(vx,vy)∈E w(vx,vy) = 1 ，且对于任意点

vx 都存在一条从 vx 出发到达 vt 的路径。有一枚棋子从起点出发，每秒从当前所在点 vx 以

wvx,vy 的概率选择出边 (vx, vy) 并走向 vy ，到达终点则停止，求期望花费时间14。

事实上，这个问题也可以写成矩阵的形式。定义矩阵 P ：

13若权值为 0 则可以认为这条边不存在。
14为了方便描述，本文中的定义与实际随机游走问题的定义略有不同。
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Px,y =

w(vx,vy) (vx, vy) ∈ E且x , t

0 (vx, vy) < E或x = t

要求的答案即为：

∑
k≥0

k × (Pk)s,t

其中 (Pk)s,t 表示走了 k 步第一次到达终点的概率。当图有限且所有点都能到达终点时，

由 P 的定义可以证明其特征值都小于 1 ，所以答案一定是收敛的。

为了方便描述，在本文中如无特殊说明，均用 n 代指 |V | ，m 代指 |E| 。
另外，在本文中，稀疏图指边数和点数同阶的图。

3 网格图

例题 1. Circles of Waiting15

有一枚棋子起始被放在平面直角坐标系的 (0, 0) 点。每秒棋子会随机移动。假设它当

前在 (x, y) ，它下一秒有 p1 的概率移动到 (x − 1, y) ，p2 的概率移动到 (x, y − 1) ，p3 的

概率移动到 (x + 1, y) ，p4 的概率移动到 (x, y + 1) 。保证 p1 + p2 + p3 + p4 = 1 。求期望

经过多少时间它会移动到一个离原点的欧几里得距离大于 R 的位置。

0 ≤ R ≤ 50, p1, p2, p3, p4 > 0 ，答案对 109 + 7 取模。

3.1 朴素做法

记 f (i, j) 表示在棋子在 (i, j) 时移动到一个离原点的欧几里得距离大于 R 的位置的期

望时间，转移方程为：

f (i, j) =

p1 f (i − 1, j) + p2 f (i, j − 1) + p3 f (i + 1, j) + p4 f (i, j + 1) + 1 i2 + j2 ≤ R

0 i2 + j2 > R

由于转移并不存在拓扑序，需要使用高斯消元求解。时间复杂度 O(R6) ，无法通过本

题。

3.2 直接消元法

注意到需要消元的方程的系数大多数都是 0 ，消元时只对值非 0 的位置进行计算就可

以降低复杂度 [1]。

15Tinkoff Internship Warmup Round 2018 and Codeforces Round #475(Div. 1), Problem E
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考虑消元的过程，将方程按照在坐标系中从上到下，同一层中从左到右的顺序进行消

元，将已经消元过的方程染成黄色，与黄色点相邻的点染成绿色，其余点染成黑色，如下

图：

接下来我们要对下一个绿色格子对应的方程进行消元。在这个方程中，只有绿色格子

和它下方的第一个黑色格子对应的变量系数可能不为 0 ；而只有绿色格子和它下方的第一

个黑色格子对应的方程中，当前格子对应的变量系数可能不为 0 。

注意到绿色格子只有 O(R) 个，所以单个方程消元的时间复杂度为 O(R2) 。一共只有

O(R2) 个方程，所以时间复杂度降低为 O(R4) ，可以通过本题。

3.3 主元法

方程和变量都有 O(R2) 个，如果能将规模缩小至 O(R) ，那么朴素的高斯消元就能通

过了。

将每行从左到右第一个格子对应的变量设为主元，共 2R + 1 个，设法将其他格子对应

的变量用关于这些主元的线性函数表示。从左到右逐列考虑，对于当前列的每个格子 (i, j)

，注意到 f (i, j), f (i − 1, j), f (i, j − 1), f (i, j + 1) 都是已知的关于主元的线性函数，将转移方

程移项，有：

f (i + 1, j) =
f (i, j) − p1 f (i − 1, j) − p2 f (i, j − 1) − p4 f (i, j + 1) − 1

p3

这样我们就能得到 f (i + 1, j) 关于主元的线性函数表示。如果 (i + 1, j) 已经离原点欧

几里得距离超过 R 了，则可以得到一个方程：f (i+1, j) = 0 。最终，我们会得到 2R+1 个

方程，对这些方程进行高斯消元即可。

在递推关于主元的线性函数的阶段，共有 O(R2) 个变量，递推单个变量需要花费 O(R)

的时间；之后，我们将问题的规模缩减到了 O(R) 。两部分的时间复杂度均为 O(R3) ，总的

时间复杂度也为 O(R3) ，可以通过本题。
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3.4 两种做法的对比

我们从多种方面对比两种做法：

从时间复杂度方面，主元法在网格图上的最坏时间复杂度为 O(n
√

n) （当网格图长和

宽都为 O(
√

n) 级别时时间复杂度最高），直接消元法在网格图上最坏时间复杂度为 O(n2) ，

主元法较优。

从精度方面，对于一些需要进行实数计算而不是取模的题目，直接消元法的精度优于

主元法。

从适用性方面，两种做法适用于不同的方面。

当网格图中存在障碍或者走某些边的概率为 0 时，对于每个障碍或者概率为 0 的边主

元法需要增加一个主元，当障碍或者概率为 0 的边的数量多于 O(R) 时，主元法的时间复

杂度会增加，而直接消元法的时间复杂度仍然不变。

但主元法还可以做类似于网格图的转移方程的消元，例如 f (i, j) = p1 f (i + 1, j) +

p2 f (i, j + 1) + p3 f (pre(i, j)) + 1 ，其中 pre(i, j) = (x, y)(x ≤ i, y ≤ j) 是问题给定的值，

而直接消元法的复杂度分析在这种模型中并不适用。

除此以外，网格图邻接矩阵行列式的计算，也不能使用主元法，只能用直接消元法来

优化时间复杂度。

综上，两种做法各有所长，需要根据具体题目分析采用不同的做法。

4 稀疏图

例题 2. Expected Value16

给定一张简单无向连通平面图 G = (V, E) ，有一枚棋子起始被放在 v1 ，每秒棋子会从

与当前点相连的边中等概率选择一条走到出边指向的点，求到达 vn 的期望时间。

n ≤ 2000 ，答案对 p 取模，p 是在区间 [109, 1.01 × 109] 内随机生成的一个质数。

一个结论是，平面图的边数和点数是同阶的。具体地，我们有：

定理 4.1. 一个 n(n ≥ 3) 个点的平面图，其边数 m 不超过 3n − 6 [2]。

由于本题的做法能拓展到任意稀疏图上，所以接下来的讨论只基于本题边数和点数同

阶这个条件，而不需要平面图的其他性质。

4.1 基础知识

� 定义 � 4.1. 所有满足 p(A) = 0 的多项式 p(λ) 称为矩阵 A 的零化多项式。

16Ildar Gainullin Contest 1, Problem E, 有改动
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� 定义 � 4.2. 记 In 表示 n 阶单位矩阵，定义一个 n × n 矩阵 A 的特征多项式为 p(λ) =

det(λIn − A) ，其中 det 表示一个矩阵的行列式。

不难发现，一个 n 阶矩阵 A 的特征多项式的次数不超过 n 。

定理 4.2. （凯莱-哈密顿定理 [3]）任意矩阵的特征多项式是它的零化多项式。

所以，一个 n 阶矩阵的次数最小的零化多项式的次数也不超过 n 。

4.2 求解原问题

注意到，期望走的时间 E(t) =
∑

i≥0 Pr[t > i] ，如果我们能求出走了 i 步还没有结束的

概率，对所有 i ≥ 0 求和即为答案。

记 f (i, j) 表示走了 i 步，当前停留在 v j ，且没有走到过 vn 的概率，那么有：

f (i, j) =
∑

(vk ,v j)∈E

f (i − 1, k)
degk

( j , n)

其中 degk 表示 vk 的度数。

注意到 f 的转移与 i 无关，可以认为一次转移是乘上了一个矩阵，即 fi+1 = fiM 。

由于 M 的最小零化多项式次数不超过 n ，所以 f 的最短递推式长度也不超过 n ，故

Pr[t > i] =
∑n−1

j=1 f (i, j) 的最短递推式长度也不超过 n 。我们可以在 O(nm) 的时间求出

Pr[t > 0],Pr[t > 1], · · · ,Pr[t > 3n] ，然后使用 Berlekamp-Massey 算法 [4]，在 O(n2) 的时间

内求解出 Pr[t > i] 的最短递推式。

考虑求一个 k 阶线性递推序列 a 的生成函数。不妨设 i ≥ i0 时 ai =
∑k

j=1 c jai− j ，记 a

和 c 的生成函数为 A(x) 和 C(x) ，那么 A(x) = A(x)C(x) + A0(x) ，其中 A0(x) 是由 i < i0
的项决定的。

回到原问题，由于我们能求出 Pr[t > i] 的最短递推式，则我们可以求出 C(x) 和 A0(x)

（定义与上一段相同），移项得 A(x) = A0(x)
1−C(x) 。我们要求的是

∑
i≥0[xi]A(x) ，不难发现这个值

就等于 A(1) ，将 x = 1 带入原问题求解即可。由于模数是随机质数，可以认为分母不会为

0 。

这样，我们就在 O(nm + n2) 的时间复杂度内解决了本题。由于点数与边数同阶，所以

本题中时间复杂度可以认为是 O(n2) 。

另外本题也有一个不同的做法，可以参见参考文献 [5]。

5 一般图

例题 3. Frank17

172018 ACM-ICPC Asia Nanjing Regional Contest, Problem F, 有改动
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给定一张简单强连通有向图 G = (V, E) ，对于所有 1 ≤ s ≤ n, 1 ≤ t ≤ n, s , t 回答下面

的问题：

有一枚棋子起始被放在 vs ，每秒棋子会从当前点的出边中等概率选择一条走到出边指

向的点，求到达 vt 的期望时间。

3 ≤ n ≤ 400 。

5.1 分析和转化

记 pi, j 表示棋子在 vi 时，选择出边 (vi, v j) 走到 v j 的概率，特别地，当出边不存在时

概率为 0 。记 fi, j 表示 vi 随机游走到 v j 的期望时间，特别地， fi,i = 0 。当 i , j 时，转移

方程为：

fi, j = 1 +
∑
1≤k≤n

pi,k fk, j

当 i = j 时，记 gi 表示从 vi 开始随机游走，第一次回到 vi 的期望时间，那么：

fi,i = 1 − gi +
∑
1≤k≤n

pi,k fk,i

为了方便观察，我们将转移方程写成矩阵的形式。记 P 表示这个图的转移矩阵，F 表

示答案矩阵，I 表示 n 阶单位矩阵，J 表示 n 阶全 1 矩阵，G 是一个 n 阶矩阵，满足 Gi,i = gi

，其他位置为 0 ，则：

F = J −G + PF

如果我们能求出 G，那么我们只需要解方程 [6]：

(I − P)F = J −G

5.2 G 的求法

� 定义 � 5.1. 定义一个 n 阶转移矩阵 P 的稳态分布 [7] 为一个 n 维向量 π ，满足
∑n

i=1 πi =

1, πP = π 。其中，π 每一维的值都在区间 [0, 1] 内。

我们很容易找出稳态分布的实际意义。如果某个时刻棋子有 πi 的概率停留在 vi ，则在

之后的任意时刻，棋子仍然满足这个概率分布。我们可以在 O(n3) 的时间通过高斯消元解

方程来求出 π ，那么 π 与 G 有什么关系呢？

定理 5.1. 对于任意 1 ≤ i ≤ n ，有 πigi = 1 。
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证明. 由 F = J −G + PF ，移项得：

G = PF + J − F

两边同时在左边乘上 π 有：

πG = πPF + πJ − πF

由 π 的定义有 πP = π ，故：

πG = πJ

所以：

πigi =
n∑

j=1

π j = 1

原命题得证。 □

所以，通过引入稳态分布，我们可以在 O(n3) 的时间内求解 G 。

5.3 求解原问题

在解方程的过程中，我们发现一个问题：(I − P) 并不满秩，不能通过乘逆矩阵的方法

求解。

� 定义 � 5.2. 定义一个有向图 G = (V, E) 的以 vr ∈ V 为根的有向生成树是 G 的一个子图

T = (V, A) ，满足：

1) 对于任意 vi , vr ，vi 的出度为 1 。

2) vr 的出度为 0 。

3) T 中不存在环。

引理 5.1. （有向图上的矩阵树定理 [8]）对于一个有向图 G ，记 D 表示其出度矩阵，即

Di,i = di,Di, j = 0(i , j) ，其中 di 表示 vi 的出度，记 A 表示其邻接矩阵，则其以 vr 为根的

有向生成树个数为 D − A 去掉第 r 行第 r 列后的行列式。

定理 5.2. 对于一个强连通图 G = (V, E) 的转移矩阵 P ，(I − P) 的秩为 n − 1 。
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证明. 因为对矩阵某一行乘上一个非零常数其秩不改变，所以我们将 (I − P) 的第 i 行乘上

vi 的出度，得到一个新的矩阵 L ，只需证明 L 的秩为 n − 1 即可。

由于 L 每行的和均为 0 ，对 L 的所有列向量求和，会得到零向量，即这些向量线性相

关，所以 L 的秩不为 n 。

不难发现 L 等于图 G 的出度矩阵减去其邻接矩阵，由引理 5.1 得 L 去掉第 i 行第 i 列

后行列式表示以 vi 为根的有向生成树个数。

由于 G 是强连通的，所以以任意点为根的有向生成树个数均不为 0 ，即 L 去掉第 i 行

第 i 列之后仍然满秩。

因为加上一列秩不会变小，所以 L 去掉第 i 行后所有行向量线性无关。故 L 的秩为

n − 1 。 □

回到原问题，考虑求解原问题中的方程。为了方便，我们将方程写成 AX = B 的形式，

其中 A, B 已知，需要求解 X 。由于 A 不满秩，解有无数个，我们首先求出一组特解。

将 A 和 B 一起做高斯消元。把 A 的前 n − 1 行消成只有主对角线和第 n 列有值的形

式，最后一行消成全 0 ，即下列形式：



1 0 0 · · · 0 a1

0 1 0 · · · 0 a2

0 0 1 · · · 0 a3

...
...
...
. . .

...
...

0 0 0 · · · 1 an−1

0 0 0 · · · 0 0


X =



b1,1 b1,2 b1,3 · · · b1,n−1 b1,n

b2,1 b2,2 b2,3 · · · b2,n−1 b2,n

b3,1 b3,2 b3,3 · · · b3,n−1 b3,n
...

...
...

. . .
...

...

bn−1,1 bn−1,2 bn−1,3 · · · bn−1,n−1 bn−1,n

0 0 0 · · · 0 0


令 Xn,i = 0 ，可以解出一组特解，记为 Y 。接下来我们需要将特解调整为真正的解。

注意到 Xi,i = 0 ，考虑组合意义有 Yi, j = 1 + Y j, j + Pi,kXk, j ，不难解出 Xi, j = Yi, j − Y j, j 。

最终，我们在 O(n3) 的时间复杂度内解决了这个问题。

6 比较和讨论

从时间复杂度方面，网格图上存在 O(n
√

n) 的主元法，在稀疏图上的算法则是 O(n2)

的，在一般图上，复杂度更高，为 O(n3) 。

从求解问题的角度方面，网格图上的算法能对图中所有点作为起点的情况求解，而稀

疏图上的算法只能对单个起点、单个终点的情况快速求解，一般图上的算法则是对所有点

对作为起点和终点的情况求解。如果网格图、稀疏图上的算法要对多个终点求解，或者稀

疏图上的算法要对多个起点求解，则需要花费额外的时间。

从适用范围方面，因为网格图是稀疏图的子集，而稀疏图是一般图的子集，所以网格

图上的算法适用范围最小，而一般图上的算法适用范围最大。
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从精度方面，由于 Berlekamp-Massey 算法的精度非常差，所以在实数计算的题目中，

一般不能使用稀疏图上的算法，而网格图和一般图上的算法都是可以选用的。

综上所述，几种算法各有优劣，使用哪种算法往往因题而异，选手求解这类问题时，应

该分析题目性质后选择最适合该题目的方法。

7 总结

本文研究了图模型上的随机游走问题，分别在网格图、稀疏图、一般图上介绍了几种

不同的算法。注意到这些算法大多是基于矩阵的基础上讨论的，这说明矩阵是解决随机游

走问题的一种有力工具。对于随机游走问题，转化成矩阵形式后，往往就能更好下手解决

问题了。

同时，本文中提到的算法不仅能用在随机游走上，还能在别的问题上给我们一些启发：

网格图中的直接消元法启发我们对于一些有特殊性质的稀疏矩阵，可以通过一些剪枝来降

低复杂度；主元法可以用于一类解方程问题；稀疏图中提到的算法则启示我们利用线性递

推求解一些矩阵相关的问题；一般图中的稳态分布是解决马尔科夫链相关问题的有力工具，

它还有很多性质值得我们发掘。

事实上随机游走问题还有很多值得研究的地方，希望本文起到抛砖引玉的作用，吸引

更多的读者来研究这一类问题。
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《小水题》命题报告

南京外国语学校 杨骏昭

摘 要

本文介绍了作者命制的候选队互测第五场的第三题。这是一道以维护水槽的水位变化

为背景的一道数据结构题。此题需要先将水位变化这个物理模型转化为易于维护的数学模

型，然后再使用数据结构技巧优化并解决问题。

1 题目大意

1.1 题目描述

有 n 个底面积相同的水槽排成一排，相邻两个水槽共用一个隔板，第 i 个水槽与第 i+1

个水槽之间的隔板高度为 bi 。最左边与最右边的隔板高度可以视为无限大。初始时所有水

槽是静止的，第 i 个水槽初始水位是 ai 。你需要维护以下两种操作：

• 给定 x 和 h ，在第 x 个水槽和第 x + 1 个水槽之间的隔板的高度 h 处钻一个小孔。

这之后一些水槽的水位会发生变化，你应该一直等到这些水槽恢复静止。

• 给定 x ，询问此时第 x 个水槽的水位。

1.2 输入格式

从标准输入读入数据。

第一行两个整数 n, q ，分别表示水槽数和操作数。

第二行 n 个由空格隔开的实数 ai ，表示初始水位。

第三行 n − 1 个由空格隔开的实数 bi ，表示初始隔板高度。

接下来 q 行每行描述一个操作。

1 x h 表示第一种操作，保证 1 ≤ x < n 。注意 h 是实数。

2 x 表示第二种操作，保证 1 ≤ x ≤ n 。

输入中出现的所有实数最多有七位小数。
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1.3 输出格式

输出到标准输出中。

对于第二种操作，每一行输出答案。

最后一行输出 n 个空格隔开的实数，表示操作结束后的每个水槽的水位。

绝对误差在 10−7 内即可接受。

1.4 提示与附加说明

在这题中，我们使用一个理想模型。即我们假设水的体积不变，并且忽视水的表面张

力、摩擦力等。你可以认为钻孔之后的水位变化是符合生活常识的。你可以认为，对于两个

相邻的水位 ai, ai+1 ，以及它们之间隔板存在一个高度为 h 的小孔（或初始隔板高度为 h ），

如果有 ai > h, ai > ai+1 ，那么将会有水从 i 流向 i + 1 。对称地，如果有 ai+1 > h, ai+1 > ai

，那么将会有水从 i + 1 流向 i 。水从 x 流向 y 是指 ax 不断减少，ay 不断增加，并且保持

它们的和不变。

1.5 限制与约定

对于所有数据，1 ≤ n, q ≤ 100000, 0 ≤ ai, h ≤ 100 ，对于 1 ≤ i < n�有bi ≥ max(ai, ai+1) 。

输入中出现的所有实数最多有七位小数。

• 子任务 1（1 分）：1 ≤ n, q ≤ 10 ；

• 子任务 2（10 分）：1 ≤ n, q ≤ 300 ；

• 子任务 3（10 分）：1 ≤ n, q ≤ 2000 ，对于 i > 1 ，满足 ai = 0 ；

• 子任务 4（10 分）：1 ≤ n, q ≤ 2000 ；

• 子任务 5（30 分）：对于 i > 1 ，满足 ai = 0 ；

• 子任务 6（39 分）：无特殊限制。

时间限制：4s
空间限制：1024MB
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2 解法分析

2.1 算法一

这是一道数据结构题。首先考虑按照题意直接模拟。题目需要维护水从高处往低处流

的过程。但是不同于一般的数据结构题，事情并没有这么简单。因为题目的描述并不是程

式化的语言，所以我们需要先建立起模型。

由于隔板只与它的初始高度和钻孔高度的最小值有关，所以下文中将隔板高度（也就

是 bi ）直接视为这个最小值。

题目中的提示已经给出了一种可能的模型。每次只考虑相邻的两个水槽，如果它们处

于不平衡状态，那么就将它们调整为平衡状态，直到不存在两个相邻的不平衡的水槽为止。

这个模型并不易于维护。考虑如果有三个水槽，水从第一个水槽流向后两个水槽，最

终三个水槽水位都应该相同，但是由于每次只调整相邻两个水槽的水位，无法在有限步内

使它们水位相同，这个过程可能会无限地进行下去。但是由于我们并不需要准确答案，只

需要保证九位精度（包含个位和〸位，以及小数点后的七位）即可，所以我们可以在两个高

度〸分接近时不继续做下去。于是我们就有了算法一：

算法一：设置 eps = 10−8 。对于任意 1 ≤ i < n ，我们称它为不平衡状态当且仅当

ai ≥ max(bi, ai+1) + eps 或 ai+1 ≥ max(bi, ai) + eps 。对于每次修改，我们不断找出不平衡

状态并进行调整，直到没有不平衡状态为止。如果是 ai ≥ max(bi, ai+1) + eps ，那么变化水

量就为 min(ai − bi,
ai−ai+1

2
) ，否则变化水量就是 min(ai+1 − bi,

ai+1−ai

2
) 。

算法复杂度： O(q ×与精度有关的大常数)

期望得分：可以通过子任务一。期望得分 1 分。

2.2 算法二

我们需要一个时间复杂度与精度无关的多项式时间的算法。我们可以观察出一些性质：

• 每次修改隔板高度后，考虑与隔板相邻的两个水槽的水位，水只会从高处往低处流。

所以要么什么都不发生，要么水从左往右流，要么水从右往左流。

• 水从左往右流与水从右往左流是对称的。下文分析性质时将不妨设水是从左往右流

的，而讨论如何维护信息时再考虑两个方向的影响。

算法一主要问题在于无法解决多个水槽的平衡问题。我们考虑改进算法一。我们称一

段区间 [l, r] 是连通的当且仅当同时满足下列三个条件：

• 1 ≤ l ≤ r ≤ n

• 对于 l ≤ i ≤ r ，满足 ai = al 。
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• 对于 l ≤ i < r ，满足 bi < max(ai, ai+1) 。

注意到当水位发生变化时，连通器内每个水槽的水位是一起变化，即增加和减少同样

体积的水。我们基于连通区间设计出算法二：

算法二：我们将上一个做法中考虑两个相邻的水槽改为考虑两个相邻的连通区间，然

后让水从高处往低处流，直到连通的条件被破坏或他们之间不再存在高度差。具体实现中

我们需要支持：

• 合并两个连通区间。

• 将一个连通区间分裂为两个连通区间。

• 对连通区间实行整体加减。

• 询问连通区间内的隔板高度的最大值。

算法复杂度：容易发现每次调整后处于高处的连通区间的左端点或右端点至少会往右

移一位，所以每次操作后只需要调整 O(n) 次。所以每次修改操作复杂度为 O(n×调整复杂度)

。

根据实现的不同，每次调整的时间复杂度可以做到 O(n) 或 O(log n) 或 O(1) 。这里

O(1) 可以用单调队列实现，并且每次修改操作需要额外的 O(n) 复杂度。总时间复杂度可

以做到 O(qn2) 或 O(qn log n) 或 O(qn) 。

期望得分：根据实现的不同，可以通过前两个子任务或通过前四个子任务，期望得分

11 到 31 分。

2.3 算法三

算法二连通区间的总合并或分裂次数可以达到平方级别，无法通过后两个子任务。注

意虽然算法二中仍然存在冗余操作（考虑一个水槽呈阶梯状，左方的水可能会顺着阶梯流

下去直到右下方，而中间的那些连通区间并没有发生改变），但是我们可以构造方案使得每

次操作要么合并 O(n) 个连通区间，要么将一个连通区间分裂为 O(n) 个连通区间，也就是

说存在一种方案使得相邻两次操作的连通区间个数的差的绝对值之和达到平方级别。

我们用另一个角度思考问题。可以发现如果在一次操作中按时间维护水槽的变化情况

将会〸分麻烦，我们考虑如何直接算出变化后的结果。

经过冷静分析后，有以下三种情形需要处理：

一、水流走后留下了一段“阶梯”。
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二、水流经过时填满了一些“坑”。

三、水流下来被隔板挡住，形成了“湖”。

我们可以将整个变化过程按照三个图分为三个阶段。假设我们将第 x 个水槽与第 x+1

个水槽之间的隔板高度修改为了 b′x 。设 h = max(b′x, ax+1) 。此时水从左往右流需要满足

ax > h 。

• 第一阶段：假设第 x +1 个水槽的水位是负无穷，我们要计算出有多少水会流走。注

意只有连通区间内的水位会产生变化。我们设连通区间的左端点为 l 。设流走的水的

体积为 V 。(参考图 1）

• 第二阶段：假设 V 体积的水从第 l 个水槽往右流，找到一个最大的 r ，使得填满 l

到 r 的坑所需的体积小于等于 V 。（参考图 2）

• 第三阶段：设填坑剩下的水的体积为 V ′ 。我们需要将剩下来的水填入靠右的几个水
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槽。相当于找到一个 h′ ，使得 [l, r] 区间中所有水位小于 h 的水槽填补到 h′ 的水位

所需要的体积恰好为 V ′。（参考图 3）

注意这三个阶段不仅需要查询，同时也需要修改水位。虽然这几个阶段中的操作看起

来有点难优化，但是仔细思考后发现他们有着相似之处。我们考虑下面这个操作：

对于一段区间 [l, r] ，设 FL(l, r, h) =
∑r

i=l max(maxr−1
j=i b j, h) 。对称地，设 FR(l, r, h) =∑r

i=l max(maxi−1
j=l b j, h)。令 ML(l, r, h) 表示这样一个修改操作：对于 l ≤ x ≤ r ，令 ax =

max(maxr−1
i=x bi, h)。对称地，MR(l, r, h) 表示这样一个修改操作：对于 l ≤ x ≤ r ，令 ax =

max(maxx−1
i=l bi, h)。

如果考虑将这个隔板高度的后缀 max（或前缀 max）在图中表示出来的话，这个类似

轮廓线一样的东西我们称之为轮廓，轮廓线的水位和，也就是轮廓线下的水的体积和称为

这个区间的轮廓水位。这个函数的实际意义是（以 FL 为例），假设区间内初始没有水，区

间两侧隔板高度为无限大，我们往最左侧的水槽中缓慢加水，直到最右侧的水位到达 h 后

所需的水的体积。

此时三个阶段的过程就可以用轮廓水位来形式化地描述了。我们用 S UM(l, r) 来表示

[l, r] 第 l 个水槽到第 r 个水槽的水位和。

• 第一阶段：求出连通区间的左端点 l 。计算出 V = S UM(l, x) − FL(l, x, h)。执行

ML(l, x, h) 操作。

• 第二阶段：找到一个最大的 r ，使得 FL(l, r, ar) − S UM(l, r) ≤ V ，令 V ′ = V −
FL(l, r, ar) + S UM(l, r) 。执行 ML(l, r, ar) 操作。

• 第三阶段：找到一个最大的 h ，使得 FL(l, r, h)− S UM(l, r) ≤ V ′ 。执行 ML(l, r, h) 操

作。

这里第三阶段使用了 FL 函数关于 h 的单调性，即对于 h ≤ h′ ，有 FL(l, r, h) ≤ FL(l, r, h′)

。

我们发现可以把这三个过程优美地合并成一个过程：

• 求出连通区间的左端点 l 。找出最大的 r ，再找出最大的 h ，使得 FL(l, r, h) ≤
S UM(l, r) 。然后执行 ML(l, r, h) 。

注意这里必须先保证 r 最大，再保证 h 最大，不然会出现不平衡状态。而这里 FL 函

数还有一个单调性，也就是关于 r 的单调性，即对于 r ≤ r′ ，有 FL(l, r, ar) ≤ FL(l, r′, ar′) 。

我们发现如果我们可以找到一个支持快速询问 FL、FR，支持快速进行 ML、MR 操作

的数据结构，只需要两个二分就可以解决问题了！

算法三：使用上文提到的方法。O(n) 暴力求解 FL、FR，暴力修改 ML、MR。
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算法复杂度：由于每次修改操作需要二分，所以复杂度 O(qn log n) 。注意第三阶段的

二分可以直接对值域二分，也可以用它是分段函数的性质按这个区间内的水位二分。如果

是前者复杂度分析中的 O(log n) 可能要变为 O(二分值域次数) 。为了避免精度误差，这个

二分次数应该足够大（60 左右）。（注意之后算法的复杂度分析中也存在这个问题）

期望得分：可以通过前四个子任务。期望得分 31 分。

2.4 算法四

特殊性质部分满足初始只有第一个水槽中有水。我们发现这部分子任务有一个优美的

性质：a 数组是不增的，也就是对于任意 1 ≤ i < n ，有 ai ≥ ai+1 。这个结论可以由我们最

开始的模型得来，调整两个相邻的水槽时，它们的相对大小不会发生改变，所以若初始时

满足这个性质，以后一定都满足这个性质。

我们还可以发现有水的区间一定只有前 K 个，并且对于任意 1 ≤ i < K ，一定有 ai ≥ bi

。我们经过冷静分析发现之前的三个阶段可以化简为：

• 第一阶段：求出连通区间的左端点 l 。计算出 V = S UM(l, x) − FL(l, x, h) 。执行

ML(l, x, h) 操作。

• 第二阶段：找到一个最大的 h ，使得 FL(l, r, h)− S UM(l, r) ≤ V ′ 。执行 ML(l, r, h) 操

作。若 h 大于 bK ，我们将 K 增加一，然后对 bK 进行修改，重复这个过程。

而由于这里的第二阶段满足 a 数组递减，且对于任意 l ≤ i < r ，一定有 ai ≥ bi （其实

这个性质在上文中第三阶段中也照样存在），所以这里的 FL 可以直接二分计算，即计算大

于 h 的和与小于 h 的个数。

这里还有一种更简单的做法。由于水的总体积 V 固定，我们可以不维护真实的水位。我

们只需要知道最右边的水槽是哪个以及最右边水槽的高度即可推算出所有水槽的水位。我

们考虑只维护隔板高度，查询时再找出最右边有水的水槽 r 与最右边水槽的水位 h 。由于

上文提到的单调性，我们只需要求出：

• 找出最大的 r ，再找出最大的 h ，使得 FL(1, r, h) ≤ V 。

这样我们只需要支持 FL 操作即可。但是我们下文仍介绍一个接近标算的做法，即如

何维护 FL、FR、ML、MR。

我们发现我们需要维护的是区间信息与区间操作，不难想到使用线段树。

首先线段树肯定需要维护区间内水位和。我们还需要支持这段区间对于任意 h 的 FL
和 FR 函数的快速询问，以及对于任意 h 的 ML 和 MR 的修改，我们无法使用传统的线段

树解决问题。
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我们考虑线段树节点 [l, r] 维护 [l, r] 的水槽信息，以及中间的 r − l 个隔板信息。假设

儿子节点已经可以维护水位 SUM，隔板 MAX，FL 与 FR 操作。设 m = ⌊ l+r
2
⌋ ，那么 [l, r]

的儿子节点为 [l,m] 和 [m + 1, r] 。记 HMAX(l, r) = maxr−1
i=l bi 。

我们发现 FL(l, r, h) = FL(m+1, r, h)+FL(l,m,max(h,max(HMAX(m+1, r), bm))) 。直

接递归算下去是 O(r − l) 的，但是如果能只选择一边递归算下去即可做到 O(log(r − l)) 。

若 h ≥ HMAX(m+1, r) ，那么有 FL(m+1, r, h) = (r−m)h ，此时只要递归算另一边就

行了。若 h < HMAX(m+1, r) ，注意到此时必须要快速算 FL(l,m,max(h,max(HMAX(m+

1, r), bm))) ，而 max(h,max(HMAX(m + 1, r), bm)) = max(HMAX(m + 1, r), bm) ，这是一个

与 h 无关的常数。所以我们需要在线段树节点中记录 FL(l,m,max(HMAX(m + 1, r), bm)) 。

而维护这个值需要调用子节点的 FL 函数，不过只要子树内所有节点都维护了这个值，那

么任意 FL 函数就都可以在 O(log n) 内算出。

考虑如何进行修改。注意到 ML 和 MR 操作本质是一个区间的修改操作，所以标记互

相之间不兼容，可以直接覆盖，无需考虑合并标记。我们对线段树打 ML 或 MR 标记时同

时记录参数 h 的值。打标记时考虑快速修改区间信息，注意到更新水位 SUM 只需要查询

FL 和 FR 函数即可。这种标记也很容易下传。

我们获得了一个能支持水位和、支持 FL、FR、ML、MR 操作的线段树。由于它的

update 函数（合并左右儿子信息）与 pushdown 函数（标记下传）以及单个区间的 FL、FR、

ML、MR 操作都是 O(log n) ，所以对于任意区间操作的复杂度是 O(log2 n) 。

算法四：使用上文提到的方法。O(log2 n) 求解 FL，修改 ML。也可以直接用 FL 询问

最右水槽及最右水槽水位。

算法复杂度：由于每次修改操作需要二分，所以复杂度 O(q log3 n) 。如果第二阶段中

将二分改为在线段树上二分，可以将复杂度降到 O(q log2 n) 。

期望得分：可以通过前五个子任务（需要注意常数问题）。期望得分 31 到 61 分。

2.5 算法五、算法六

其实算法四中的数据结构已经可以用来解决整个问题了。但是我们还剩下一个问题：

• 求出连通区间的左端点 l 。找出最大的 r ，再找出最大的 h ，使得 FL(l, r, h) ≤
S UM(l, r) 。

算法五：使用上文提到的方法。O(log2 n) 求解 FL、FR，修改 ML、MR，O(log3 n) 进

行二分 + 线段树上查询 FL、FR。

算法复杂度：总复杂度 O(q log3 n) 。

期望得分：可以通过所有子任务。（需要注意常数问题）期望得分 31 到 100 分。

这里找出最大的 h 可以仿照上文的算法做到 O(log2 n) 。关键在于如何找出最大的 r

。直接二分是 O(log3 n) 的。我们发现它本质要求任意区间右边接一个线段树节点，询问
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新区间的 FL 或 FR 函数。我们可以考虑直接新建一个线段树节点存储这个新区间的区间

信息，注意每个节点需要存储它的左右儿子。我们发现合并两个区间后询问 FL 和 FR 仍

然是 O(log n) 的，于是我们在线段树上二分时维护这个合并出的新节点即可将复杂度降到

O(log2 n) 。

算法六：使用上文提到的方法。O(log2 n) 求解 FL、FR，修改 ML、MR，O(log2 n) 进

行线段树上二分。

算法复杂度：总复杂度 O(q log2 n) 。

期望得分：可以通过所有子任务。期望得分 100 分。

2.6 其他算法

由于本题的特殊性质，还有一些其他的算法未讨论，这里就略提一下。

算法七：暴力模拟时将水一格一格推进，维护一个单调队列。

算法复杂度：总复杂度 O(nq) 。

期望得分：可以通过前四个子任务。期望得分 31 分。

算法八：上文中三个阶段中的第二阶段，可以直接进行暴力修改，当线段树节点区间

内值单调时直接进行区间赋值操作。可以证明访问节点个数均摊 O(log n) ，但是由于线段

树 pushdown 操作需要 O(log n) ，所以总复杂度不变。

算法复杂度：总复杂度 O(q log2 n) 。

期望得分：可以通过所有子任务。期望得分 100 分。

3 测试数据设置

这题共 82 个测试点。共 11 种不同类型的随机数据，3 种满足特殊性质的数据，以

及 4 种构造数据。其中构造数据兼顾了测试时间复杂度与算法精度。最终数据由使用 long
double 的标程生成答案。

这里只提一下某种对于精度要求非常高的数据的构造方法。

设 m 为一个参数（约为 n 的三分之一），设 S =
∑m

i=1 i 。由于本题输入中所有数字扩

大 107 倍后都为整数，所以下文中直接用整数来表示扩大后的数。

将整个水槽分为三部分，第一部分负责提供水，第二部分是一个阶梯，第三部分负责

接收水，第二部分水位高度依次递减。每一部分恰好 m 个水槽，并且设地平线为 S。

初始第一、二部分水位与隔板高度相同，第三部分没有水。每次将第一部分最右边的隔

板高度降低恰好 S ，再将第三部分最左边的隔板降低到 S。保证这 S 体积水在第一次操作

后会将第二部分水槽填平，第二次操作后会全部流入第三部分最左边的水槽内的地平线下，

并且不留下坑。每次修改后询问第三部分的最左边的水槽的水位。
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最后说一下为什么本题要求值域小于 100 ，并且要求七位绝对误差。首先我们可以改

变水槽的隔板高度，对水位进行类似取出小数部分的操作，所以此时使用绝对误差或相对

误差比较是本质相同的。而由于初始水量不变，如果有维护相同水位的连通块的算法，值

域小的话就无法方便地构造出连通块数量变化大的数据，所以作者选择了使用比较九位有

效精度。而这对于 double 来说精度要求相对较高，实现程序时应尽量使用误差小的浮点数

运算方法。

4 难度估计

第一个子任务只需要简单的分析与模拟，预计做了这道题的选手都可以通过。

第二个子任务选手需要一些思考即可通过，预计 80% 的选手都可以通过。

第三、四个子任务选手需要对暴力算法进行简单的优化，或直接使用效率高的暴力算

法，预计 60% 的选手都可以通过。

第五个子任务选手需要对这题进行深入地分析与研究，在仔细思考后得出做法，具有

一定的思维难度。代码难度一般。预计 40% 的选手都可以通过。

第六个子任务选手需要对这题进行进一步地分析、研究、优化，代码难度较高。预计

20% 的选手可以通过。

本题除了具有思维难度、代码难度外，还要求选手对浮点数运算的精度误差进行仔细

地分析与处理。若选手没有对操作进行仔细地分析，可能还会得出较复杂的做法。总体来

说这题难度较高。

5 总结

这道题最后使用的线段树不同于普通的线段树。普通的线段树的每个节点本质是维护

了信息的集合，每个节点的信息可以单独取出。而本题的线段树不仅维护了信息的集合，它

还依靠二叉树形成了一个递归结构，对一个节点无论修改还是查询都要依赖于它的子节点。

而我们在查询有特殊需要的时候还可以取出若干个节点形成一个二叉树外的递归结构，这

与可持久化线段树的思想有些类似。

这道题正解所需要的知识只涉及了线段树，但是却考察了选手的模型转化能力、思维

能力、问题分析能力、代码能力。虽然这是一道数据结构题，但是不同于传统的数据结构

题，不仅考察了选手对数据的处理能力，对思维也有较高的要求。这道题并没有考察选手

没有认真研究过、或者没有完全掌握的数据结构，而是考察了我们选手最了解的、最基础

的、NOIP 选手都会用的线段树，这说明了一道好题并不需要依靠冷门的数据结构或知识，

或者单纯依靠庞大的代码量来提高它的门槛。出题人希望通过这道题起到一个抛砖引玉的

作用，希望能看到大家想出更多样、更有趣的数据结构题。
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浅谈图的点着色问题

广东省中山市中山纪念中学 高嘉煊

摘 要

本文将介绍图着色问题中的重要内容—点着色问题。点着色问题有两个重要的部分：色

数与色多项式。本文会介绍关于色数的相关定理以及一些用于判断 k-可着色以及求图的色

数的实用算法；同时，本文会介绍计算图的色多项式的删除收缩算法，并提出此算法在稀

疏图和稠密图上的优化。

引言

图着色问题作为图论中的重要内容，从古至今一直是人们乐于研究的热门问题，如广

为人知的四色定理。同时，图着色在调度问题，寄存器分配以及规划问题上有着重要的应

用。

图着色问题有几种类型：点着色、边着色以及一些其他的着色问题，其中点着色问题

是图着色问题中〸分重要的一种。虽然在信息学竞赛中，也有着与点着色相关的问题，如

计算一个图的色数，计算一个图的 k-着色数，但是这一类的题目的数据范围往往很小，通

常是使用集合幂级数18作为标准解法。因此，作者就点着色问题进行了更深入的研究，希望

能让点着色问题得到更多人的关注。

本文分成三部分：

在第一部分中，本文将给出文中将用到的一些记号以及定义。

在第二部分中，本文将围绕点着色问题中的色数给出相关的定理以及实用的算法。

在第三部分中，本文将介绍计算图的色多项式的删除收缩19 算法，并给出作者关于此

算法所做的优化。

1 定义与约定

为了方便描述，以下给出一些定义。

18详情参见国家集训队 2015 论文集吕凯风的《集合幂级数的性质与应用及其快速算法》
19原文为：Deletion-Contraction Algorithm
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如果没有特殊说明，本文中的图均指无重边无自环的无向图。

对于 G = (V, E)，本文中将使用 n = |V | 来表示点集 V 的大小，用 m = |E| 来表示边集

E 的大小。

定义 1.1. （点着色）点着色指的是在一张无向图 G = (V, E) 中，给每个节点 x 分配一个

颜色 c(x)，使得着色方案满足 ∀(u, v) ∈ E, c(u) , c(v)。

定义 1.2. （合法 k-着色方案）在无向图 G 中一种使用不超过 k 种颜色的着色方案被称作

合法 k-着色方案；如果无向图 G 存在 k-着色方案，那么称 G 为可 k-着色的。

定义 1.3. （独立集）无向图 G = (V, E) 的一个独立集定义为 V 的一个子集 S ，满足 S 中

的节点两两不相邻。形式化地，I 是 G 的一个独立集，当且仅当 I ⊆ V 且 ∀u, v ∈ I, (u, v) < E

推论 1.1. 在无向图 G 的一个合法 k-着色方案中，任意一种颜色的节点集合都为 G 的一个

独立集。

定义 1.4. （双连通图）定义无向图 G 是双连通的，当且仅当去掉 G 中任意一个节点之后，

G 仍然是连通的。

定义 1.5. （双连通分量）无向图 G 的一个双连通分量定义为 G 中的一个极大双连通子图；

G 中任意两个不同的双连通分量只包含至多一个相同节点，这样的节点被称为割点，一个

双连通图中不存在割点。

定义 1.6. （导出子图）在无向图 G = (V, E) 中，对于点集 S ⊆ V，S 在 G 上的导出子图

定义为由 S 中的节点以及 E 中两端都是 S 中节点的边组成的子图，记作 G[S ]。

定义 1.7. （团）一个无向图 G = (V, E) 是团当且仅当 V 中任意两个不同的节点之间都有

边相连，形式化地，G = (V, E) 是团当且仅当 ∀u, v ∈ V,(u, v) ∈ E；用 Kn 表示一个大小为 n

的团。

定义 1.8. （最大团与团数）无向图 G = (V, E) 的最大团，定义为一个最大的 V 的子集 S ，

使得 S 在 G 上的导出子图是团；同时，G 的最大团的大小被称为 G 的团数，记作 ω(G)

定义 1.9. 在无向图 G = (V, E) 中，用 ∆(G) 表示 G 中的最大度数，用 ∆(x) 表示节点 x

的度数。

为了方便描述，在本文中，将使用正整数对不同的颜色进行编号，在一种 k-合法着色

方案中，用 1..k 对这些颜色编号。
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2 色数

2.1 定义

定义 2.1. （色数）定义无向图 G 的色数为一个最小的正整数 k，满足 G 是可 k-着色的；G

的色数也被记作 χ(G)。

2.2 色数的界

关于色数 χ(G) 的界存在着许多有趣的定理以及结论，这里给出其中一些基本的结论。

结论 2.1. 在无向图 G = (V, E) 上，色数不小于团数，即 χ(G) ≥ ω(G)。

结论 2.2. 在无向图 G = (V, E) 上，χ(G)(χ(G) − 1) ≤ 2m。

证明. 对于 G 的一个着色方案，如果存在两种颜色 p, q，使得不存在 (u, v) ∈ E 满足 u 的

着色为 p 且 v 的着色为 q，那么将所有颜色为 p 的点的颜色替换成颜色 q，得到的着色

方案仍然是合法的。进而可以说明，在一个 χ(G)-着色方案中，边数至少为 χ(G)(χ(G)−1)
2

，即

χ(G)(χ(G) − 1) ≤ 2m，证毕。 □

2.3 贪心着色

通过以下贪心着色算法，我们可以认识到 χ(G) ≤ ∆(G) + 1。

贪心着色算法的算法流程如下：

首先，选择一个序列 a，序列 a 是 G 中所有节点的一个排列，并且所有节点初始被设

置为未着色的。

然后，按照从前到后的顺序，枚举 a 中每个节点，对于节点 x，记 c 为编号最小的满

足此时与 x 相邻的节点中没有节点的着色为 c 的颜色，使用颜色 c 对节点 x 进行着色。

容易知道，每个节点的颜色编号必定小于等于与之相邻的点中排在它前面的点的数量

加一。

按照上述过程，即可得到一个使用的颜色数不超过 ∆(G) + 1 的着色方案。

举个例子，如下图中，着色序列为 [b, e, c, a, d]，红/黄/蓝/绿色的颜色编号分别为 1, 2, 3, 4：
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以上的贪心着色也被称为序列着色算法，选择的序列 a 对于算法的结果起到了至关重

要的作用。

2.4 平面图

定义 2.2. （平面图）无向图 G 是平面图，当且仅当可以将 G 画在平面上，使得所有边只

在节点处相交。

在平面图的点着色问题中，四色定理占据着极其重要的地位，其内容是：

定理 2.1. （四色定理）任意平面图都存在合法 4-着色方案。

由于四色定理不是本文的重点，故不在此花费过多篇幅介绍。

下面给出求平面图 6-着色方案的方法，首先有结论：

结论 2.3. 平面图中至少存在一个点的度数不超过 5。

请读者自行证明。

有了这个结论之后，不难得到一个对平面图 G = (V, E) 求平面图 6-着色方案的算法：

先找到图中一个度数不超过 5 的节点 x，在 G − x 中求出合法的 6-着色方案后，找到 x

相邻的节点中没有被使用的编号最小的颜色 c，使用颜色 c 对 x 进行着色，如此即可求得

一个合法 6-着色方案。

2.5 弦图

定义 2.3. （弦图）无向图 G 是弦图，当且仅当对于所有 G 中的大小超过 3 的环 C，环 C

上都存在两个在环上不相邻的节点之间有边相连（这条边也被称作弦）。
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定义 2.4. （完美消除序列）弦图 G = (V, E) 中的一个完美消除序列定义为一个由 V 中所

有节点排列而成的序列 P，其满足对于所有节点 v，与 v 相邻的节点中在序列 P 中排在 v

后面的所有节点与 v 在 G 上的导出子图是一个团。

在弦图 G = (V, E) 中，将 G 的完美消除序列翻转得到序列 P，根据序列 P 执行 2.3 节

中的贪心着色算法，即可得到一个合法 ω(G)-着色方案，由于对于任意图 χ(G) ≥ ω(G)，那

么可以知道，对于任意弦图 G = (V, E) 都有 χ(G) = ω(G)。

2.6 Brooks 定理

定理 2.2. （Brooks 定理）当 G = (V, E) 不是完全图且 G 不是奇环的时候，χ(G) ≤ ∆(G)。

证明. 以下的证明将采用归纳法，记 d 为无向图 G = (V, E) 的最大度数 ∆(G)，记 n 为点

数，即 |V |。对于 d，假设在 d 更小的情况下定理成立，d ≤ 2 时显然成立；对于 d, n，假设在

n 更小的情况下定理成立。归纳证明将从 n = d + 1 开始，显然这种情况下是成立的，因为

G , Kd+1，那么一定可以找到两个不相邻的节点，可以对这两个节点使用同样的颜色进行

着色，就可得到一种合法的 d-着色方案。因此，下面的证明中将假设 n ≥ d + 2 以及 d > 2。

Case 1. G 不是一个双连通分量，即存在割点 v。记 C1, . . . ,Ct 为 G − v 中的连通块的

点集，根据归纳，可以对点集 C1 ∪ {v}, . . . ,Ct ∪ {v} 在 G 上的导出子图进行 d-着色，通过颜

色的替换，可以把这些 d-着色方案合并起来得到 G 上的一个合法 d-着色方案。

Case 2. G 中存在两个不相邻的点 v,w，满足 G − v − w 是不连通的。记点集 A 为

G−v−w 的其中一个连通块的点集，记点集 B = V\(A∪{v,w})。那么 v,w 都至少有一条连向

点集 A 和 B 中节点的边。记 G1 为点集 A∪ {v,w} 在 G 上的导出子图，G2 为点集 B∪ {v,w}
在 G 上的导出子图。

若 G1 + vw 以及 G2 + vw 都不是 Kd+1，那么根据归纳可以对这两幅图求出合法 d-着色

方案，通过替换颜色可以合并这两种方案（如下图）：
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否则，假设 G1 + vw 是 Kd+1（A 在 G 上的导出子图是 Kd−1），那么可以把 v 和 w 都染

上颜色 1，A 中的点依次染上颜色 2..d；通过合并 G2 + vw 中的 v 和 w 两个节点得到 G3，

根据归纳，G3 存在合法 d-着色方案，替换颜色即可与前面的方案合并（如下图）。G2 + vw

是 Kd+1 的情况类似。

Case 3. G 中既不存在割点，也不存在两个点 v,w 使得 G − v − w 是不连通的。记一

个度数最大的节点为 x，在 x 的相邻节点中找到两个不相邻的节点 a, b，那么 G − a − b 一

定是连通图，在 G − a− b 中以 x 为起点执行广度优先遍历 (b f s) 得到序列 P，将序列 P 翻

转然后将 a, b 加到序列最前面得到序列 Q，根据这个序列执行在 2.3 节中的贪心着色算法，

即可得到一个合法的 d-着色方案。

因为开头是 a, b，那么 a, b 的颜色都为 1；对于 V\{a, b, x} 中的任意节点，都有至少一

个相邻节点在 Q 中排在它后面；对于 x，由于 a, b 的颜色都为 1，那么一定可以在 x 点使

用编号不超过 d 的颜色。 □

2.7 判断 k-可着色

本节会给出一些判断无向图 G = (V, E) 是否 k-可着色的算法。
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对于 k = 2

判断一个图是否 2-可着色，即判断这个图是否是二分图，直接对图进行黑白染色即可，

时间复杂度 O(n + m)。

对于 k = 3

判断一个图是否 3-可着色，可以使用钟知闲在 2017 年国家集训队论文《浅谈信息学竞

赛中的独立集问题》提到的用于寻找图的极大独立集的 Bron-Kerbosch 算法，时间复杂度

是 O(3
n
3 n2)

对于任意 k

在 k 任意的情况下，存在使用动态规划和极大独立集搜索算法的做法，其时间复杂度

为 O(2.445n)，作者这里给出使用集合幂级数判断图是否 k-可着色的算法。

集合并卷积

集合并卷积的定义如下：

对于两个关于 x 集合幂级数 f 和 g，设 f =
∑

S⊆2U fS xS , g =
∑

S⊆2U gS xS ，定义 f ·g = h，

其中 h 是一个集合幂级数，且 hS 满足：

hS =
∑
L⊆2U

∑
R⊆2U

[L ∪ R = S ] fLgR

定义集合幂级数 f 的莫比乌斯变换为：

f̂S =
∑
T⊆S

fT

使用分治算法可以求出集合幂级数 f̂。

反过来，可以定义 f̂ 的莫比乌斯反演为 f。

通过容斥原理可以得到：

fS =
∑
T⊆S

(−1)|S |−|T | f̂T

对 (1) 式两端同时求莫比乌斯反演可以得到：

ĥS =
∑
L⊆2U

∑
R⊆2U

[L ∪ R ⊆ S ] fLgR

=

∑
L⊆2U

[L ⊆ S ] fL


∑

R⊆2U

[R ⊆ S ]gR


= f̂S ĝS
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那么，对 f , g 分别求莫比乌斯变换得到 f̂ , ĝ，即可求出 ĥ，再对 ĥ 求莫比乌斯反演得到

h。

时间复杂度 O(n2n)

在信息学竞赛的题目中，往往都会给出一个模数 P，集合幂级数的系数是在模 P 的整

数环上进行运算的。

■

考虑使用集合并卷积来判断无向图 G 是否可以被 k-着色。

由点着色的定义可以知道每种颜色的节点集合都是独立集，那么判断无向图 G = (V, E)

是否可以被 k-着色等价于判断能否在无向图 G = (V, E) 中找到 k 个独立集 P1, . . . , Pk，使

得 P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ Pk = V

那么可以得到如下算法：

对于无向图 G = (V, E)，定义集合幂级数 f，其中：

f =
∑
S⊆V

[S是G中的独立集]xS

求出 f 的莫比乌斯变换 f̂

求出 ĝ，其中 ĝS = f̂ k
S

对 ĝ 求莫比乌斯反演得到 g，若 gV 为 0，那么说明 G 不存在合法 k-着色方案，否则

说明 G 可以被 k-着色。

以上算法的时间复杂度是 O(2nn)。

2.8 求图的色数

在求无向图 G = (V, E) 的色数的时候，可以沿用判断图能否被 k-着色中使用集合并卷

积的思路。

算法的大体部分是相同的，不同点在于从小到大枚举 k 再判断 G 能否被 k-着色。

算法的流程如下：

对于无向图 G = (V, E)，定义关于 x 的集合幂级数 f，其中：

f =
∑
S⊆V

[S是G中的独立集]xS

求出 f 的莫比乌斯变换 f̂。

从小到大枚举 k，记集合幂级数 ĝ，其中 ĝS = f̂ k
S ，使用容斥原理在 O(2n) 时间内计算

出 gV =
∑

S⊆V(−1)|V |−|S |ĝS ，若 gV , 0，那么就可以认为 G 的色数 χ(G) = k。

以上算法的时间复杂度是 O(2nn)
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3 色多项式

3.1 定义与约定

定义 3.1. （k-着色数）定义无向图 G 的 k-着色数为使用 k 种颜色，对 G 进行合法着色的

方案数，两个方案不同当且仅当存在一个点在两种方案中的颜色不同。

定义 3.2. （色多项式）定义无向图 G 的色多项式 P(G, x) 为一个关于 x 的多项式，当使

用 k 种颜色进行着色时，将 x = k 代入 P(G, x) 得到的数值为 G 的 k-着色数。

定义 3.3. （k-独立集划分）定义无向图 G = (V, E) 的一个 k-独立集划分方案为：将点集

V 划分成 k 个非空集合 S 1, S 2, . . . , S k，每个节点都属于恰好一个集合，并且满足 ∀i ∈ [1, k]，
S i 都是 G 的独立集。两种 k-独立集划分方案是不同的，当且仅当，存在两个节点 u, v，满

足这两者在一个方案中处于同一集合而在另一方案中处于不同的集合。

定义 3.4. （独立集划分序列）定义无向图 G = (V, E) 的独立集划分序列为一个序列 h，其

中 hk 表示 G 的 k-独立集划分方案数；容易知道，hn = 1 且 ∀i > n, hi = 0。

定义 3.5. （独立集划分多项式）对于无向图 G，记其独立集划分序列为 h，定义无向图 G

的独立集划分多项式为 H(G, x) =
∑

i hi · xi。

一般情况下，一定规模的图中色多项式的系数会很大，在信息学竞赛中，一般考虑的

是这些系数对某模数取模的结果（例如 998244353 或 109 + 7），故在之后的论述中，我们

假定所有的运算都是在模某足够大的质数 M 的意义下进行的。

3.2 性质

性质 3.1. 对于无向图 G，其色多项式 P(G, x) =
∑

i ai · xi 和独立集划分序列 h 之间存在着

如下关系：

P(G, x) =
∑

i

hi · xi

其中 xi 表示 x 的 i 下降幂，即 xi =
∏i

j=1(x − i + j)

由于 hn = 1 且对于 i(i > n)，都有 hi = 0，那么多项式 P(G, x) 的次数等于 n。

性质 3.2. 无向图 G 的色数为最小的使得 P(G, k) 非零的整数 k，形式化的，χ(G) = min{k ∈
N : P(G, k) > 0}

由色数的定义可知性质 3.2. 的正确性。
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性质 3.3. 对于无向图 G = (V, E)，P(G,−1) × (−1)|V | 等于 G 的无环定向20方案数，其中无

环定向指的是给 G 中的每条边确定一个方向得到有向图 G′，使得 G′ 是有向无环图的方案

数，两种方案不同当且仅当有一条边 (u, v) 在两种方案中的方向不同。

证明略。

性质 3.4. 对于无向图 G = (V, E)，假设 G 中有 c 个连通块 G1, . . . ,Gc，那么在 G 的色多

项式 P(G, x)：

• x0, . . . , xc−1 这些项的系数都是 0。

• xc, . . . , xn 这些项的系数都是非零的，且它们的正负性交替变化。

• xn 这一项的系数为 1

• xn−1 这一项的系数为 −|E|。

• P(G, x) = P(G1, x)P(G2, x) · · · P(Gc, x)

性质 3.5. G 是树当且仅当 P(G, x) = x(x − 1)n−1。

3.3 特殊图的色多项式

在一些特殊的图中，色多项式是可以直接求出的：

完全图 Kn x(x − 1)(x − 2) . . . (x − (n − 1))
无边图 Kn xn

有 n 个节点的树 x(x − 1)n−1

简单环 Cn (x − 1)n + (−1)n(x − 1)

在弦图中，除了色数 χ(G) 等于团数 ω(G)，弦图的色多项式也是可以直接计算的，对

于弦图 G = (V, E)，求出 G 的一个完美消除序列 P，记 xi 表示节点 Pi 相邻的节点中在 P

中排在它后面的节点数量，那么 P(G, x) = (x − x1)(x − x2) . . . (x − xn)。

3.4 集合幂级数

求图的色数可以使用集合幂级数，求图的色多项式也可以使用集合幂级数。

首先考虑如何计算用 k 种颜色对图 G = (V, E) 进行着色的方案数。

定义关于 x 的集合幂级数 f，其中 f =
∑

S⊆V [S是G中的独立集] · u|S | · xS

20原文为：Acyclic orientation
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注意，这里的集合幂级数与 2.8 节中不同的地方在于， fS （xS 的系数）不再是单纯的

数，而是一个关于 u 的多项式，与其相关的运算是在模 un+1 意义下进行的。

求出 f 的莫比乌斯变换 f̂。

计算集合幂级数 ĝ，其中 ĝS =
(

f̂S

)k
。

计算 ĝ 的莫比乌斯反演 g，gV 中 un 的系数即为用 k 种颜色对 G 进行着色的方案数。

取 k = 1..n，用以上算法可以在 O(2nn3) 的时间复杂度内计算出使用 1..n 种颜色对 G

进行着色的方案数，记 w(k) 表示用 k 种颜色进行着色的方案数。

由于 G 的色多项式 P(G, x) 是一个次数为 n 且常数项为 0 的多项式，前面得到的 w(1..n)

实际上是 P(G, x) 在 x 取值为 1..n 时对应的点值，故可以使用拉格朗日插值求出 P(G, x)。

拉格朗日插值

对于一个关于 x 的多项式 F(x)，其次数为 c，已知 F(x) 上 c + 1 个两两不同的点

(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xc, yc)，那么：

F(x) =
c∑

i=0

yi ·
∏
i, j

x − x j

xi − x j

■

使用拉格朗日插值，可以利用点值 (0, 0), (1,w(1)), (2,w(2)), ..., (n,w(n)) 计算出 P(G, x)

3.5 删除收缩算法

定义 3.6. （边收缩）在图 G = (V, E) 中，对边 e = (u, v) 进行收缩指的是：将 e 从 G 中去

掉，并将节点 u 和节点 v 合并成一个新的节点 w，与 w 相连的边对应着一条原本与 u 或

v 相连的边。

更形式化地，在 G = (V, E) 中，对边 (u, v) 进行收缩得到一个新的图 G′ = (V ′, E′)。

首先将 u, v 合并成一个新的节点 w，那么点集 V ′ = {w} ∪ (V\{u, v})。
然后，在边集 E′ 中，对于所有满足 x < {u, v}且y < {u, v} 的 x, y，(x, y) ∈ E′ 当且仅当

(x, y) ∈ E；对于所有满足 x < {u, v} 的 x，(w, x) ∈ E′ 当且仅当 (u, x) ∈ E 或 (v, x) ∈ E。

如下图21。

21图片来自 Wikipedia 中的 Contraction 词条

48



IO
I20

19
中
国
国
家
候
选
队
论
文
集

教
练
：
张
瑞
喆

20
19

年
5 月

浅谈图的点着色问题 广东省中山市中山纪念中学 高嘉煊

顾名思义，删除收缩算法的内容是基于边的删除以及收缩的：

对于 G 中的一条边 (u, v)，有

P(G, x) = P(G − uv, x) − P(G/uv, x) (1)

其中 G − uv 表示将边 (u, v) 从 G 中删掉得到的图，G/uv 表示在 G 上对边 (u, v) 进行

收缩得到的图。

直接根据上述等式进行计算，就可以得到最基本的删除收缩算法。

举个例子，下图中给出了对一个图执行删除收缩算法的过程：

由于上述算法递归的形式与斐波那契数列22类似，在最坏情况下，其复杂度为：

1 + √5
2

|V |+|E| ∈ O(1.62|V |+|E|)

22斐波那契数列满足 f0 = 1, f1 = 1, fi = fi−1 + fi−2(i ≥ 2)
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遗憾的是，在大部分情况下，这个算法的效率远远劣于使用集合幂级数进行计算的复

杂度。

下面将对删除收缩算法进行优化。

3.6 删除收缩算法在稀疏图上的优化

3.6.1 双连通分量拆分

对于 G = (V, E)，假设在 G 中有 k 个双连通分量 C1,C2, . . . ,Ck，并且 G 中有 s 个连通

块，那么：

P(G, x) =
1

xk−s

k∏
i=1

P(Ci, x)

对于 G，先用 tarjan 算法将 G 拆分成若干双连通分量，求出每个双连通分量的色多项

式之后，用上述式子计算 G 的色多项式。

3.6.2 二度路径

通过观察，容易发现，在稀疏图中，有许多节点的度数都不超过 2！
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当节点 u 在 G 中的度数为 0 时，P(G, x) = P(G − u, x) · x
当节点 u 在 G 中的度数为 1 时，P(G, x) = P(G − u, x) · (x − 1)
对于度数为 2 的节点，为了减少运算次数，考虑对多条边同时进行删除收缩，并根据

前面总结出的特殊图上的色多项式进行快速计算。

为了更好的阐述，引入“二度路径”的概念。

定义 3.7. （二度路径）G 中的一条二度路径定义为一条除了起点以及终点以外的节点在 G

中的度数都是 2 的简单路径。形式化的，一个长度为 k 的路径 P = (p1, p2, . . . , pk+1) 是一

条二度路径，当且仅当其满足：

• P 是一条简单路径。

• ∀i ∈ [2, k]，∆(pi) = 2

不妨先来回顾一下链与环的情况。

一条长度为 l 的链的色多项式是；x (x − 1)l−1

一个长度为 l 的环的色多项式是：(x − 1)l
+ (−1)l (x − 1)

对于一条长度为 k 的二度路径 P = (p1, p2, . . . , pk+1)，如果已经确定了 p1 和 pk+1 的

颜色，那么 p2, . . . , pk 的着色方案数是多少呢？

分成两种情况来讨论：

情况 1. 对 p1 和 pk+1 着色的颜色相同。

这种情况下可以视为求一个长度为 k 的环的色多项式，即 (x − 1)k
+ (−1)k (x − 1)，由

于已经确定了 p1 和 pk+1 的着色，那么对应的方案数为：

(x − 1)k
+ (−1)k (x − 1)

x
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情况 2. 对 p1 和 pk+1 着色的颜色不同。

这种情况可以看成是用长度为 k 的链的着色方案数减去长度为 k 的环的着色方案数，

即：

x (x − 1)k − (x − 1)k − (−1)k (x − 1) = (x − 1)k+1 − (−1)k (x − 1)

由于已经确定了 p1 和 pk+1 的着色，那么 p2, . . . , pk 的着色方案数是：

(x − 1)k − (−1)k

x
■

那么，对于一条二度路径 P，记 G1 表示将 G 中 P 上除了起点和终点之外的节点都删

掉得到的图，G2 表示将 G 中 P 上的所有边进行收缩得到的图。

根据上面两种情况，可以得到：

P(G, x) =
(x − 1)k − (−1)k

x
(P(G1, x) − P(G2, x)) +

(x − 1)k
+ (−1)k (x − 1)

x
· P(G2, x)

=
(x − 1)k − (−1)k

x
· P(G1, x) + (−1)k · P(G2, x)

实际上，P(G, x) = P(G − uv, x) − P(G\uv, x) 是这个式子在 k = 1 时的情况。

在 G 中，首先找到一条极长的二度路径 P，对 P 使用上述式子进行计算即可。

3.7 删除收缩算法在稠密图上的优化

在稠密图 G = (V, E) 中，对于一条边 (u, v) < E，有以下等式：

P(G, x) = P(G + uv, x) + P(G\uv, x) (2)

(2) 式实际上是 (1) 式的变形。

为了更好的利用稠密图的特殊性质，考虑首先求出 G 的独立集划分多项式 H(G, x)，然

后根据性质 3.1 利用 H(G, x) 求出 P(G, x)。

对于 H(G, x)，有：

H(G, x) = H(G + uv, x) + H(G\uv, x)

为了方便描述，记 H(G, x) = H(G, x)。
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3.7.1 割点

与稀疏图中的情况不同的是，这里将会对稠密图的补图的割点进行拆分。

对于 G 中的一个割点 u，记 G1 为 G 中一个包含 u 的双连通分量，G2 为 G 中除去

G1 − u 以外的节点在 G 上的导出子图。

那么：

H(G, x) = H(G1, x)H(G2 − u, x) + H(G2, x)H(G1 − u, x) − x · H(G2 − u, x)H(G1 − u, x)

需要注意的是，上式与 3.6.1 节中得到的结果有很大区别，其优点在于优化了 (2) 式中

与点数、边数有关的递归形式。

3.7.2 二度路径

在稠密图的补图中，有许多度数为 2 的节点，受到 3.6.2 节的启发，可以考虑对补图中

一条极长的二度路径进行优化。

记简单路径 P = (p1, p2, . . . , pk+1) 为 G 中一条极长的二度路径，记 u = p1, v = pk+1

当 k = 1 时，那么直接对 G 计算：

H(G, x) = H(G + uv, x) + H(G\uv, x)

当 k = 2 时，直接对 (u, p2) 计算 H(G, x) = H(G + up2, x) + H(G\up2, x)。

当 k > 2 时，首先在 G 上对边 (u, p2) 计算 H(G, x) = H(G + up2, x) + H(G\up2, x)；在

得到的两个图中再对 (pk, v) 计算之前的式子。

在上述得到的无向图 G′ 中，会出现 G′ 的某一连通块为链的情况。

对于一个点数为 r 补图为的链 Lr 的图，其独立集划分多项式为：

H(Lr, x) =
r∑

i=⌈ r
2 ⌉

(
i

r − i

)
· xi

可以看出，在稀疏图中与在稠密图的补图中进行关于二度路径的优化有着很大的不同，

前者的情况较为简单，而后者则相对复杂，仅仅只是提出了一个对边的计算次序，形式也

并没有前者优美，本质上是为了尽量分割出补图为链的连通块，然后利用式子来减少运算

次数。

3.8 删除收缩算法的其他优化

在删除收缩算法中，对于一些如环、树之类的特殊图，可以直接计算出其色多项式。

在实际应用中，常常会使用到图的同构判定相关的做法来减少删除收缩算法的计算次

数。
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总结

针对色数，本文给出了色数在图中的一些基本的界，给出了判断 k-可着色以及计算图

的色数的算法。

针对色多项式，本文给出了色多项式的性质以及计算色多项式的删除收缩算法，并针

对稀疏图以及稠密图给出了对其所做的优化，为了更好的阐述，文中引入了” 二度路径” 的

概念，在针对稠密图所做的优化中，文中引入了” 独立集划分序列” 以及” 独立集划分多项

式” 的概念以对稠密图进行优化。

经典的使用集合幂级数计算色多项式的算法由于其时间效率以及空间效率只能应用于

点数较小的图中，而删除收缩算法针对稀疏图所做的优化使得在点数更大的图中计算色多

项式成为了可能。

点着色问题中仍然有更多有趣的内容，希望本文可以引起读者的思考，能让更多人关

注点着色问题。
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浅谈格路计数相关问题

南京外国语学校 戴言

摘 要

格路模型是信息学竞赛中一种常见的问题模型，其中较为常见的一种是 Dyck 路计数

的相关问题。作者注意到在算法竞赛中，选手通常采用生成函数或动态规划方法解决这类

问题。作者经过对这一类问题的认真研究，发现这类问题可以通过构造双射快速解决。本

文给出了两种特殊的 Dyck 路的计数方法，以及他们在有峰个数限制时的计数方法。同时，

作者也研究了一些不相交格路的相关计数问题，并给出了这两个问题之间的联系。

1 引言

格路问题是组合数学中的经典模型，在信息学竞赛中〸分常见。而其中非常多的问题

都以 Dyck 路计数作为问题模型，例如 NOI 2018 第一天第二题「冒泡排序」23。

而构造双射是组合计数中的常见做法，与信息学竞赛选手常用的生成函数或动态规划

算法相比，更加快速、优美，且实现难度较低，时间复杂度在多数情况下也可以得到优化。

但目前的 OI 圈中，这种解题思想较为少见。

第 2 节中，作者主要讨论了两种特殊 Dyck 路：n,m 互质时的 (n,m)-Dyck 路，以及 n

阶 t-Dyck 路的计数，并给出了他们在限制峰的个数时的计数方法。

第 3 节中，作者主要讨论了不相交 Dyck 路，不相交自由路，以及不接触自由路的计

数问题，并给出了第 2 节分与第 3 节讨论问题之间的一个联系。

第 4 节中，主要给出了 Dyck 路计数在实际生活中的一个应用。

2 Dyck 路

2.1 格路

定义 2.1. 在平面直角坐标系中，横坐标和纵坐标都是整数的点称为格点，平面格路是指从

一个格点到另一格点只走格点的路，格路的长度是指其所走的路的步数。

23http://uoj.ac/problem/394
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2.2 自由路

定义 2.2. 对于一条从 (0, 0) 到 (n,m) 的格路，若其只使用了上步 U = (0, 1)，水平步

L = (1, 0) ，则我们称其为(n,m) 自由路（free path）。

定理 2.1. 记 F (n,m) 为 (n,m) 自由路的集合，F(n,m) = #F (n,m) 为 (n,m) 自由路的数

量，即 F (n,m) 的元素个数。则 (n,m) 自由路的个数为：

F(n,m) =

(
n + m

n

)
(3)

证明. 我们可以发现，一条 (0, 0) 到 (n,m) 的自由路可以唯一地对应到一个含有 n 个水平

步 L 和 m 个上步 U 的序列。而每个这样的序列可以唯一对应上一条这样的自由路。因此，

(n,m) 自由路的条数等于从 n + m 个位置中选出 n 个 L 的方案数，即 (n+m
n )。 □

2.3 (n,m)-Dyck 路的计数

定义 2.3. 对于一条从 (0, 0) 到 (n,m) 的自由路，若其始终不经过对角线 y = m
n x 下方，则

我们称之为(n,m)-Dyck 路。

记 D(n,m) 为 (n,m)-Dyck 路的集合，D(n,m) = #D(n,m) 为 (n,m)-Dyck 路的数量。

我们考虑一条 (n,m)-Dyck 路对应的 LU 序列。

定义 2.4. 对于从 (0, 0) 到 (n,m) 的 2 条格路 P,Q，其中 P = u1u2 · · · un+m,Q = v1v2 · · · vn+m

（ui, vi ∈ {L,U}, i = 1, 2, · · · , n + m）。若 ∃i, ui+1 · · · un+mu1 · · · ui = v1v2 · · · vn+m，则我们称格

路 P,Q 等价。将 P 的等价格路全集记为 [P]。

定义 2.5. 对于任意格路 P，记 Pk = uk+1uk+2 · · · un+mu1 · · · uk，则 [P] = {Pk | k = 1, 2, 3, · · · , n+
m}。定义 P 的周期为使得 P = Pk 的最小数 k，用 period(P) 表示，则显然有 #[P] =

period(P)。

接下来，我们给出如下两条引理：

引理 2.1. 若 (n,m) = 1，即 n,m 互质，则 ∀P ∈ F (n,m)，有：

period(P) = n + m (4)

证明. 显然有 period(P) ≤ n + m。下面用反证法证明：period(P) = n + m。

若 period(P) < n + m，设为 r。设 P = u1u2 · · · un+m，n + m = a · r + b（b < r）。则由周

期的定义可知，P = Pr = P2r = · · · = Par。

若 b , 0，则有 P = Pt，而 t < r，因此这与 period(P) 的定义矛盾。故 b = 0，即

n + m = a · r。因为 r < n + m，所以 a > 1。
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设 u1u2 · · · ur 中有恰好 x 个 L，y 个 U，则有：n = a · x，m = a ·y。因此有 (n,m) = a , 1，

矛盾。

故 period(P) 不可能小于 n + m。因此 period(P) = n + m。 □

引理 2.2. 当 n 和 m 互质时 [P] 有且仅有一条 (n,m)-Dyck 路。

证明. 首先证明其存在性：

若 P 不是一条 (n,m)-Dyck 路，则其一定至少存在一个点在对角线下方。设这些点当

中离对角线最远的点是 v，从这一点断开，将 P 分为两条子路 L1, L2。则 P 可以表示为

P = L1L2。构建一条新的格路：P̃ = L2L1，则显然 P̃ 是一条 (n,m)-Dyck 路。故存在性得证。

然后证明其唯一性：

由上述过程，我们可以得到我们要证明在对角线下方，且距离对角线最远的点有且只

有一个即可。考虑反证：

如果有 2 个点，设为 v1(x1, y1), v2(x2, y2)（0 < x1 < x2 < n, 0 < y1 < y2 < m）。则这 2

个点形成的直线与对角线 y = m
n x 平行。则有他们的斜率相等，即：

k =
y2 − y1
x2 − x1

=
m
n

而这与条件 n 和 m 互质矛盾。故唯一性得证。 □

由上述两个引理可以立即得出：

定理 2.2. 当 (n,m) 互质时，(n,m)-Dyck 路的数量为：

D(n,m) =
1

(n + m)

(
n + m

n

)
(5)

2.4 有 k 个峰的 (n,m)-Dyck 路计数

定义 2.6. 对于一条从 (0, 0) 到 (n,m) 的自由路中的连续两步，若其为 UL，则我们称之为

一个峰（peak）；若其为 LU，则我们称之为一个谷（valley）。

定理 2.3. 记 F (n,m; k) 为所有有恰好 k 个峰的 (n,m) 自由路的集合，F(n,m; k) = #F (n,m; k)。

则从 (0, 0) 到 (n,m) 的 k 个峰的自由路数量为：

F(n,m; k) =
(
n
k

)(
m
k

)
(6)

证明. 我们将峰 UL 之间的格点叫做峰点。任取一条格路 P ∈ F (n,m; k)，设 P 的 k 个峰点

分别为 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xk, yk)。则峰点坐标满足：

0 ≤ x1 < x2 < · · · < xk ≤ n − 1, 0 ≤ y1 < y2 < · · · < yk ≤ m
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我们考虑先选出 x1, x2, · · · , xk，然后再选出 y1, y2, · · · , yk。可知满足条件的 k 个整点有

(n
k)(

m
k) 个。

(0, 1)

(2, 4)

(4, 6)

图 1: n = 5，m = 7，选出的峰点坐标为：(0, 1), (2, 4), (4, 6)

在选出这些点后，我们用连续的 U 或者连续的 L 连接这 k 个点，即可得到一条满足条

件的自由路。

容易发现，任意一条自由路都可以唯一对应到这些峰点上，而任意一组峰点选择都可

以唯一确定一条自由路。换言之，自由路与峰点选择是一一对应的关系，故自由路条数即

为峰点选择的方案数 (n
k)(

m
k)。 □

定理 2.4. 记 F UL(n,m; k) 为所有有恰好 k 个峰，且首步为 U，末步为 L 的 (n,m) 自由路

的集合，FUL(n,m; k) = #F UL(n,m; k)。则有：

FUL(n,m; k) =
(
n − 1
k − 1

)(
m − 1
k − 1

)
(7)

证明. F UL(n,m; k) 中的元素均以 U 起始、以 L 结束，因此第一个峰的横坐标以及最后一

个峰的纵坐标已经确定。故选出 k 个整数点的方法共有 (n−1
k−1)(

m−1
k−1) 种。

我们类似定理 2.3 中的证明进行构造，即可得到一条以 U 起始、以 L 的自由路。故自

由路条数即为峰点选择的方案数 (n−1
k−1)(

m−1
k−1)。 □

定理 2.5. 记D(n,m; k) 为所有有恰好 k 个峰的 (n,m)-Dyck 路的集合，D(n,m; k) = #D(n,m; k)。

则当 n,m 互质时，恰有 k 个峰的 (n,m)-Dyck 路的个数为：

D(n,m; k) =
1

k

(
n − 1
k − 1

)(
m − 1
k − 1

)
(8)

证明. 对任意的格路 P，若其有 k 个峰，则其必然有 k − 1 个谷，设为 v1, v2, · · · , vk−1。我

们把 P 在谷点断开，则其可分为 k 条子路：L1, L2, · · · , Lk，且每条子路都包含恰好 1 个峰。

有 P = L1L2 · · · Lk。
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对于任意一条 Dyck 路，在其 k 个峰点处都可以映射为一条自由路：对第 i 个峰，若

所在子路为 Li，则构建 P̃ = Li+1Li+2 · · · LkL1 · · · Li。因此，每条 Dyck 路的每个峰都可以唯

一对应恰好一个 F UL(n,m; k) 中的元素。

而对于任意一条自由路 P̃ ∈ F UL(n,m; k)，我们同样将其按照谷点拆开。考虑其在对角

线下方最远的点，其必然是谷点，设为 v j。则我们把 P̃ 在 v j 处断开为 L1, L2，设 P = L2L1。

则由引理 2.2 知，P = L2L1 ∈ D(n,m; k)。因此每个 F UL(n,m; k) 中的元素都可以唯一

对应上一条 Dyck 路的一个峰。故有

D(n,m; k) =
1

k
FUL(n,m; k) =

1

k

(
n − 1
k − 1

)(
m − 1
k − 1

)
□

2.5 t-Dyck 路计数

定义 2.7. 对于一条从 (0, 0) 到 (n,m) 的自由路，若其始终不经过对角线 y = t · x 下方，则

我们称之为t-Dyck 路。特别地，若 m = t · n，则我们称之为n 阶 t-Dyck 路。

注意因为 (n, t · n) = n , 1，所以 n 阶 t-Dyck 路并不满足上述定理的使用条件。

定理 2.6. 有 k 个峰的 n 阶 t-Dyck 路的个数是：

D(n, tn; k) =
1

k

(
n − 1
k − 1

)(
tn

k − 1

)
(9)

证明. 记 m = t · n + 1，则显然 (n,m) = 1。代入式 8 得：

D(n, tn + 1; k) =
1

k

(
n − 1
k − 1

)(
tn + 1 − 1

k − 1

)
=

1

k

(
n − 1
k − 1

)(
tn

k − 1

)
考虑 D(n, tn + 1; k) 中的任一元素 P，因为 tn+1

n > t ≥ 2，所以 P 的前两步必然都是上

步 U。我们设其去掉第一个上步后得到的路为 P′。

因为在 y = tn+1
n x 与 y = tx 之间没有整点，所以去掉第一个 U 不会使 P′ 到 y = tx 下

方。因此有 P′ ∈ D(n, tn; k)。

类似地，可以得到：∀P′ ∈ D(n, tn; k)，有 P = UP′ ∈ D(n, tn+1; k)。因此，有 D(n, tn; k)

与 D(n, tn + 1; k) 中的元素一一对应。故有：

D(n, tn; k) = D(n, tn + 1; k) =
1

k

(
n − 1
k − 1

)(
tn

k − 1

)
□
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定理 2.7. n 阶 t-Dyck 路的个数是：

D(n, tn) =
1

tn + 1

(
tn + n

n

)
(10)

证明.

D(n, tn) =
n∑

k=1

D(n, tn; k)

=
n∑

k=1

1

k

(
n − 1
k − 1

)(
tn

k − 1

)
=

1

tn + 1

(
tn + n

n

)
□

事实上，从 (0, 0) 到 (n,m) 的恰有 k 个峰的 t-Dyck 路个数由 I.P. Goulden 和 L.G.
Serrano 在参考文献 3 中给出：

定理 2.8. 从 (0, 0) 到 (n,m) 的有 k 个峰的 t-Dyck 路的个数是：

Dt(n,m; k) =
m + 1 − tn

n

(
n
k

)(
m

k − 1

)
(11)

定理 2.9. 从 (0, 0) 到 (n,m) 的 t-Dyck 路的个数是：

Dt(n,m) =
m − tn + 1

n + 1

(
n + m

n

)
(12)

由于这两个定理的证明较为复杂，在此略过。有兴趣的读者可以自行查阅资料。

2.6 Dyck 路的另一种等价定义

n 阶 Dyck 路是在 x 轴上方以上步 U1 = (1, 1)，下步 D = (1,−1)，从 (0, 0) 到 (2n, 0)

的格路。

n 阶 t-Dyck 路是在 x 轴上方以上步 Ut = (1, t)，下步 D = (1,−1)，从 (0, 0) 到 ((t+1)n, 0)

的格路。

n 阶 t-Dyck 路的全体记做 D̃t(n)，D̃t(n) = #D̃t(n)。

将有 k 个峰的 t-Dyck 路的全体记为 D̃t(n; k)，D̃t(n; k) = #D̃t(n; k)。

D̃t(n) 和 D(n, tn) 之间存在双射。构造双射的一个方法如下：

对于 P，我们将其倒序得到 P′，然后把 L 替换为 Ut，U 替换为 D 即可。例如：
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图 2: P 图 3: P′ 图 4: P̃

其中 P 是 D(2, 4) 中的一条 (2, 4)-Dyck 路 UUULUL。则令 P′ = LULUUU，P̃ =

UtDUtDDD 即可。

3 不相交格路

3.1 n 阶不交 Dyck 路计数

定义 3.1. 从 (0, 0) 到 (n, n) 的两条 Dyck 路 P、Q 称为一个n 阶 Dyck 路对。若 Q 始终

不穿过 P，则 (P,Q) 是一个不交 Dyck 路对，否则称为相交 Dyck 路对。

定理 3.1. n 阶不交 Dyck 路对数为 ∣∣∣∣∣∣∣ Cn Cn+1

Cn+1 Cn+2

∣∣∣∣∣∣∣ (13)

其中 Cn 为卡特兰数的第 n 项。24

证明. 对于任意一个 n 阶 Dyck 路对 (P,Q)，构造映射 (P,Q)→ (P̃, Q̃)，其中 P̃ = UUPLL，

Q̃ = Q：

则显然 (P,Q) 相交当且仅当 (P̃, Q̃) 相交。因此，不交路对 (P,Q) 的个数即为 Dyck 路

对 (P̃, Q̃) 的个数去掉相交路对 (P̃, Q̃) 的结果。显然，前者即为 Cn+2 ·Cn，考虑如何计算后

者。

对任意一个相交路对 (P̃, Q̃)，设第一个交点是 x，则 x 将 P̃ 和 Q̃ 分割为 2 条子路，记

做 P̃1，P̃2 以及 Q̃1，Q̃2。

令映射 θ(P̃, Q̃) = (P̃1Q̃2, Q̃1P̃2)，其中 P̃1Q̃2 是从 (0, 0) 到 (n + 1, n + 1) 的一条 n + 1

阶 Dyck 路，Q̃1P̃2 是从 (1, 1) 到 (n + 2, n + 2) 的一条 n + 1 阶 Dyck 路。

而因为在同一个 (n + 2) × (n + 2) 方格中，从 (0, 0) 到 (n + 1, n + 1) 的一条 n + 1 阶

Dyck 路和从 (1, 1) 到 (n + 2, n + 2) 的一条 n + 1 阶 Dyck 路必然有交点。我们只要从第一

个交点处断开，然后做同样的操作即可得到 P̃ 以及 Q̃，所以我们可以得出 θ 是一个双射。

24Cn 的通项公式为：Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
。
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(0, 0)

(n, n)

图 5: (P,Q)

(0, 0)

(n + 2, n + 2)

U

U

L L

图 6: (P̃, Q̃)

因此，相交路对 (P̃, Q̃) 的个数即为 (P̃1Q̃2, Q̃1P̃2) 的个数，即 Cn+1 ·Cn+1 = C2
n+1。故我

们可以得到 n 阶不交 Dyck 路对个数即为：

Cn+2 ·Cn −C2
n+1 =

∣∣∣∣∣∣∣ Cn Cn+1

Cn+1 Cn+2

∣∣∣∣∣∣∣
□

事实上，该定理由 M. DeSainte-Catherine 和 G. Viennot 在参考文献 4 中拓展到 k 条

n 阶不交 Dyck 路的情况：

定理 3.2. k 条 n 阶不交 Dyck 路对数为

det(Cn−i− j)
k
i, j=1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Cn−2 Cn−3 · · · Cn−k Cn−k−1

Cn−3 Cn−4 · · · Cn−k−1 Cn−k−2
...

...
. . .

...
...

Cn−k−1 Cn−k−2 · · · Cn−2k+1 Cn−2k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(14)

3.2 不交自由路对计数

定义 3.2. 设 P、Q 是两条自由路，如果 Q 始终不穿越 P，则称 (P,Q) 是从 (0, 0) 到 (n,m)

的两条不交自由路对，用 Fnc 表示（non-crossing）。如果 P、Q 除了起点以及终点之外没

有公共点，则称 (P, Q) 是一个不接触自由路对，用 Fnt 表示（non-touching）。

定理 3.3. 从 (0, 0) 到 (n, m) 的不接触自由路对个数是

Fnt(n,m) =
1

n

(
n + m − 1

n − 1

)(
n + m − 2

n − 1

)
(15)
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证明. 对于任意一条不接触自由路对 (P,Q)，不妨设 P 在 Q 上方。则 P 第一步必然是 U，

最后一步必然是 L。Q 则刚好相反：Q 第一步必然是 L，最后一步必然是 U。

去掉 P 和 Q 的首末 2 步，得到一组自由路对 (P̃, Q̃)（即 P = UP̃L，Q = LQ̃U）。根据

定义，P,Q 是不含公共点的，因此 P̃, Q̃ 是不交自由路对。显然不交自由路对 (P̃, Q̃) 和不

接触自由路对 (P,Q) 一一对应。

因为不交自由路对 (P̃, Q̃) 的数量等于自由路对 (P̃, Q̃) 的个数减去相交自由路对

(P̃, Q̃) 的个数，而前者为 F(n − 1,m − 1)2 = (n+m−2
n−1 )

2
。考虑如何计算相交自由路对 (P̃, Q̃)

的个数。

设 P̃ 与 Q̃ 的第一个相交点为 x，则 x 将 P̃ 和 Q̃ 分割为 2 条子路，记做 P̃1，P̃2 以及

Q̃1，Q̃2。则格路 P̃1Q̃2 为从 (0, 1) 到 (n,m−1) 的自由路，格路 Q̃1P̃2 为从 (1, 0) 到 (n−1,m)

的自由路。

类似定理 3.1 的证明可以发现，映射 θ(P̃, Q̃) = (P̃1Q̃2, Q̃1P̃2) 为双射。所以相交自由路对

(P̃, Q̃)的个数等于自由路对 (P̃1Q̃2, Q̃1P̃2)的个数，即 Ftouching(P̃Q̃) = F(n,m−2)·F(n−2,m) =

(n+m−2
n−2 )

2
。因此，我们得到：

Fnt(n,m) =

(
n + m − 2

n − 1

)2
−

(
n + m − 2

n

)(
n + m − 2

n − 2

)
=

1

n

(
n + m − 1

n − 1

)(
n + m − 2

n − 1

)
□

定理 3.4. 从 (0, 0) 到 (n, m) 的不交自由路对个数是

Fnc(n,m) =
1

n + 1

(
n + m + 1

n

)(
n + m

n

)
(16)

证明. 类似定理 3.3 的证明，我们考虑构建一个从 (0, 0) 到 (n + 1,m + 1) 的不接触自由路

对 (P̃, Q̃)：令 P̃ = UPL, Q̃ = LQU，可得到双射：θ−1(P̃, Q̃) = (P,Q)。因此：

Fnc(n,m) = Fnt(n + 1,m + 1)

=
1

n + 1

(
n + 1 + m + 1 − 1

n + 1 − 1

)(
n + 1 + m + 1 − 2

n − 1

)
=

1

n + 1

(
n + m + 1

n

)(
n + m

n

)
□
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3.3 不接触自由路对与 k 个峰的 Dyck 路的关系

我们可以发现，从 (0, 0) 到 (k, n− k +1) 的不接触自由路对个数与 k 个峰的 n 阶 Dyck
路是一样的25，均为

1

k

(
n

k − 1

)(
n − 1
k − 1

)
事实上，我们可以证明这两者间存在双射：

证明. 对于任意一个从 (0, 0) 到 (k, n − k + 1) 的不接触自由路对 (P,Q)，将其展开为 UL 序

列：

P = U U · · ·U︸  ︷︷  ︸
i1

L U · · ·U︸  ︷︷  ︸
i2

L · · · L U · · ·U︸  ︷︷  ︸
ik

L

Q = L U · · ·U︸  ︷︷  ︸
j1

L U · · ·U︸  ︷︷  ︸
j2

L · · · L U · · ·U︸  ︷︷  ︸
jk

U

则有：

∑
t=1

kit = n − k

k∑
t=1

jt = n − k

令 R = ρ(P,Q) = U · · ·U︸  ︷︷  ︸
i1+1

L · · · L︸ ︷︷ ︸
j1+1

U · · ·U︸  ︷︷  ︸
i2+1

L · · · L︸ ︷︷ ︸
j2+1

· · ·U · · ·U︸  ︷︷  ︸
ik+1

L · · · L︸ ︷︷ ︸
jk+1

，则 R 是一个有着 k

个峰的 n 阶格路。而因为 (P,Q) 是不接触自由路，因此：

i1 + 1 > j1

i1 + i2 + 1 > j1 + j2
...

k∑
t=1

it + 1 >
k∑

t=1

jt

k∑
t=1

it ≥
k∑

t=1

jt

故 R 是 Dyck 路。一个通过 P,Q 构造 R 的例子如图所示：

25即为 Narayana 数 N(n, k)（见参考文献 10 中的序列 A001263）。
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(0, 0)

(4, 6)

图 7: P = ULUUULLUUL，

Q = LLULUULUUU

(0, 0)

(9, 9)

图 8: {i} = {0, 3, 0, 2}，{ j} = {0, 1, 2, 2}，
R = ULUUUULLULLLUUULLL

而 ρ 的逆映射的构造以及证明是类似的，因此 ρ 是一个双射。 □

4 实际应用

直方图是统计学中的一种常见工具，它可以显示统计对象波动的状态，从而较直观地

传递有关过程统计对象状况的信息。而通过研究统计对象波动状况之后，就能掌握过程的

状况，更好地进行改进。直方图的形态除了人工分析外，也可以转化为例如 Dyck 路的格

路，从而提升分析效率。

4.1 构造双射

定义 4.1. 对于一个 Dyck 路 P，定义 P 中每一步的高度为这一步的两个的端点中，纵坐标

的较大值。定义 P 的每一步的高度组成的序列为 P 的高度序列。

我们考虑构造从 Dyck 路到直方图的映射 φ。考虑 P 的高度序列中，每个极长的相同

高度的连续段。设某个极长段的高度为 h，长度为 c，则我们把它映射到 ⌊ c
2
⌋ 个高度为 h 的

列。这样得到的序列即为 φ(P) 的高度序列。

例如，对于如图所示的 Dyck 路径 P = UDUDUUUDUDDUDUUDUDDUDDUDUUDD，

其高度序列为：1111123333222233332221111221。我们可以得到对应直方图 φ(P) 的高度序

列：113322332112。
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↓

图 9: 一个 Dyck 路以及其对应的直方图

接下来，我们考虑该映射的逆映射 φ−1。设直方图 B 的高度序列为 ha0
0 ha1

1 · · · h
ak+1

k+1 ，通过

在合适的位置插入 ai = 0，我们可以假设 h0 = hk+1 = 0，且 ∀0 ≤ i ≤ k，均有 |hi − hi+1| = 1。

对于 i = 1, 2, · · · , k，我们把 hai
i 依次作如下替换，即可得到 Dyck 路 φ−1(B)：



(UD)ai U , if hi−1 < hi ∧ hi < hi+1

(UD)ai , if hi−1 < hi ∧ hi > hi+1

(DU)ai , if hi−1 > hi ∧ hi < hi+1

(DU)ai D , if hi−1 > hi ∧ hi > hi+1

例如，对于上面的例子中的直方图 B = φ(P)，其高度序列 113322332112 可以被改写

为 0012203222322112211000，从而得到对应的 Dyck 路：

φ−1(B) = (UD)2UU(UD)2(DU)2(UD)2(DU)D(DU)2(UD)D= P

因此 φ 是一个双射。

4.2 发掘性质

我们先定义一些直方图以及 Dyck 路上面的统计数据：

对于直方图 B ∈ B，我们可以将其看作由横步 H = (1, 0)，上步 U = (0, 1)，以及下步

D = (0,−1) 组成的格路。记 #H(B),#U(B),#D(B) 分别表示 B 中 H,U,D 步的个数。定

义 B 的半周长（semiperimeter）为上步与横步的个数和，记作 sp(B) = #H(B)+#U(B)。

定义 B 的面积（area）为 B 与 x 轴围成的封闭区域的面积，记作 area(B)。
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定义一个峰（peak）为 UHℓD(ℓ ≥ 1) 的一次出现。记 pk(B) 表示 B 中峰的个数。类

似地，定义一个谷（valley）为 DHℓU(ℓ ≥ 1) 的一次出现，记 val(B) 表示 B 中谷的个数。

因为峰和谷总是交替出现，且第一个和最后一个一定都是峰，所以 pk(B) = val(B) + 1。设

shv(B) 表示 B 中谷的高度之和，#H1(B) 表示 B 中高度为 1 的谷的个数。

对于 Dyck 路 P ∈ D，定义峰（peak）为 UD 的一次出现，回归（return）为一个使

得 Dyck 路接触到 x 轴的下步。记 Λ(P) 和 ret(P) 分别表示 Dyck 路 P 中，峰和回归的个

数，设 shp(P) 表示 P 中峰的高度之和。

对于直方图 B 或 Dyck 路 P，定义 iniU(B)（或 iniU(P)）和 finD(B)（或 finD(P)）分别

表示初始的上步 U 以及结束的下步 D 的个数。

例子 1. 对于图 4.1 中的直方图 B，我们有：#H(B) = 12，#H1(B) = 4，#U(B) = 5，

#D(B) = 5，sp(B) = #H(B) + #U(B) = 17，iniU(B) = 1，finD(B) = 2，area(B) = 24，

pk(B) = 3，shv(B) = 3。

我们可以得出如下定理：

定理 4.1. 对于 P ∈ D 以及 B = φ(P) ∈ B，有以下结论成立：

• sl(P) = sp(B) − pk(B)；

• Λ(P) = #H(B) − val(B)；

• shp(P) = area(B) − shv(B)；

• iniU(P) = iniU(B)；

• iniD(P) = iniD(B)；

• 若 P 的高度最大值为 1，则 ret(P) = #H1(B)，否则 ret(P) = #H1(B) + 1。

这些结论的证明均不是非常复杂，由映射的定义稍加推导即可证明，故在此略去，有

兴趣的读者可以自行推导。

下表整理了本节我们定义的记号以及它们间的关系：

直方图 Dyck 路 关系

sp(B) B 的半周长 sl(P) P 的半长 sl(P) = sp(B) − pk(B)
pk(B) B 中峰的数量 Λ(P) P 中峰的数量 Λ(P) = #H(B)−val(B)

val(B) B 中谷的数量 ret(P) P 中回归的数量
ret(P) = #H1(B) + 1

（当 P 的高度不为 1 时）

shv(B) B 中谷的高度和 shp(P) P 中峰的高度和 shp(P) = area(B) − shv(B)
iniU(B) 初始的上步 U 的个数 iniU(P) 初始的上步 U 的个数 iniU(P) = iniU(B)

iniD(B) 结束的下步 D 的个数 iniD(P) 结束的下步 D 的个数 iniD(P) = iniD(B)
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算法竞赛中一些数论问题的推广与高斯整数初探

西北工业大学附属中学 李佳衡

摘 要

本文将从一道校内 NOIP 模拟赛题出发，简要研究整数整除理论在数论结构上的某些

特点，并尝试将整除理论移植到高斯整数上，进而将算法竞赛中一些常见的数论问题推广

到高斯整数的范围内。

1 预备知识

为方便文章讨论与读者阅读，本节中将给出本文中用到的抽象代数中的一些概念及其

简单的性质。已经具备相关知识的同学可以跳过对应的部分。

1.1 二元运算与代数系统

定义 1.1.1 (二元运算). 设 X 为一给定集合，则称映射 f : X2 → X 为集合 X 上的一个二

元运算。即对于任意有序对 (a, b) ∈ X2，存在一个确定的 h ∈ X 与之对应，记作

h = f (a, b)

或

h = a ◦ b

定义 1.1.2 (交换律与结合律). 对于定义在集合 X 上的二元运算 ◦，如果对任意的 a, b ∈ X

都有

a ◦ b = b ◦ a

则称这个二元运算是交换的。若对任意的 a, b, c ∈ X 都有

(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) (17)

则称这个二元运算是结合的。
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定义 1.1.3. 设集合 S ⊂ X, ◦ 是 X 上的二元运算，且对任意的 a, b ∈ S 都有

a ◦ b ∈ S

则称集合 S 对运算 ◦ 封闭。

定义 1.1.4 (代数系统). 在其上定义了若干二元运算 ◦, ⋆, · · · 的集合 X 称为一个代数系统。

例如上述代数系统可记作 (X, ◦, ⋆, · · · )。

1.2 半群与群

定义 1.2.1 (半群与交换半群). 我们称代数系统 (X, ◦) 是一个半群，当且仅当二元运算 ◦ 是

结合的。特别地，如果半群中的二元运算 ◦ 是交换的，则称 (X, ◦) 为交换半群。

定义 1.2.2 (半群的幺元素、幺半群). 半群 (X, ◦) 中的元素 e 如果满足：对任意的 a ∈ X，

必有

a ◦ e = e ◦ a = a (18)

则称 e 为半群 (X, ◦) 的幺元素。有幺元素的半群称为幺半群。

定理 1.2.1. 半群中的幺元素要么不存在，要么有且仅有一个。

Proof.
不妨设 e , e′ 均为半群 (X, ◦) 的幺元素，则由式 (18) 可知

e = e ◦ e′ = e′

这与 e , e′ 矛盾。因此幺元素如果存在必然唯一。 □

定义 1.2.3 (可逆元素). 设幺半群 (X, ◦) 的幺元素为 e，对于元素 a ∈ X，若存在 b ∈ X 使

得

a ◦ b = b ◦ a = e (19)

则称 a 为可逆元素（或单位元素），并把 b 称作 a 的逆元素，记作 b = a−1。

定理 1.2.2. 对于半群中的每一个可逆元素，其逆元素唯一。

Proof.
不妨设 b , b′ 同时为半群 (X, ◦) 中元素 a 的逆元素，则由式 (17) (18) (19) 可知

b′ = (b ◦ a) ◦ b′ = b ◦ (a ◦ b′) = b

这与 b , b′ 矛盾。因此逆元素如果存在必然唯一。 □

定义 1.2.4 (群与交换群). 设 (X, ◦) 是一个半群。如果它的每个元素都可逆，则称 (X, ◦) 是

群。特别地，如果二元运算 ◦ 是交换的，则称之为交换群。
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1.3 环

定义 1.3.1 (环与交换环). 设 X 是一个给定的集合，在其上定义了两种二元运算 ⊕ 和 ⊙。
代数系统 (X,⊕,⊙) 称为环，如果它满足以下条件：

(1) (X,⊕) 是一个交换群，通常称作环的加法群

(2) (X,⊙) 是一个半群，通常称作环的乘法半群

(3) 对于任意的 a, b, c ∈ X，有

a ⊙ (b ⊕ c) = (a ⊙ b) ⊕ (a ⊙ c)

(b ⊕ c) ⊙ a = (b ⊙ a) ⊕ (c ⊙ a)

特别地，如果运算 ⊙ 也是交换的，则称这个代数系统为交换环。

定义 1.3.2 (零元素). 如果环 (X,⊕,⊙) 的加法群 (X,⊕) 含有幺元素 o，则称 o 为环 X 的零

元素。

定义 1.3.3 (幺元素). 如果环 (X,⊕,⊙) 的乘法半群 (X,⊙) 含有幺元素 e，则称 e 为环 X 的

幺元素。

定义 1.3.4 (单位元素). 环 (X,⊕,⊙) 的乘法半群 (X,⊙) 的单位元素 ϵ 称为环 X 的单位元

素。

定义 1.3.5 (相伴数). 设 ϵ 为环 (X,⊕,⊙) 的单位元素，对于 a, b ∈ X，若有 a⊙ ϵ = b，则称

a 和 b 互为相伴数，记作 a ∼ b。

显然相伴关系是一个等价关系（即具有对称性、传递性和反身性）。

定义 1.3.6 (零因子). 记环 (X,⊕,⊙) 的零元素为 o，再设 o , a, b ∈ X，若有 a⊙ b = o 成立，

则称 a 是 X 的左零因子，b 是 X 的右零因子。显然在交换环中，左右零因子是一致的。

定义 1.3.7 (整环). 设 X 是至少有两个元素的交换环，若 X 有幺元素，无零因子，则称 X

为整环。

2 一些记号与约定

在本文中，如无特殊说明，我们不对集合 M 和建立在 M 上的代数系统加以区分。其

具体含义可以根据语境推知。

为了叙述简洁，在不引起歧义的情况下，用 o, e, ϵ 分别表示对应代数系统中的零元、幺

元和单位元。

Z[i] 表示集合 {a + bi | a, b ∈ Z}，其中 i2 = −1 为虚数单位，并称 Z[i] 中的数为高斯整

数。类似的记号还有 Q[i] 等。
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3 问题引入

3.1 题目描述

给出两个非零数 x, y ∈ Z[i]，你需要求出所有形如 ax + by（其中 a, b ∈ Z[i]）的非零复

数中模长最小的并将其输出。

保证 x, y 的实部与虚部的绝对值不超过 109。

3.2 题目讨论

该题来自于我校 2018 年 NOIP 模拟赛。

原题有一档 x, y 虚部均为 0 的部分分，而 ax + by 的形式则让人很容易联想到 Bezout
定理。于是对于这一档部分分输出两个有理整数的最大公约数即可。

现在问题从一维的有理整数拓展到二维的 Z[i]，一个很自然的想法是将两维分别讨论。

很遗憾的是，这样做是错的。例如：对于 x = 1 + 2i, y = 3 + i，如果两维分别取最大公约

数得到的答案为 1 + i；但注意到 y = (1 − i)x，因此有

|ax + by| =
∣∣∣ax + (1 − i)bx

∣∣∣ ≥ |x| = √5
显然 |1 + i| =

√
2 <
√
5，矛盾。

另外一个想法便是能否依照有理整数那样，在 Z[i] 上建立起一套“整除理论”，从而利用

类似于 Bezout 定理的结论解决问题。

为此，我们需要先了解有理整数中的整除理论，并在充分了解其数论结构之后尝试将

其推广。

4 有理整数 Z 中的整除理论

虽然本文的绝大部分读者已经了解整数的整除理论，但为了文章论述的完整性，本节

将不加证明地列举整数整除理论的一些基本概念及其简单性质。

由定义易知 (Z,+,×) 是一个整环。为了与后文统一，本节中对一些概念的叙述将使用

整环的语言。

定义 4.1 (整除). 设 a, b ∈ Z 且 a , 0，若存在 x ∈ Z 使得 b = ax，则称 a 整除 b，记作

a | b。同时称 a 是 b 的约数，b 是 a 的倍数。

对于 0 , b ∈ Z，显然 ϵ 和 ±b 都是 b 的约数，称它们为 b 的显然约数，b 的其他约数

称作非显然约数。

定义 4.2 (不可约数). 设 p ∈ Z, p , 0,±1，如果 p 没有非显然约数，就称 p 是 Z 中的不

可约数。
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定义 4.3 (素数). 若 p ∈ Z 满足对任意的 a, b ∈ Z 且 p | ab 一定有 p | a 或 p | b，则称 p 是

Z 中的素数。

众所周知，在 Z 中不可约数与素数是一致的，因此对它们不作区分26。在后文的叙述

中，为避免混淆，将 Z 中的素数称为有理素数。

定理 4.1 (带余除法). 设 a, b ∈ Z 且 a , 0，那么一定存在唯一的一对 q, r ∈ Z，使得：

b = qa + r, 0 ≤ r < |a|

定义 4.4 (公约数). 设 a, b ∈ Z，若 d ∈ Z, d | a, d | b，就称 d 是 a, b 的公约数。

定义 4.5 (最大公约数). 设 a, b ∈ Z 且不全为 0, a, b 的公因数中的最大者称为 a 和 b 的最

大公因数，记作 gcd(a, b)。

定理 4.2 (Bezout 定理). 设 a, b ∈ Z，则存在 x, y ∈ Z 使得 ax + by = gcd(a, b)。

定理 4.3 (算术基本定理). 设 a ∈ Z, a , 0,±1，那么 a 一定可以唯一地表示为：

a = ϵpm1

1 · · · pms
s

其中 p1 < p2 < · · · < ps 是不同的正有理素数。

由于相伴关系是一个等价关系，因此可以将 Z 中的全体元素按相伴关系划分成两两不

相交的等价类，并在每个等价类中指定一个元素为代表，这样就得到 Z的一个代表集合（如

N）。由于相伴元素具有相同的整除性质，在讨论仅和整除有关的性质时，可以只在某个代

表集合中考虑。

5 整除理论体系的数论结构

不难发现，第 4 节中提到的概念与性质大多建立在 (Z,+,×) 是一个整环的基础上，并

没有用到整数集 Z 的特性（如离散性、大小关系等）。由此，设 (M,⊕,⊙) 是一个整环，我

们可以将第 4 节中的概念进行推广。

为了方便，对于 α, β ∈ M，我们用 αβ 表示 α ⊙ β。

定义 5.1 (整除). 设 α, β ∈ M 且 α , o，若存在 τ ∈ M 使得 β = ατ，则称 α 整除 β，记作

α | β。同时称 α 是 β 的约数，β 是 α 的倍数。

对于 o , β ∈ M，显然 ϵ 和 ϵβ 都是 β 的约数，称它们为 β 的显然约数，β 的其他约数

称作非显然约数。

26 但事实上，“素数”与“不可约数”在数论中的确是两个不同的概念。
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定义 5.2 (不可约数). 设 ξ ∈ M, ξ , o, ϵ，如果 ξ 没有非显然约数，就称 ξ 是 M 中的不可

约数。

定义 5.3 (素数). 设 ξ ∈ M，如果对任意 α, β ∈ M 且 ξ | αβ，都有 ξ | α 或 ξ | β，则称 ξ 为

素数。

定理 5.1. 所有的素数都是不可约数。

Proof.
假设素数 ξ = αβ 不是不可约数，其中 α, β , ϵ，由素数的定义可知必有 ξ | α 或 ξ | β

成立。

不妨 ξ | α，由此及 α | ξ 可知 ξ ∼ α，进而有 β = ϵ，由此产生矛盾，故所有素数都是不

可约数。 □

定义 5.4 (公约数). 设 α, β ∈ M，若 δ ∈ M, δ | α, δ | β，就称 δ 是 α, β 的公约数。

我们在尝试推广最大公约数的概念的时候出现了问题：整环 M 的元素之间不一定定义

有大小关系。因此我们需要用另一种方式来描述所谓“最大”公约数。

定义 5.5 (最大公约数). 设 α, β ∈ M 且不全为 o，若存在 ∆ ∈ M 满足 ∆ | α, ∆ | β，且对于

α, β 的任一公约数 δ 都有 δ | ∆，就称 ∆ 是 α, β 的最大公约数，记作 gcd(α, β)。

这里需要指出，如此定义并没有保证 ∆ 的存在性 27，但是，可以证明，如果 ∆ 存在，

那么它必然在相伴意义下唯一。

定义 5.6 (可分解整环). 如果对于任一 α ∈ M, α , o, ϵ，α 一定可且只可表为 M 中有限个

不可约数的乘积：

α = ξ1 · · · ξr (20)

则称 M 是可分解整环。其中“只可表为”指的是不存在这样的表法：对于任意给定的正整数

n, α 可表为 n 个非单位元素的乘积，且其中存在非不可约数。

定理 5.2. 如果对任一 o , α ∈ M, α 的互不相伴约数只有有限个，那么 M 是可分解整环。

Proof.
设 n(α) 表示 α 的不相伴约数个数。显然当 α , 0, ϵ 时总有 n(α) ≥ 2。

当 n(α) = 2 时，α 为不可约数，结论成立。

假设当 2 ≤ n(α) < k 时结论都成立，那么当 n(α) = k 时，α 一定不是不可约数，即存

在 α = βγ 且 β, γ , ϵ，显然 n(α) > n(β), n(γ)，由归纳假设知 β, γ 都可表为不可约数的乘

积，因此 α 也可表为不可约数的乘积，结论成立。 □

对于可分解整环，有以下命题：

27事实上，在一些整环中的确存在 ∆ 不存在的情况。
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命题 1. 设 α, β ∈ M 且不全为 o，则 ∆ = gcd(α, β) 存在，且存在 x, y ∈ M 使得 αx⊕βy = ∆。

命题 2. M 中的不可约数都是素数。

命题 3. 分解式 (20) 在不计次序和相伴的意义下是唯一的，即设 M0 是 M 的一个代表集

合，α 一定可以唯一地表为（不计次序）：

α = ϵηn1
1 · · · ηns

s

其中 η j ∈ M0 是两两不同的不可约数。

定义 5.7 (唯一分解整环). 我们称命题 3 成立的可分解整环为唯一分解整环。

定理 5.3. 若 M 中命题 2 成立，设 ξ1, ξ2 ∈ M 是不同的素数，α ∈ M 且 ξ1 | α, ξ2 | α，则

ξ1ξ2 | α。

Proof.
由 ξ1 | α，设 α = ξ1β，显然 ξ2 ∤ ξ1，由命题 2 得 ξ2 | β，因此 ξ1ξ2 | α。 □

定理 5.4. 命题 1 ∼ 命题 3 两两等价。

这个定理证明请查阅参考文献 [1] 的相关内容。

6 高斯整数 Z[i] 中的整除理论

显然 (Z[i],+,×) 是一个整环，我们可以引入上一节的定义 5.1 至 5.5，在此不再赘述。

定义 6.1 (范数). 设 α = a + bi ∈ Q[i]，我们把 N(α) = a2 + b2 称作 α 的范数。

定理 6.1. 设 α, β ∈ Q[i]，则 N(αβ) = N(α)N(β)，若 α | β 则 N(α) | N(β)。

定理 6.2. 设 n ∈ N, Z[i] 中范数等于 n 的元素个数有限。

上面两个定理是显然的，因此在这里不做证明。由定理 6.2 及定理 5.2 可得：

定理 6.3. Z[i] 是可分解整环。

定理 6.4 (带余除法). 设 α, β ∈ Z[i] 且 α , 0，那么一定存在 η, γ ∈ Z[i] 使得：

β = ηα+ γ, 0 ≤ N(γ) < N(α) (21)
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Proof.
设 τ = r + si ∈ Q[i] 且 β = τα，取 u, v ∈ Z 分别为离 r, s 最近的整数，则有 |r − u| ≤ 1

2

以及 |s − v| ≤ 1
2
。

令 η = u + vi，则

N(τ − α) = |r − u|2 + |s − v|2 ≤ 1

2

又因为 γ = (τ − η)α，所以有

N(γ) = N(τ − η)N(α) ≤ 1

2
N(α) < N(α)

□

定理 6.5. Z[i] 中命题 1 成立，即对于不全为 0 的 α, β ∈ Z[i]，∆ = gcd(α, β) 一定存在，且

存在 x, y ∈ Z[i] 使得

αx + βy = ∆

Proof.
设 S = {αx + βy | x, y ∈ Z[i]}，设其中范数最小的非零元素为 δ，由 δ ∈ S 可推出对于任

一 η | α, η | β 都有 η | δ。对于 S 中任一元素 v，由定理 6.4，将 v 表示为：

v = ηδ+ γ, 0 ≤ N(γ) < N(δ)

由 N(δ) 的最小性可推出 N(γ) = 0 即 γ = 0, δ | γ。由定义 δ = gcd(α, β), gcd(α, β) 存在，且

δ ∼ ∆，可得 ∆ ∈ S。 □

由此及定理 5.4 得：

定理 6.6. Z[i] 是唯一分解整环。

定理 6.7. 设 n ∈ N, Z[i] 中范数等于 n 的个数

E(n) = 4
∑
d|n
χ(d)

其中 28

χ(d) =

(−1)
(d−1)

2 , 2 ∤ d,

0, 2 | d.

定理 6.8. ξ ∈ Z[i] 是素数，当其仅当 ξ 满足以下条件之一：

(1) N(ξ) = 2；

28 对数论函数理论比较熟悉的同学可以看出这里的 χ 其实是模 4 意义下的 Dirichlet 非主特征，不过这并不在本文的讨论范

围内。这里仅指出这个函数是一个完全积性函数，证明从略。
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(2) N(ξ) = p，其中 p ≡ 1 (mod 4) 是正有理素数；

(3) ξ ∼ p，其中 p ≡ 3 (mod 4) 是正有理素数。

Proof.
充分性：(1) 的情况可以直接验证；(2) 的情况可以由定理 6.1 和定义 5.2 推出；对于

(3) 的情况，不妨设 ξ = αβ (α, β , ϵ)，则有 p2 = N(ξ) = N(α)N(β)，由此及 N(α),N(β) > 1

得 N(α) = N(β) = p，根据定理 6.7 不存在范数为 p 的高斯整数，由此推出矛盾，故 ξ 为

素数。

必要性：若 ξ 是素数，由定理 4.3 可知：

ξξ = N(ξ) = q1 · · · qr

其中 q j 是正有理素数。由 ξ 是素数可得，存在一个 q j（不妨设为 q1），使得 ξ | q1，进而

有 N(ξ) | N(q1) = q2
1，因此有 N(ξ) = q1 或 N(ξ) = q2

1。

若 N(ξ) = q1 必然有 (1) 或 (2) 成立；若 N(ξ) = q2
1，由此及 ξ | q1 推出 ξ ∼ q1，所以

q1 是 Z[i] 中的素数，由此及定理 6.7 知 q1 ≡ 3 (mod 4) 即 (3) 成立。 □

7 一些常用算法的推广

从上面的讨论可以看出，Z[i] 与 Z 在数论结构上有很多的相似之处，由此我们可以尝

试将 Z 中的一些常用且仅与数论结构有关的算法推广到 Z[i] 中。

7.1 Euclid 算法

在 Z 中，对于两个不全为 0 的数 a, b，我们可以使用 Euclid 算法在 O(log |a|) 的时间

内求出 a 和 b 的最大公约数。下面我们仿照 Z 中的 Euclid 算法，解决 Z[i] 中的最大公约

数问题。

对于不全为 0 的 α, β ∈ Z[i]，由定理 6.4，我们可以将其写成：

β = ηα+ γ, 0 ≤ N(γ) ≤ 1

2
N(α) (22)

并记 γ = β mod α。

引理 7.1.1. α, β ∈ Z[i], α , 0，有 gcd(α, β) = gcd(β mod α, α)。

Proof.
我们将 α, β 写成式 22。设 ∆ = gcd(α, β)，则由 ∆ | α, ∆ | β，以及 γ = β − ηα 可知

∆ | γ。
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另一方面，对于任意 δ | α, δ | γ，由于 β = ηα + γ，有 δ | β，因此 δ | ∆。由定义有

gcd(β mod α, α) = ∆ = gcd(α, β)。 □

于是我们仍可以按照 Z 中 Euclid 算法的过程，按照上式递归处理，边界仍为

gcd(0, β) = β

由式 (22)，对 (α, β) 的每次递归后会使两数较小的范数减少至少一半，因此这个算法

的时间复杂度为 O(log N(α))。

至此，由定理 6.5 及本小节内容，我们已经可以在 O(log N(x)) 的时间内解决第 3 节中

的问题。接下来，我们再尝试对一些其它常见算法进行推广。

7.2 标准分解

众所周知，任何一个有理整数 n , 0 都可以表示为若干有理素数的乘积，同时有很多

算法可以解决 Z 中的素因子分解，即标准分解问题。

本节中我们将从 Z 中最广为人知的试除法出发，寻找 Z[i] 中的标准分解算法。

记 α ∈ Z[i]，我们希望将其表示为

α = ξ1 · · · ξr (23)

的形式，其中 ξ1, · · · , ξr 为高斯素数。

7.2.1 试除法

由式 (23) 及定理 6.1 可知

N(α) = N(ξ1) · · ·N(ξr)

进而可推知：α 的所有素因子中，范数超过
√

N(α) 的至多有一个。

因此我们可以仿照 Z 中的做法，按照范数顺序依次用所有范数不超过
√

N(α) 的高斯

整数试除，最终剩下的结果要么为 ϵ，要么为高斯素数。

由于范数不超过
√

N(α) 的高斯整数有 O
( √

N(α)
)
个，因此这个算法的时间复杂度为

O
( √

N(α)
)
。

7.2.2 算法改进

对于 0 , α = a + bi ∈ Z[i]，记 d = gcd(a, b)，显然 d | α，记

α1 =
α

d
= a1 + b1i

由 gcd(a1, b1) = 1 知 α1 没有非显然的有理整数因子。
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下面考虑分解 α1，这需要我们寻找一个 α1 的素因子 β。

记 N(α1) 的标准分解为

N(α1) =
k∏

i=1

pri
i

其中 p1 < p2 < · · · < pk 为正有理素数。

当 p1 = 2 时，由 α1 没有有理整数因子可知，取 β = 1 + i 符合要求。

当 p1 ≡ 1 (mod 4) 时，记 γ1, γ2 为满足 N(γ1) = N(γ2) = p1 的两个互不相伴的高斯整

数，由定理 6.8 知 γ1, γ2 均为高斯素数。进而由 p1 的最小性可知 β = γ1 或 β = γ2 中至少

有一个满足条件。

当 p1 ≡ 3 (mod 4) 时，不妨设 α1 = βα2，于是有

p1 | N(α1) = N(β)N(α2)

由此及 p1 为有理素数知必然有 p1 | N(β) 或 p1 | N(α2)。不妨设 p1 | N(β)，由定理 6.8 知

β = p1，这与 α1 无非显然的有理整数因子矛盾。

如上述构造出 β 后，记 α1 = βα2，再对 α2 重复上述操作直到只剩下 ϵ。

最后将 d 在 Z 中标准分解，并将所有模 4 不为 3 的素因子在 Z[i] 中分解即可。

现在问题转化为有理素数 p ≡ 1 (mod 4) 在 Z[i] 中的分解。

引理 7.2.2.1. 设有理素数 p ≡ 1 (mod 4)，有理整数 z2 ≡ −1 (mod p) 且 0 ≤ z < p，记

ξ = gcd(p, z + i)，则有 ξξ = p。

Proof.
原命题等价于证明 N(ξ) = ξξ = p。

由已知，有 ξ | p 以及 ξ | z + i，于是有

N(ξ) | gcd(N(p),N(z + i)) = p

由题设知存在 x, y ∈ Z，使得 p = x2 + y2 = (x + yi)(x − yi)，由此可知 gcd(x, y) =

gcd(x, p) = 1 以及

0 ≡ x2 + y2 ≡ x2 − z2y2 ≡ (x + yz)(x − yz) (mod p)

如果 p | x − yz，不妨设 x = yz + kp (k ∈ Z)，于是有

x + yi = (yz + kp) + yi = y(z + i) + kp

又注意到 (x + yi) | p 以及 gcd(x + yi, y) = 1，故有 (x + yi) | (z + i)，进而 (x + yi) | ξ，于是

N(ξ) = p。

如果 p | x + yz，同理可知 N(ξ) = p。

□
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对于每个需要分解的 p，我们可以利用随机数寻找29一个模 p 的二次非剩余 c，取

z ≡ c
p−1
4 (mod p) 即可满足 z2 ≡ −1 (mod p)30，然后按照引理执行 Euclid 算法即可。

设被分解数为 α，其范数 N(α) = n。在这个算法中，除去有理整数在 Z 中的分解外，

只对其部分素因子执行了快速幂和 Euclid 算法，而素因子的个数为 O(log n)，故这部分用

时为 O(log2 n)。

本算法的时间复杂度瓶颈在于对有理整数在 Z 中的分解。若使用 Pollard’s Rho 算法，

则总时间复杂度为 O
(
n

1
4

)
。

8 数论函数求和问题在高斯整数 Z[i] 中的简要推广

在算法竞赛中，数论函数求和问题是一类重要的问题，下面我们仿照 Z 中的做法，将

一些常见的数论函数求和算法推广至 Z[i] 中。

为了方便，我们定义这样的两个集合

D+ = {a + bi | a ∈ N+, b ∈ N}

D = D+ ∪ {0}

显然 D 为 Z[i] 的一个代表集，D+ 为 D 中非零元素组成的集合，以下所有求和号枚举的高

斯整数均为 D 中的元素。再定义

T (n) = {α ∈ D | N(α) = n}

S (n) = {α ∈ D | 1 ≤ N(α) ≤ n}

仿照数论函数的原有定义，在 Z[i] 中给出以下定义：

定义 8.1 (数论函数). 我们称函数 f : D+ → C 为 Z[i] 中的数论函数。

定义 8.2 (积性函数). 设 f 为 Z[i] 中的数论函数，如果满足对任意 α, β ∈ D+ 且 gcd(α, β) =
1，都有

f (αβ) = f (α) f (β)

则称 f 为 Z[i] 中的积性函数。

定义 8.3 (完全积性函数). 设 f 为 Z[i] 中的积性函数，如果满足对任意 α, β ∈ D+，都有

f (αβ) = f (α) f (β)

则称 f 为 Z[i] 中的完全积性函数。

29 由二次剩余的性质，随机到一个二次非剩余的期望次数是 2 次。
30 这一结论可以由二次剩余的 Euler 判别法和 Fermat 小定理推出，在此不做详细叙述。
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定义 8.4 (Dirichlet 卷积). 对于数论函数 f 和 g，定义其 Dirichlet 卷积

( f ∗ g)(α) =
∑
δ|α

f (δ)g
(
α

δ

)
特别地，当 g(α) = c 为常数函数时，这个卷积可以记作 f ∗ c。

定理 8.1. 设 α ∈ D+，则对于 β ∈ S (n), αβ 遍历所有 S (N(α)n) 中所有 α 的倍数。

8.1 线性筛法

在 Z 中，我们可以使用 Euler 筛法在 O(n) 的时间内求出不超过 n 的所有正有理素数，

以及积性函数在不超过 n 的所有正有理整数处的值。在 Z[i] 中，我们可以使用类似的方法，

求出范数不超过 n 的所有高斯素数，以及 Z[i] 中积性函数再范数不超过 n 的高斯整数处的

值。

Z 中 Euler 筛法的过程是这样的：从 2 到 n 枚举有理整数 i，如果 i 未被更新，则记录

i 为有理素数，再依次枚举不超过 i 的有理素数 p，更新 i × p 的答案，当 p | i 时，更新答

案后停止 p 的枚举。

在这个算法中，每个有理非素数 i 只会被作为 i
p × p 更新一次，其中 p 为 i 的最小素

因子，因此这个算法的时间复杂度为 O(n)。

在 Z[i] 中，我们仿照上面的做法，我们首先需要对所有范数不超过 n 的高斯整数按照

范数排序，再按照范数从 2 到 n 枚举高斯整数 α（范数相同的 α 顺序任意），如果 α 未被

更新，则记录 α 为高斯素数，再依次枚举 α 及之前的高斯素数 ξ，更新 α × ξ 的答案，当

ξ | α 时，更新答案后停止 ξ 的枚举。

同样地，在这个算法中，每个高斯非素数 α 只会被作为 α
ξ
× ξ 更新一次，其中 ξ 为 α

在排序中最靠前的素因子，由于范数不超过 n 的高斯整数有 O(n) 个，该算法的复杂度为

O(n)。

8.2 一种基于 Dirichlet 卷积构造的快速求和法

在 Z 中，对于某些积性函数，可以通过构造 Dirichlet 卷积在低于线性的时间内计算其

前缀和，这种方法在国内算法竞赛界被称为“杜教筛”。下面我们尝试将这种方法扩展到 Z[i]

中。

在 Z 中，该算法大致过程如下：设

F(n) =
n∑

i=1

f (i)

有
n∑

i=1

( f ∗ g)(i) =
n∑

i=1

g(i)F
(⌊n

i

⌋)
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变形得

g(1)F(n) =
n∑

i=1

( f ∗ g)(i) −
n∑

i=2

g(i)F
(⌊n

i

⌋)
如果可以构造 g 使得 f ∗ g 和 g 都易于求和，直接按照上式记忆化递归，可以得到时

间复杂度为 O
(
n

3
4

)
的算法。如果设置一个阈值 B，先对 1 至 B 使用线性筛预处理，大于 B

的部分按照上式递归，时间复杂度为

O(B) +
⌊ n

B⌋∑
i=1

O
(√

n
i

)
= O(B) + O

(∫ n
B

1

√
n
x

dx
)

= O
(
B +

n
√

B

)
取 B = n 2

3
即可达到理论最优复杂度 O

(
n

2
3

)
在 Z[i] 中，我们也可以使用类似的算法：设

F(n) =
∑
α∈S (n)

f (α)

有 ∑
α∈S (n)

( f ∗ g)(α) =
n∑

i=1

∑
α∈T(i)

g(α)F
(⌊n

i

⌋)
变形得

g(1)F(n) =
∑
α∈S (n)

( f ∗ g)(α) −
n∑

i=2

∑
α∈T(i)

g(α)F
(⌊n

i

⌋)
只要构造出合适的 g，按照与 Z 中相同的方法，即可得到复杂度同样为 O

(
n

2
3

)
的求和

算法。

在 Z[i] 中，
∑
α∈S (i) ( f ∗ g)(α) 和

∑
α∈T(i) g(α) 的计算可能需要高于 O(1) 的时间，如果能

在 O
(√

i
)
的时间内计算，则我们可以线性筛预处理 i = 1 至 B 的答案，大于 B 的答案使用

O(
√

i) 的做法预处理，仍可以达到 O
(
n

2
3

)
的总复杂度。

8.3 一种基于扩展 Eratosthenes 筛法的快速求和法

在 Z中，还有一种适用范围较广的、基于扩展 Eratosthenes 筛法的积性函数求和算法，

在国内算法竞赛界一般被称为“Min_25 筛”。

在以下讨论中，我们认为所有高斯整数是有序的，对于范数不同的高斯整数，范数小

者在前；对于范数相同的高斯整数，实部小的在前。
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仿照 Z 中的做法：

gn,m =
∑

2≤N(α)≤n
α 不含 m 及之前的素因子

f (α)

hn =
∑

α 为 n 及之前的素数

f (α)

则仍有：

gn,m =
∑
ξ∈S (

√
n)

ξ 为 m 之后的素数
N(ξe)≤n

f (ξe)
(
[e > 1] + g⌊

n
N(ξe)

⌋
,p

)
+ hn − hm

为了计算 h，我们还需要完全积性函数 f ′(ξ) = f (ξ) 当 ξ 为素数（也可以将 f 拆分为

若干个完全积性函数 f ′ 之和，最后相加），设 η1, · · · , ηr 依次为范数不超过
√

n 的素数

h′i,n =
∑

2≤N(ξ)≤n
ξ 为素数或没有 ηi 及之前的素因子

f ′(ξ)

则有

h′i,n = h′i−1,n − f ′(ηi)

h′
i−1,

⌊
n

N(ηi)

⌋ − h′i−1,N(ξi−1)


边界为

h′0,n =
∑
α∈S (n)

f ′(α) − f ′(1)

计算完 h′ 后，即可由最终的 h′ 得到要求的 h（范数相同的高斯素数处要进行特殊处理）。

由定理 6.8，高斯素数的范数总为有理素数或有理素数的平方，且每个有理素数对应不

超过 O(1) 个高斯素数，因此范数不超过 n 的高斯素数个数为 O(π(n)) 个，其中 π(n) 表示

不超过 n 的有理素数个数。因此，只要 h′0 可以快速求得，就可以使用与 Z 中相同的方法，

以相同的复杂度解决 Z[i] 中的问题，时间复杂度仍为 O
(

n
3
4

log n

)
。

对于 h′0 的初值，可能也需要如上一小节所说，用 O
(
n

2
3

)
的时间计算，不影响总时间复

杂度。

9 一些常见数论函数与例题

在本节中，对于 α, β ∈ Z[i]，我们说的 gcd(α, β) 指两者的最大公约数在 D 中的相伴数。

首先，我们仿照 Z 中的定义，定义一些常用数论函数：

单位函数 ϵ(α) = [α = 1]，即当 α = 1 时 ϵ(α) = 1，否则 ϵ(α) = 0。

幂函数 Idk(α) = α
k。特别地，当 k = 1 时亦记作 Id(α)。
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Mobius 函数，设 α =
∏r

i=1 ξ
ki
i ，其中 ξ1, · · · , ξr 为不同的素数，则

µ(α) =

0 ,∃ki > 1

(−1)r , otherwise

与 Z 中类似，仍有性质：

定理 9.1. 设 α ∈ D+，则 ∑
δ|α
µ(δ) = ϵ(α)

定义 9.1 (同余). 设 α, β, γ ∈ Z[i] 且 γ , 0, α 与 β 同余当且仅当 γ | (α − β)，记作 α ≡ β
(mod γ)。

定义 9.2 (剩余类). 设 0 , γ ∈ Z[i]，我们可以将 Z[i] 按照模 γ 是否同余分为两两不相交的

等价类，这些等价类称为模 γ 的剩余类，记这些剩余类的个数为 R(γ)。

定义 9.3 (完全剩余系). 设 0 , γ ∈ Z[i]，对模 γ 的每一个剩余类取定一个元素作为代表，

这样得到的 R(γ) 个元素称为模 γ 的一个完全剩余系。

定理 9.2. 设 γ = a + bi ∈ Z[i] (a2 + b2 , 0)，记 g = gcd(a, b)，则

xm,n = m + ni, 0 ≤ m <
N(γ)

g
, 0 ≤ n < g

是模 γ 的一个完全剩余系。

Proof.
先证明 xm,n 两两不同余。

假设 xm,n ≡ xm′,n′ (mod γ)，则设

ηγ = xm,n − xm′,n′ = (m − m′) + (n − n′)i

由 g | γ 可知 g | (m − m) + (n − n′)i，进而有 g | (n − n′)，由 n 的范围知 n = n′。

再设 η = c − di，则 ηγ = (ac + bd) + (bc − ad)i，因此

a
g
· d =

b
g
· c, gcd

(
a
g
,

b
g

)
= 1

由整数的性质有 a
g | c，因此有 cg

a = dg
b = k ∈ Z，于是

m − m′ = ac + bd = k · a2 + b2

g

即 N(γ)

g | (m − m′)，由 m 的范围知 m = m′。因此有 xm,n = xm′,n′。

再证明对于任意的 α = x + yi ∈ Z[i]，都存在 xm,n 与 α 同余。
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由带余除法，存在 q2 ∈ Z, 0 ≤ n < g，使得

y = q2g + n

以及 q1 ∈ Z, 0 ≤ m < N(γ)

g ，使得

x − q2(ax0 − by0) = q1 ·
N(γ)

g
+ m

其中 (x0, y0) 是 ay0 + bx0 = g 的任意一组整数解。于是有

α = m + ni + q1 ·
N(γ)

g
+ q2θ

其中 θ = (ax0 − by0) + gi。

又由于

θ = (ax0 − by0) + gi = (ax0 − by0) + (ay0 + bx0)i

= (a + bi)(x0 + y0i)

于是有 α ≡ m + ni (mod γ)。
□

由定理 9.2 我们可以得到 R(α) = N(α)。

定义 9.4 (既约剩余系). 设 0 , γ ∈ Z[i]，模 γ 的一个完全剩余系中所有满足 gcd(α, γ) = 1

的元素 α 组成模 γ 的一个既约剩余系。

我们定义 Euler 函数 φ(γ) 表示模 γ 的既约剩余系大小，与 Z 中类似，仍有性质：

定理 9.3. 设 α ∈ D+，则 ∑
δ|α
φ(δ) = N(α)

Proof.
考虑 α 的一个完全剩余系中的每个数 β，取 ∆ = gcd(α, β)，则有 gcd

(
β

∆
, α
∆

)
= 1，考

虑 α′ 和 β′ 分别为 α
∆

和 β

∆
在 D 中的相伴元素，则所有这样的 β′ 组成了 α′ 的一个既约剩

余系，因此 α 所有因数既约剩余系的大小之和与 α 的完全剩余系大小相等。 □

定理 9.4. 设 α ∈ D+ 且

α =
r∏

i=1

ξki
i

其中 ξ1, · · · , ξr 为互不相同的高斯素数，则有

φ(α) =
r∏

i=1

N(ξki
i )

(
1 − 1

N(ξi)

)
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Proof.
由定理 9.3 得 φ ∗ 1 = N，因此 φ = N ∗ µ 为积性函数，对于 β = ηc，其中 η 为高斯素

数，有：

φ(β) = φ(ηc) = N(ηc) − N(ηc−1) = N(ηc)

(
1 − 1

N(η)

)
由积性函数性质知定理成立。 □

以下例题均改编自有理整数数论中的常见问题。

例 1. 给定正整数 k，每次询问给定正整数 n,m，求∑
α∈S (n)

∑
β∈S (m)

gcd(α, β)k

不超过 2000 次询问，n,m, k ≤ 5 × 105，答案对 109 + 7 取模。

∑
α∈S (n)

∑
β∈S (m)

gcd(α, β)k

=
∑
α∈S (n)

∑
β∈S (m)

∑
δ|α
δ|β

ϵ
(
gcd

(
α

δ
,
β

δ

))
δk

=
∑
α∈S (n)

∑
β∈S (m)

∑
δ|α
δ|β

δk
∑
τ|δ
µ(τ)

=
∑

∆∈S (n)

C
(⌊

n
N(∆)

⌋)
C

(⌊
m

N(∆)

⌋)∑
δ|∆
δkµ

(
∆

δ

)

=
n∑

i=1

C
(⌊n

i

⌋)
C

(⌊m
i

⌋) ∑
∆∈T(i)

∑
δ|∆
δkµ

(
∆

δ

)
其中 C(m) 表示 D+ 中范数不超过 m 的元素个数。

C 和式子后半部分函数的值可以用 O((n + m) log k) 的时间预处理，对于每组数据枚举⌊
n
i

⌋
和

⌊
m
i

⌋
的值计算即可，每组数据时间复杂度为 O

(√
n +
√

m
)
。

例 2. 每次询问给定正整数 n，求 ∑
α∈S (n)

µ(α) 和
∑
α∈S (n)

φ(α)

不超过 10 次询问，n ≤ 232 − 1。

我们使用构造 Dirichlet 卷积的方法求和：由上面的定理，我们有 µ∗1 = ϵ和 φ∗1 = N，其

中 ϵ的前缀和始终为 1，可以快速计算；计算常数函数和范数 N 的前缀和时，对于 x2+y2 ≤ m，

我们可以用 O(
√

m) 的时间枚举 x，然后对于每个 x，累加 1 至
⌊√

m − x2
⌋
，1 和 x2 + y2 的

前缀和即可，根据上面的方法，每次询问总复杂度为 O
(
n

2
3

)
。
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例 3. 给定正整数 n，求 ∑
α∈S (n)

∑
β∈S (n)

αβ

gcd(α, β)

n ≤ 1010。

∑
α∈S (n)

∑
β∈S (n)

αβ

gcd(α, β)

=
∑

∆∈S (n)

∆2F
(

n
N(∆)

)∑
δ|∆

1

δ
µ

(
∆

δ

)

=
n∑

i=1

F
(⌊n

i

⌋)2 ∑
∆∈T(i)

∆2
∑
δ|∆

1

δ
µ

(
∆

δ

)

其中 F(m) 表示 D+ 中范数不超过 m 的所有高斯整数之和，可以在 O
(
n

2
3

)
时间内预处

理，如果设 (u · v)(α) = u(α)v(α)，则后面的函数为 f = Id2 · (Id−1 ∗ µ)，可以构造 Dirichlet
卷积 f ∗ Id2 = Id 计算，总时间复杂度为 O

(
n

2
3

)
。

10 总结

本文通过分析 Z 与 Z[i] 的结构，利用它们相似的性质，将 Euclid 算法、标准分解以及

一些常用的数论函数求和方法推广至高斯整数中。实际上，仅与数论结构有关的算法大都

可以如此推广，同时还有很多代数系统都可以进行类似的推广，感兴趣的读者可以自行尝

试。
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《基础圆方树练习题》命题报告

杭州学军中学 范致远

摘 要

本文介绍了作者在此次集训队互测中命制的一道传统数据结构题。

本题需要选手对动态树问题有比较深刻的了解，同时又需要一定的代码能力，是一道

考察选手数据结构水平的好题。

本文提出了一种新的数据结构—ABF 树，相较于前人的结果，可以在一些问题上得到

更低的时间复杂度。

1 题目大意

如果一个无向连通图的任意一条边最多属于 k 个不同的简单环，我们就称之为 k-仙人

掌。

如果一个无向图的每个连通块都是个 k-仙人掌，且不存在自环，我们就称之为 k-沙漠。

要求维护一个 k-沙漠，支持加边、删边、对某两点之间最短路或某个子仙人掌进行修

改或询问。

根为 x 时，子仙人掌 y 的定义是，删掉 x 到 y 的所有简单路径上的边后，y 所在的连

通块。

2 数据范围

n 为结点数，m 为操作数。

对于所有数据：1 ≤ n ≤ 50000；1 ≤ m ≤ 250000。
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特殊性质 A：加边与删边在其他操作之前。

特殊性质 B：没有子仙人掌询问、最短路加与子仙人掌加。

特殊性质 C：没有子仙人掌询问与子仙人掌加。

分数 测试集编号 k 的范围 特殊性质

6 1

k = 0

AB
6 2 AC
6 3 A
5 4 B
5 5 C
5 6

6 7

k = 1

AB
6 8 AC
6 9 A
5 10 B
5 11 C
5 12

6 13

k = 8

AB
6 14 AC
7 15 A
5 16 B
5 17 C
5 18

3 部分分算法

通过选取不同的部分分算法加以结合，可以得到多种不同的部分分。由于篇幅限制，这

里只讨论少数高分做法。

3.1 算法一

对于 k = 0 的测试集，即，图一直是一个森林。这个子问题可以使用 Self-adjusting top
trees 做。

具体细节可以参考 [1]，这里不再赘述。

时间复杂度为 O(m log n)。

期望得分 33 分。
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3.2 算法二

对于 k = 1，且满足特殊性质 C 的测试集。这个子问题与“动态仙人掌 III”31 一致，使

用该题的做法可以解决此子问题。

具体细节可以参考《动态仙人掌 III》的题解 32，这里不再赘述。

时间复杂度为 O(m log n)。

期望得分 36 分。

3.3 算法三

对于 k = 1，且满足特殊性质 A 的测试集。这个子问题“【清华集训 2015】静态仙人掌”
33 相似，可以使用链剖圆方树解决。

关于圆方树的具体细节，可以参考 [2]，这里不再赘述。

时间复杂度为 O(m log n)。

期望得分 44 分。

3.4 算法四

对于 k = 1 的测试集。这个子问题与“动态仙人掌 IV”34 一致，可以使用 top cactus 解

决。

具体细节可以参考 [3]，这里不再赘述。

时间复杂度为 O(m log2 n)。

期望得分 66 分。

4 标准算法

显然，这些结构都不足以维护 k-仙人掌，为了解决原问题，我们需要引入一个新结构

维护 k-仙人掌。

由于这个结构是使用 AAA 树维护圆方树的产物，我们把这个数据结构称作”ABF 树”。

4.1 AAA 树

在展示 ABF 树的结构之前，先来探讨一下 AAA 树：

31http://uoj.ac/problem/65
32https://blog.csdn.net/VFleaKing/article/details/80747834
33http://uoj.ac/problem/158
34http://uoj.ac/problem/106
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注：后文中的 AAA 树与 [4] 中的稍有不同，这里的 AAA 树可能是 SATT 的真 · 魔改

版，结点的命名也参考了 SATT。

4.1.1 结构

AAA 树是一种基于 LCT 的数据结构，为了维护子树信息，在每个结点上额外加一棵

辅助树维护其所有的出边。

AAA 树有两种结点：compress 与 rake。每个 compress 结点表示原树中的一个结点，

每个 rake 结点表示原树中的一条有向出边（即，每条边会由两个 rake 结点维护）。所有的

原子信息（即，不可拆分的信息本身）都放在 compress 结点上。

每个 compress 结点都有三个指针，分别为 l、r 与 c。l 与 r 指向了其在 compress 树

中的孩子，c 指向了维护其所有出边的 rake 树。

每个 rake 结点也有三个指针，分别为 l、r 与 c。l 与 r 指向了其在 rake 树中的孩子，

c 指向了维护以该出边为根的实链的 compress 树，特殊的，如果这条出边指向了该结点的

父亲或是实孩子，则 c 为空。

如图，其中黑点为 compress 结点，白点为 rake 结点，向左的边为 l 指针，向右的边为

r 指针，带箭头的边为 c 指针。

为了方便维护，每个 compress 结点都有两个指针 p 与 s，分别表示该点的父边、实孩

子边在 rake 树中是哪个结点。例如，B 结点的 p、s 指针分别指向 BA、BC。这两个指针

仅起标记作用，不参与信息的处理。

另外，这个结构本身并不能维护边上的信息，当边上有信息时，需要在边上建辅助点。

4.1.2 维护

基于链剖分的动态树有两个核心操作：

翻转（reverse）
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翻转一棵 compress 树这个操作会在换根时用到。依然使用懒标记进行维护，当下传翻

转标记时，不仅需要交换 l、r 指针，还需要交换 p、s 这两个指针。

切换虚实（splice）
切换孩子的虚实这个操作会在 expose 操作提取链时用到。

当要把结点 A 的实孩子由结点 B 切换为结点 C 时，先将结点 AB 与结点 AC 上旋至

顶，然后把结点 C 移出来：

显然，AAA 树的 expose 操作与 LCT 中的 expose 操作除 splice 操作本身外完全一致，

这里不再赘述。

考虑如何支持一些其他的基本操作：

上传信息

对于 compress 结点，信息分为两种：在链上的结点的信息和 in f or，在子树中但不在

链上的结点的信息和 in f ov。

in f or 为 l 与 r 的 in f or，自身的信息之和。

in f ov 为 l、r 及 c 的 in f ov 之和。

对于 rake 结点，信息只有一种：在子树中的结点的信息和 in f ov。

in f ov 为 l 与 r 的 in f ov，c 的 in f or 及 in f ov 之和。

下传标记

对于 compress 结点，标记分为两种：对链上的结点的修改 tagr，对在子树中但不在链

上的结点的修改 tagv。

tagr 会向 l 与 r 的 tagr 下传，并影响其自身的原子信息。

tagv 会向 l、r 及 c 的 tagv 下传。

对于 rake 结点，标记只有一种：对子树中结点的修改 tagv。

tagv 会向 l 与 r 的 tagv，c 的 tagr 及 tagv 下传。

提取链
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当要提取结点 A 与结点 B 之间的链时，先对结点 A 进行 expose 操作后翻转结点 A，

再对结点 B 进行 expose 操作。这时，以结点 A 为根的 compress 树对应了结点 A 与结点

B 之间的最短路。可以直接对其询问，或使用标记对其进行修改。

提取子树

当要提取以结点 A 为根的子树 B 时，先对结点 A 进行 expose 操作后翻转结点 A，再

对结点 B 进行 expose 操作。这时，结点 B 及以结点 B.c 为根的子树对应了以结点 A 为根

的子树 B。可以直接对其询问，或使用标记对其进行修改。

加边

当要在结点 A 与结点 B 之间加一条边时，先对结点 A 进行 expose 操作后翻转结点 A，

再对结点 B 进行 expose 操作，将结点 B 的 l 指针指向结点 A。在结点 A 的 rake 树中插入

结点 AB 并将结点 A 的 s 指针指向它，在结点 B 的 rake 树中插入结点 BA 并将结点 B 的

p 指针指向它。

删边

当要删除结点 A 与结点 B 之间的边时，先对结点 A 进行 expose 操作后翻转结点 B，

再对结点 B 进行 expose 操作，清空结点 B 的 l 指针。删去结点 A 的 rake 树中的结点 AB

并清空结点 A 的 s 指针，删去结点 B 的 rake 树中的结点 BA 并清空结点 B 的 p 指针。

实现上述所有操作，就可以得到一棵 AAA 树了。

4.1.3 分析

由于 AAA 树的所有操作都是基于 expose 操作的，expose 操作是基于 splice 操作的。

容易证明 AAA 树单次操作时间复杂度的一个上界—均摊 O(log2 n)：最多 O(log n) 次 splice
操作，每次 splice 操作的时间复杂度为均摊 O(log n)。

为了得到更紧的上界，需要进一步发掘 splice 操作的性质：

套用 LCT 的分析，依然以子树大小的对数和作为势能函数。

为了方便描述，令 |x| 为结点 x 在 splice 操作前的子树大小，而 |x′| 为结点 x 在 splice
操作后的子树大小。

引理 1. AAA 树中 splice 操作的摊还代价小于等于 3(log(|A′|) − log(|C|)) + O(1)。

证明. 将 C 移出来这个操作只会改变结点 AB 与结点 AC 这的势能。它的摊还代价为：

Φ′ − Φ+ c = (log(|AB′|) + log(|AC′|)) − (log(|AB|) + log(|AC|)) + O(1)

≤ 3(log(|A′|) − log(|AC|)) + O(1)

当没有 reverse 的情况下，结点 AB 不用上旋（因为它一直在树顶），而上旋结点 AC

的摊还代价显然小于等于 3(log(|AC|) − log(|C|)) + O(1)。
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当存在 reverse 时，结点 AB 可能并不在树顶—它先作为 A 的父边（p）下旋，而后因为

reverse 操作而成为了实边（s）。为此，在势能函数中额外添加一项：log(|A.c|)− log(|A.p|)+
dis(A.c, A.p)，即，将原来的结点 A.p 作为 A.s 时单旋上来所需的代价。显然，这个东西只

有当旋转结点 A.s 使得结点 A.p 进入它的子树时才会改变，而这只会发生一次：

这次单旋的摊还代价为：

Φ′ − Φ+ c = (log(|A.s′|) + log(|A.p′|) − log(|A.p′|)) − (log(|A.s|) + log(|A.p|) − log(|A.p|)) + O(1)

≤ 3(log(|A.s′|) − log(|A.s|)) + O(1)

显然，这并不影响 splay 的势能分析。因此，将结点 AB 上旋的摊还代价是 O(1)。
splice 操作的摊还代价为上述三个代价之和，因此，AAA 树中 splice 操作的摊还代价

为：

Φ′ − Φ+ c ≤ (3(log(|A′|) − log(|AC|)) + O(1)) + (3(log(|AC|) − log(|C|)) + O(1)) + O(1)

= 3(log(|A′|) − log(|C|)) + O(1)

□

于是就可以得到 AAA 树的 expose 操作的时间复杂度了：

引理 2. AAA 树中 expose 操作的时间复杂度为均摊 O(log n)。

证明. 我们称当前操作的结点为活动结点。在 splice 操作之后，活动结点从 C 变为了 A，因

此 splice 操作摊还代价中的第一项小于等于活动结点势能的改变的 3 倍。由于活动结点的

势能不会超过 O(log n)，因此第一项的总时间复杂度为均摊 O(log n)。

expose 操作中最多会执行 O(log n) 次 splice 操作，因此第二项的总时间复杂度为均摊

O(log n)。

综上，AAA 树中 expose 操作的时间复杂度为均摊 O(log n)。 □
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与 LCT 类似，AAA 树的所有操作都是基于 expose 操作的，于是就可以得到 AAA 树

的总时间复杂度了：

定理 1. n 个结点的 AAA 树进行 m 次操作的时间复杂度为 O((n + m) log n)。

证明. 在 AAA 树中提取链、提取子树、加边、删边，都可以通过 O(1) 次 expose 操作后再

修改 O(1) 个结点实现。

势能函数在任何时候都是大于等于 0，小于等于 O(n log n) 的。

因此 n 个结点的 AAA 树进行 m 次操作的时间复杂度为 O((n + m) log n)。 □

4.2 ABF 树

对于 k = 1 的情况，图的每个双连通分量都是一个环。同样的，当 k 是一个常数的时

候，图中的每个双连通分量的结构也是非常简单的：

引理 3. 若双连通图 G 的任意一条边最多属于 k 个不同的简单环，则 G 中最多有 k +1 条

连接着两个大于等于三度的点且仅由二度点构成的链。

证明. 考虑逆否命题：若双连通分量连通图 G 有 k 条连接着两个大于等于三度的点且仅由

二度点构成的链，则每条边至少属于 k − 1 个不同的简单环。

不失一般性的考虑 G 中的边 uv，将其中加入一个点 w，并将其拆为两条边 uw、vw。

由 Ear decomposition 的存在性可知，存在一种从 w 开始得到 G 的连链方法，满足任

意时刻 G′ 都是双连通的。（只需要以 w 为根跑 Ear decomposition 的构造即可）

每当从 S 新加一条链 ab 得到 S ′ 时，由双连通分量的性质可知，S 中一定存在一条从

a 经过 w 到达 b 的简单路径。于是 S ′ 一定会比 S 多出一个经过 w 也就是原图中 uv 的简

单环。

得到图 G 需要连 k − 1 条链，因此 G 中每条边至少属于 k − 1 个简单环。 □

由于信息是可加的，因此在更新信息的时候，链可以缩成一个点来维护。于是可以使

用圆方树来维护 k-沙漠，对于图中的每个双连通分量，记录其中的三度点以及连接它们的

链。每个方点在更新的时候需要用到的信息是 O(k) 的。

据此，我们就可以设计维护 k-沙漠的数据结构了：

4.2.1 结构

ABF 树是一种基于 AAA 树的数据结构，依然采用链剖分的方式维护树的形态。为了

维护双连通分量，在 AAA 树上增加一种新结点维护双连通分量。由于维护 k-沙漠时不可

避免的需要用到边上的信息，接下来的 AAA 树默认已经在边上增加了辅助点。
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ABF 树除了 compress 与 rake 之外，还有另一种结点—twist。twist 结点作为 compress
结点的变种出现在 compress 树中，用于维护一个双连通分量。为了保证 ABF 树的复杂度，

任何时刻所有 twist 结点在 compress 树中均为叶子结点。

每个 twist 结点都有两个指针 l、r 与两个指针表 v 与 e，l 与 r 指向了其在 compress
树中的孩子，每个 v 中的指针指向了双连通分量中的一个关键点，每个 e 中的每个指针指

向了一条连接着关键点的链。这里的关键点指哪些我们在双连通分量中关心的点，即，在

双连通分量内部有三个出度的点、双连通分量的父亲连着的点，双连通分量的实孩子连着

的点。

为了方便维护，v 与 e 中的指针并不会直接指向它们维护的 compress 结点，它们会指

向一个空的 rake 结点，而这个 rake 结点的 c 指针会指向其所维护的 compress 结点。与

AAA 树中类似，如果需要维护的结点是双连通分量的父亲连着的点或是双连通分量的实孩

子连着的点，则这个 rake 结点的 c 指针为空。

如图，其中黑圆点为 compress 结点，黑方点为 twist 结点，白点为 rake 结点，向左的

边为 l 指针，向右的边为 r 指针，带箭头的边为 c 指针。

为了方便维护，每个 twist 结点都有两个指针 p 与 s，分别表示该点的父亲连着的点、

实孩子连着的点在指针表 v 中是哪个结点。例如，图中 O 的 p、s 指针分别指向 v1、v2。这

两个指针仅起标记作用，不参与信息的处理。

为了记录图的结构，e 表中的每个 rake 结点也有两个指针 p 与 s，分别表示该链连接
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的端点。例如，图中 e4 的 p、s 指针分别指向 v3、v2。这两个指针也仅起标记作用，不参

与信息的处理。

当某个 compress 结点 A 是 twist 结点 B 的前驱时，A 的 n 指针可以指向其 rake 树中

任何一条连向 B 的出边，当 A 是 B 的后继时它的 p 指针也是如此。

4.2.2 维护

与 AAA 树相似，这里只需要考虑 reverse 与 splice 操作对 twist 结点的影响。

基于链剖分的动态树有两个核心操作：

翻转（reverse）
当下传 twist 结点的翻转标记时，依然只需要交换 p、s 这两个指针即可。

切换虚实（splice）
考虑如何将 twist 结点 A 的实孩子由结点 B 切换为结点 C：

第一步：结点 C 可能并不是结点 A 的关键点，结点 C 可能位于某条链中。在这种情

况下，先将结点 C 上旋，而后将其变为关键点：

第二步：将结点 A 在 compress 树中的前驱与后继都转到顶（当然，结点 A 可能是某

条实链的顶，这样就没有前驱了），然后将结点 C 移出来并将结点 B 移进去：

第三步：结点 B 可能不再是结点 A 的关键点了（它本身是个二度点），将其与和它相

连的两条链合并即可：
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显然，ABF 树的 expose 操作与 AAA 中的 expose 操作除 splice 操作本身外完全一致，

这里不再赘述。

考虑如何支持一些其他的基本操作，由于 ABF 树比起 AAA 树只是增加了 twist 结点，

因此只考虑 twist 结点：

上传信息

twist 结点的信息分为两种：在最短路上的结点的信息和 in f or，在子树中但不在最短

路上的结点的信息和 in f ov。

in f or 为 l 与 r 的 in f or，在 v、e 中处于最短路上的结点或链的 in f or 之和。

in f ov 为 l 与 r 的 in f ov，在 v、e 中处于最短路上的结点或链的 in f ov，在 v、e 中不在

最短路上的结点或链的 in f or 及 in f ov 之和。

下传标记

twist 结点的标记分为两种：对最短路上的结点的修改 tagr，对在子树中但不在最短路

上的结点的修改 tagv。

tagr 会向 l 与 r 的 tagr，在 v、e 中处于最短路上的结点或链的 tagr 下传。

tagv 会向 l 与 r 的 tagv，在 v、e 中处于最短路上的结点或链的 tagv，在 v、e 中不在

最短路上的结点或链的 tagr 及 tagv 下传。

提取最短路

在 ABF 树中提取最短路与在 AAA 树中提取链除 expose 操作本身外完全一致，这里

不再赘述。

提取子仙人掌

在 ABF 树中提取子仙人掌与在 AAA 树中提取子树除 expose 操作本身外完全一致，

这里不再赘述。

加边

当连接两个连通分量时，ABF 树中的加边操作与 AAA 树中的加边操作完全一致，这

里不再赘述。

当对一个连通分量内部进行操作时，将最短路上的所有双连通分量提取出来，缩掉连

接它们的链后，新建一个大的双连通分量。
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删边

当删边后会将一个连通分量分为两个时，ABF 树中的删边操作与 AAA 树中的删边操

作完全一致，这里不再赘述。

当对一个双连通分量内部进行操作时，删去该边后跑一次 tarjan，对于得到的所有双

连通分量，将它们按照顺序依次连起来。

实现上述所有操作，就可以得到一棵 ABF 树了。

4.2.3 分析

与 AAA 树相似，容易证明 ABF 树单次操作时间复杂度的一个上界—均摊 O(log2 n +

k log k log n)：最多 O(log n) 次 splice 操作，每次 splice 操作的时间复杂度为均摊 O(log n +

k log k)（每次 splice 时需要跑一次最短路）。

为了得到更紧的上界，需要进一步发掘 splice 操作的性质：

依旧以子树大小的对数和作为势能函数（twist 结点下方紧接着的 rake 结点是辅助点，

不计入此处的势能函数）。

为了方便描述，令 |x0| 为结点 x 在 splice 操作前的子树大小，|x1| 为结点 x 在 splice
操作第一步后的子树大小，|x2| 为结点 x 在 splice 操作第二步后的子树大小，|x3| 为结点 x

在 splice 操作后的子树大小。

引理 4. ABF 树中 splice 操作的摊还代价小于等于 9(log(|T3|) − log(|C0|)) + O(k log k)。

证明. 当 splice 操作的对象是一个 compress 结点时，显然成立。考虑对 twist 结点进行

splice 操作：

当结点 B 与结点 C 都是大于等于三度的结点时，只需要执行 splice 操作中的第二步。

将结点 C 移出来这个操作只会改变 A、B 与 C 这三个结点的势能。它的摊还代价为：

Φ′ − Φ+ c = (log(|A2|) + log(|B2|) + log(|C2|)) − (log(|A1|) + log(|B1|) + log(|C1|)) + O(1)

≤ 3(log(|T2|) − log(|C1|)) + O(1)

由于结点 A 是一个叶子，因此它的前驱与后继都是它的祖先，因此将这两个点上旋的

摊还代价为：

Φ′ − Φ+ c ≤ 3(log(|T2|) + log(|C2|) − log(|A1|) − log(|A1|)) + O(1)

≤ 6(log(|T2|) − log(|A1|)) + O(1)

于是第二步的摊还代价为：
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Φ′ − Φ+ c ≤ 9 log(|T2|) − 6 log(|A1|) − 3 log(|C1|) + O(1)

当结点 B 或结点 C 为二度点时，就需要考虑第一、第三步操作的摊还代价了。

在第一步中，结点 C 上旋的代价为 3(log(|C1|) − log(|C0|)) + O(1)。考虑计算因关键点

改变而产生的势能变化，注意到可以改变 splice 操作中三步的顺序：先执行第二步中对结

点 C 的修改，接着将结点 C 变为非关键点，再将结点 B 变为关键点，最后执行第二步中

对结点 B 的修改。这样并不会影响 splice 操作的时间复杂度，因此可以据此分析：

在结点 B 变为关键点前，新建一个虚拟结点 B′ 继承结点 B 的所有信息。将结点 B′ 视

为普通的 compress 结点加入势能函数，并在势能函数中添加一项：− log(|B′|)，即，结点 B

变为关键点后其子树大小的对数的相反数。于是，把结点 B 变成关键点的摊还代价为：

Φ′ − Φ+ c = (log(|B′3|) + log(|B′3|) − log(|B′3|)) − (log(|B2|)) + O(1) = O(1)

在结点 C 变为非关键点前，一般不会修改其对应的虚拟结点 C′。这时，把结点 C 变

为非关键点的摊还代价也为 O(1)。只有当两个二度关键点在同一条链上，且在 twist 结点

处进行了 reverse 操作时，结点 C′ 才会发生修改。由于翻转只有在 splice 操作中才会体现，

于是它的势能改变可以在此统计：

这时，可视为对结点 C′ 执行了一次上旋，这次上旋的代价小于等于 log(|A1|)−log(|C1|)+
O(1)。

于是第一、第三步的摊还代价之和为：
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Φ′ − Φ+ c ≤ 3(log(|C1|) − log(|C0|)) + log(|A1|) − log(|C1|)

≤ 3(log(|A1|) − log(|C0|)) + O(1)

每次 splice 操作还需要跑一次最短路，由于图中最多有 O(k) 条边，这次最短路的时间

复杂度为 O(k log k)。

splice 操作的摊还代价为上述所有代价之和，因此，ABF 树中 splice 操作的摊还代价

为：

Φ′ − Φ+ c ≤ 9 log(|T2|) − 6 log(|A1|) − 3 log(|C1|) + 3(log(|A1|) − log(|C0|)) + O(1) + O(k log k)

≤ 9(log(|T3|) − log(|C0|)) + O(k log k)

□

于是就可以得到 ABF 树的 expose 操作的时间复杂度了：

引理 5. ABF 树中 expose 操作的时间复杂度为均摊 O(k log k log n)。

证明. 我们称当前操作的结点为活动结点。在 splice 操作之后，活动结点从 C 变为了 T，因

此 splice 操作摊还代价中的第一项小于等于活动结点势能的改变的 9 倍。由于活动结点的

势能不会超过 O(log n)，因此第一项的总时间复杂度为均摊 O(log n)。

expose 操作中最多会执行 O(log n) 次 splice 操作，因此第二项的总时间复杂度为均摊

O(k log k log n)。

综上，ABF 树中 expose 操作的时间复杂度为均摊 O(k log k log n)。 □

与 AAA 树类似，ABF 树的所有操作也都是基于 expose 操作的，于是就可以得到 ABF
树的总时间复杂度了：

定理 2. n 个结点的 ABF 树进行 m 次操作的时间复杂度为 O(mk log k log n + n log n)。

证明. 在 ABF 树中提取最短路、提取子仙人掌、加边、删边，都可以通过 O(1) 次 expose
操作后再修改 O(1) 个结点实现。

势能函数在任何时候都是大于等于 0，小于等于 O(n log n) 的。

因此 n 个结点的 ABF 树进行 m 次操作的时间复杂度为 O(mk log k log n + n log n)。 □

原问题可以直接使用 ABF 树维护。

时间复杂度为 O(mk log k log n)。

类似的，“动态仙人掌 IV”也可以使用 ABF 树维护。

时间复杂度为 O(m log n)。
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5 总结

本题是一道数据结构题，从已有问题出发，以 LCT、圆方树等基础数据结构为基础，提

出了 ABF 树这一数据结构，考察了选手的建模能力与代码能力。

通过对 ABF 树进行细致分析，可以得到较为优美的时间复杂度。

部分分涵盖了原问题多种不同的子问题，难度不尽相同，有良好的区分度。

希望本题能对大家有所启发，加强对基础数据结构的灵活运用。
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《整点计数》命题报告以及对高斯整数的若干研究

江苏省常州高级中学 徐翊轩

摘 要

本文从一道经典的信息学竞赛问题出发，阐述了笔者的候选队互测题《整点计数》命

题的背景、思路以及题目的各种解法，对解决问题所需要的勾股数、高斯整数、数论筛法等

知识点进行了系统的介绍，并对相关定理给出了形式化的证明。同时，将解决本题的思路

进行一定的延伸与拓展，我们还能够得到一个收敛于圆周率的级数。

1 前言

数学是解决信息学问题的基本工具，是信息学竞赛中考查的重点，而整数数论就是其

中一个重要的分支。在信息学竞赛中，有关整数数论的考点常常以筛法、莫比乌斯反演、对

于积性函数的研究等形式出现，通常具有一定难度和深度。

笔者在对于一道经典问题的研究中得到启发，得到了该问题的一个拓展性较强的做法，

并由此命制了笔者的集训队互测题《整点计数》。《整点计数》的各种解法涉及到勾股数、高

斯整数、数论筛法等多个在信息学竞赛中出现频率不高的知识点。

笔者希望，本文能够在介绍《整点计数》命题的背景和解法的同时，将笔者的相关研究

以论文的形式留于信息学竞赛界，起到抛砖引玉的作用。

本文的结构如下：

第 2 节介绍了笔者所说的经典问题，也即笔者命题的契机。

第 3 节介绍了《整点计数》的题面以及数据范围。

第 4 节挖掘了题目的一些较为显然的性质，给出了一个简单的暴力解法。

第 5 节介绍了勾股数的相关性质，并给出了题目的一个可行的部分分解法。

第 6 节深入挖掘问题本质，结合高斯整数、数论筛法，给出了题目的正确解法。

第 7 节对解决本题的思路进行了一定的拓展，得到了一个收敛于圆周率的级数。

第 8 节对前文用到的一些定理进行了补充证明。

第 9 节对题目的考点、难点、区分度设计以及全文进行了分析和总结。
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2 一道经典问题

2.1 试题描述

本题来源于 HAOI2008《圆上的整点》35。

对于一个圆心在原点处，半径为给定值 r (1 ≤ r ≤ 2 × 109) 的圆，求其圆周上的整点个

数，其中整点定义为横坐标、纵坐标均为整数的点。

2.2 传统解法

题目中 r 的范围较大，不方便我们直接枚举计数，需要进行一些数学推导。

不难发现，对于任意的 r ，坐标轴上都存在恰好 4 个符合要求的整点，并且各象限内

满足要求的整点数相等，因此，不妨考虑计算第一象限内的整点数 Cnt ，再通过简单计算

就可以得到答案，为 4Cnt + 4。

设平面上某一整点的坐标为 (x, y) (x, y ∈ N+) ，由勾股定理，该整点在圆周上的充分必

要条件应为 x2 + y2 = r2，稍加变形，有 (r − x)(r + x) = y2。

令 d = gcd(r − x, r + x) ，则有 d2 × r−x
d ×

r+x
d = y2，且 r−x

d 与 r+x
d 互质，因此， r−x

d 与
r+x

d 均为完全平方数，记 r−x
d = u2, r+x

d = v2 (u < v) 。

此时，我们就可以用 u, v, d 来表示 r, x, y 了，有

2r = d × (v2 + u2), 2x = d × (v2 − u2), y = duv

注意到 d 是 2r 的因数，并且 u2 < 2r
d ，我们可以直接枚举 d 和 u ，并计算得到

v =
√

2r
d − u2 ，再验证是否有 u < v, gcd(u, v) = 1 即可。

在上面的做法中，可能枚举到的 (d, u) 的个数约为

⌊
√

r⌋∑
i=1

√
i +

⌊
√

r⌋∑
i=1

√
r
i
= Θ(

∫ ⌊
√

r⌋

1

(
√

x +
√

r
x
) dx) = Θ(r

3
4 )

计算上求解 gcd(u, v) 的时间复杂度，上述做法总的时间复杂度为 O(r
3
4 Log r) 。

2.3 小结

本节给出了一道经典问题的传统解法，笔者也正是在这个解法的基础上展开了对这个

问题的研究。虽然该传统解法效率不高，可拓展性也比较差，但其中用到的分解因数、整除

分析等数学方法是具有相当的启发意义的，将会在下文被广泛应用。

35https://www.lydsy.com/JudgeOnline/problem.php?id=1041
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3 《整点计数》

3.1 题目描述

对于给定的 N, k, P ，计算
∑N

i=1 f (i)k mod P 。

其中 f (x) 表示以原点为圆心，x 为半径的圆上整点的个数，例如 f (1) = 4, f (5) = 12 。

3.2 输入格式

一行三个正整数 N, k, P 。

3.3 输出格式

一行一个整数 Ans ，表示答案对 P 取模的结果。

3.4 样例输入

5 1 998244353

3.5 样例输出

28

3.6 样例解释

不难发现，样例输入要求计算距原点 5 单位内，且至原点距离为整数的整点个数对

998244353 取模的结果。

形如 (x, 0), (−x, 0), (0, x), (0,−x) 的符合要求的整点有 4 × 5 = 20 个；

除了以上整点以外，还有 (3, 4), (−3, 4), (3,−4), (−3,−4), (4, 3), (−4, 3), (4,−3), (−4,−3)
共 8 个符合要求的整点，总计 28 个。

3.7 数据范围与约定

对于所有测试数据，保证 1 ≤ N, k ≤ 1011, 108 ≤ P ≤ 109 + 9 。

详细的数据范围见下表。
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测试点编号 分值 N k P

1
3

≤ 103

≤ 5

P 是质数

2 ≤ 8 × 103

3
6

≤ 2 × 105

4 ≤ 5 × 105

5

5

≤ 3 × 106

6
≤ 2 × 1077

8
9

8 ≤ 2 × 108
= 1

10
11

= 2
12
13

1
≤ 109

= 15
P 是 2 的次幂

14 = 18

15

4 ≤ 109 P 是质数
16

≤ 101017
18
19

6 ≤ 1011 ≤ 1011 没有额外的限制
20

4 一些暴力解法

4.1 算法一

考虑如何对于给定的 x ，计算 f (x) ，即以原点为圆心，x 为半径的圆上整点的个数。

我们可以枚举这个圆上某一点的横坐标 i (−x ≤ i ≤ x) ，并由勾股定理计算其对应的纵

坐标 j 的绝对值 | j| =
√

x2 − i2 。

通过判断 | j| 是否为正整数或 0 ，我们可以确定 j 的整数解的个数。若 | j| 为正整数， j

有 2 个整数解；若 | j| 为 0 ， j 有 1 个整数解；否则， j 没有整数解。由此，我们可以得知

以原点为圆心，x 为半径的圆上横坐标为 i 的整点的个数，从而累加得到 f (x) 。

由此，我们得到了一个时间复杂度为 O(N) 的计算 f (N) 的算法。

多次调用这个算法，按照题目中的式子计算
∑N

i=1 f (i)k mod P ，就可以得到本题的一

个时间复杂度为 O(N2) 的算法。可以通过测试点 1 ∼ 2 ，期望得分 6 分。
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4.2 算法二

由算法一中的 f (x) 计算方式，我们可以尝试计算一些数对应的 f (x) 的值：

f (1) = 4, f (2) = 4, f (3) = 4, f (4) = 4, f (5) = 12

f (6) = 4, f (7) = 4, f (8) = 4, f (9) = 4, f (10) = 12

f (15) = 12, f (25) = 20, f (45) = 12, f (65) = 36, f (100) = 20

虽然 f (x) 的数值分布没有明显的规律，但我们可以注意到所有 f (x) 均是 4 的倍数。

我们可以在几何上直观地理解这一点：如果一个点 (x, y) 是整点 (x > 0, y > 0) ，那么

将其绕原点逆时针旋转 90◦ ，180◦ ，270◦ 得到的点一定也是整点，且到原点距离与其到原

点距离相等，因此 f (x) 一定是 4 的倍数。

那么，我们可以进一步得到 f (x)k 一定是 4k 即 22k 的倍数，当 k ≥ 15 时， f (x)k 一定

是 230 的倍数，对 109 + 9 以内的某一个 2 的次幂取模的结果为 0 。

因此，直接输出 0 可以通过测试点 13 ∼ 14 ，期望得分 2 分。

结合算法一可以得到 8 分。

5 勾股数解法

5.1 算法三

算法二中对 f (x) 在数值上的观察还让我们发现了一个事实：f (x) 一般不大，难以达到

O(x) 的级别，这意味着
∑N

i=1 f (i) 不会达到 O(N2) 的级别，如果我们可以得到一种高效的

找到所有距原点距离为整数的点的方法，我们就可以得到本题的一种 O(
∑N

i=1 f (i)) 的算法。

可以发现，对于到原点距离为整数 z 的整点 (x, y) (x > 0, y > 0) ，有 x2 + y2 = z2 ，即

(x, y, z) 是一组勾股数。因此，有 f (x) = 4+ 4 × g(x) ，其中 g(x) 表示以 x 为最大数的勾股

数的对数。

定义 5.1：对于勾股数 (a, b, c) (0 < a, b < c, a2 + b2 = c2) ，若 gcd(a, b) = 1 ，那么，我

们称勾股数 (a, b, c) 为一组原生勾股数，否则，我们称勾股数 (a, b, c) 为一组派生勾股数。

可以发现，任意一组派生勾股数 (x, y, z) 一定可以唯一地表示为某一组原生勾股数

(a, b, c) 的正整数倍。即对于一组派生勾股数 (x, y, z) ，存在唯一的一组原生勾股数 (a, b, c)

和正整数 k (k ≥ 2) ，满足 x = ka, y = kb, z = kc 。

那么，只要我们能够迅速地找到所有的原生勾股数，将它们乘上一系列的正整数，就

可以迅速地找到所有的勾股数，从而计算 g(x) 。

关于原生勾股数的生成，有以下经典引理。

若读者曾了解过则可自行跳过以下证明部分。

引理 5.1.1：对于任意的原生勾股数 (a, b, c) (0 < a, b < c, a2 + b2 = c2, gcd(a, b) = 1) ，

存在正整数 n,m (n < m, n + m ≡ 1 (mod 2), gcd(n,m) = 1) ，满足 a = 2mn, b = m2 − n2, c =

m2 + n2 或 a = m2 − n2, b = 2mn, c = m2 + n2 。
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证明：若 a, b 均为奇数，则有 a2 ≡ b2 ≡ 1 (mod 4) ，那么 c2 ≡ a2 + b2 ≡ 2 (mod 4) ，

而 2 不是模 4 的二次剩余，因此，a, b 中必然存在一个奇数、一个偶数。

不失一般性地，我们假设 a = 2k ，那么 (2k)2 = 4k2 = c2 − b2 = (c + b)(c − b) 。

由于 (c + b)(c − b) 必须为偶数，所以 c 和 b 应当同为奇数。

记 x = c+b
2
, y = c−b

2
，显然，x, y 均为正整数。

若存在质数 p ，使得 p|x, p|y ，那么 p|x + y(= c), p|x − y(= b) ，从而 p|c, p|b ，从而

p|a ，这与 gcd(a, b) = 1 矛盾，因此，不存在这样的质数 p ，即 gcd(x, y) = 1 。

记 xy = k2 = pk1
1 pk2

2 pk3
3 ...p

ks
s ，其中 p1, p2, p3, ..., ps 均为质数，k1, k2, k3, ..., ks 均为正偶

数。又由 gcd(x, y) = 1 ，可知 x, y 均为完全平方数。

令 m =
√

x, n =
√

y ，b = x − y = m2 − n2, c = x + y = m2 + n2, a =
√

c2 − b2 = 2mn 。

并且，由于 gcd(x, y) = 1 ，gcd(m, n) = 1 。又由于 gcd(a, b) = 1 ，即 gcd(2mn,m2−n2) = 1

，m, n 奇偶性不同，即 n + m ≡ 1 (mod 2) 。

引理 5.1.2：对于任意的正整数 n,m (n < m, n + m ≡ 1 (mod 2), gcd(m, n) = 1) ，

(2mn,m2 − n2,m2 + n2), (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) 均为原生勾股数。

证明：首先，(2mn)2 + (m2 − n2)2 = (m2 + n2)2 恒成立。

因此，(2mn,m2 − n2,m2 + n2), (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) 均为勾股数。

若存在质数 p (p , 2) ，使得 p|2mn, p|m2 − n2 ，那么 p|m, p|n ，与 gcd(m, n) = 1 矛

盾，并且由于 n + m ≡ 1 (mod 2) ，m2 − n2 是奇数，因此 gcd(2mn,m2 − n2) = 1 ，所以

(2mn,m2 − n2,m2 + n2), (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) 均为原生勾股数。

以上两个引理给出了一种经典的高效生成所有原生勾股数的算法，我们只需枚举所有

符合条件的 m, n 即可，注意到本题中需要考虑的勾股数需满足 c = m2 + n2 ≤ N ，因此，

m, n 的范围均为 O(
√

N) 级别的。

生成所有范围内的原生勾股数，再找到所有对应的派生勾股数，我们可以得到本题的

一个时间复杂度为 O(
∑N

i=1 g(i)) 的算法，当 N = 2 × 107 时，找到的勾股数的对数（不记

a, b 的顺序）有 49149097 ≈ 5 × 107 对。可以通过测试点 1 ∼ 8 ，期望得分 38 分，结合算

法二可以得到 40 分。

6 标准解法

6.1 算法四

算法一中提到的计算 f (x) 的方法时间复杂度为 O(x) ，并且难以拓展，我们需要一种

更高效的计算 f (x) 的方法。

当我们考虑二维平面上整点的问题的时候，整点 (x, y) 不仅可以代表二维平面上的一

个点，同时，它也可以代表复平面上的一个高斯整数36 x + yi 。

36有关高斯整数的概念和术语将在第 8 节为不熟悉的读者进行补充说明
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在本题中，我们要求整点 (x, y) 到原点的距离
√

x2 + y2 为整数，另一种看待这个距离

的方式是计算高斯整数 x + yi 与其共轭复数 x − yi 的乘积 (x + yi)(x − yi) = x2 + y2 ，可以

发现，得到的数值恰好是整点 (x, y) 到原点的距离的平方。

这一观察帮助我们将问题转化为了一个质因数分解的问题，也就是说， f (x) 的值实际

上等于与其共轭复数的乘积等于 x2 的高斯整数的个数。

想要解决这个新问题，我们需要明确一点：类似于整数，高斯整数环是唯一分解整环37。

这意味着高斯整数同样可以像整数的唯一分解一样，写成一系列不能够继续分解的高斯质

数的积。

回顾整数的唯一分解，对于任意整数，例如整数 42 ，我们可以唯一地将其表示为若干

质数的乘积：如

42 = 2 × 3 × 7

这样的表示“几乎”是唯一的，除非我们允许负数在这里出现，例如

42 = 2 × 3 × 7 = (−2) × 3 × (−7)

和整数类似，对于任意高斯整数，例如 15 + 20i ，我们同样可以以唯一地将其表示为

若干高斯质数的乘积：如

15 + 20i = (2 − i)(2 + i)(3 + 4i)

这样的表示“几乎”是唯一的，除非我们允许一些因子成为它们的相反数，例如

15 + 20i = (2 − i)(2 + i)(3 + 4i) = (−2 + i)(−2 − i)(3 + 4i)

或者，我们允许一些因子乘上 i 和 −i ，例如

15 + 20i = (i × (2 − i))(−i × (2 + i))(3 + 4i) = (1 + 2i)(1 − 2i)(3 + 4i)

在本题中，我们需要分解一系列的完全平方数，如果我们知道质数如何分解为高斯整

数，我们就可以将需要分解的完全平方数分解为高斯整数。

费马平方和定理38：奇质数 p 可以表示为两个正整数 a, b 的平方和 p = a2 + b2 ，当且

仅当 p ≡ 1 (mod 4) ，并且这样的表示若存在，在不计较排列顺序的情况下，是唯一的。

结合高斯整数唯一分解的性质，费马平方和定理实际上表明了：对于一个 4k + 1 型的

质数 p ，我们可以找到一对共轭的高斯整数 a + bi, a − bi ，使得它们的乘积为 p ，若不考

虑将这两个因子取相反数，或者分别乘上 i 和 −i 的情况，这样的高斯整数对是唯一的，同

时，这一对高斯整数也是高斯质数；而任意一个 4k + 3 型的质数 p 不能被分解为一对共轭

的高斯整数的乘积，因而 4k + 3 型的质数是高斯质数。

37这一点是不显然的，但为了不妨碍读者阅读的连续性，笔者将在第 8 节进行补充证明
38费马平方和定理的证明同样被放在了本文的第 8 节
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质数 2 同样可以被分解为两个共轭的高斯质数的乘积 (1 − i)(1 + i) 。

现在，我们已经可以将任意整数分解为高斯质数的乘积了，剩余的唯一问题在于如何

计算 f (x) 。

注意到算法二中的观察“如果一个点 (x, y) 是整点 (x > 0, y > 0) ，那么将其绕原点逆时

针旋转 90◦ ，180◦ ，270◦ 得到的点一定也是整点，且到原点距离与其到原点距离相等”，用

高斯整数的观点看待，就是任意高斯整数 x+ yi 在乘以 i,−1,−i 后，其在复平面上到原点的

距离不变，我们认为这样的高斯整数本质相同39，接下来我们讨论如何计算将 x2 分解为本

质不同的共轭高斯整数的乘积的方案数，即 f (x)
4

。

我们先来考虑一个简单的情况，计算 f (225)
4

，其中 225 = 32 × 52 = 32(2 − i)2(2 + i)2 。

由前文的讨论，不同的质数将分解为不同的高斯整数，而最终分解的得到的一对高斯

整数是共轭的，这表明各个质数必须独立地分解为一对共轭的高斯整数的乘积。因此分解

225 的方案数 f (225)
4

实际上是分解 9, 25 的方案数的乘积，即 f (9)
4
× f (25)

4
。

分解一个 4k + 3 型质数 p 的 k 次幂 pk 是容易的，当且仅当 k 是偶数，存在 1 种合法

的分解方式，即 pk = p
k
2 × p

k
2 ，在本题中，我们需要分解的数均为完全平方数，因此 4k+3

型质数对分解的方案数没有影响。

考虑分解一个 4k+1 型质数 p 的 k 次幂 pk 的方案数，由上文的讨论，pk = (a+bi)k(a−
bi)k 。那么 pk 可以被分解为 (a + bi)x(a − bi)k−x × (a + bi)k−x(a − bi)x (x ∈ {0, 1, 2, ..., k}) ，共

k + 1 种方案。

2 是一个特殊的质数，因为其分解而成的高斯质数 (1− i), (1+ i) 本质相同，因此，2 对

分解的方案数同样没有影响。

至此，我们得到了一个能够在分解质因数的时间复杂度内计算 f (x) 的算法，令 x2 =

pk1
1 pk2

2 pk3
3 ...p

ks
s ，其中 p1, p2, p3, ..., ps 均为质数，k1, k2, k3, ..., ks 均为正偶数。那么有

f (x) = 4 ×
s∏

i=1

(1 + [pi ≡ 1 (mod 4)] × ki)

借助欧拉质数筛求出的每一个数 x 的最小质因子，在花费 O(N) 的时间预处理后，我

们可以在 O(LogN) 的时间内分解一个整数 N ，因此可以得到本题的一种时间复杂度为

O(NLogN) 的算法，可以通过测试点 1 ∼ 8 ，期望得分 38 分。

并且，该算法较之算法三的优势在于，分解质因数本身不依赖于 O(N) 级别的空间，并

且处理 f (i) 的过程是互相独立的，这表明我们可以预先花一定的时间计算
∑x

i=1 f (i)k 的

值 value ，将其保存在代码中，这样我们在计算
∑N

i=1 f (i)k (N ≥ x) 时只需要计算 value +∑N
i=x+1 f (i)k 即可。

测试点 9 ∼ 12 中，k 的值只有 1 ∼ 2 ，因此
∑N

i=1 f (i)k 的真实值是在 64 位整型的范围

内的，假设我们设定一个阈值 α ，预先处理 N = α, 2α, 3α, ..., nα 时，问题的答案，将它们

保存在代码中，在实际运行过程中，我们便只需要再额外计算 O(α) 个 f (x) 的值即可给出

答案。

39事实上，这种关系称为相伴
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若取 α = 4 × 105 ，那么我们需要在程序中储存 2×108
4×105 = 500 个预先处理的 k = 1, 2 的

答案，大约占 12kb 的代码长度，是可以接受的。

此部分的时间复杂度为 O(α ∗ f actorize(N)) ，其中 f actorize(N) 表示将 N 分解质因数

的时间复杂度，可以通过测试点 9 ∼ 12 ，总计可以通过测试点 1 ∼ 12 ，期望得分 70 分，

结合算法二可以得到 72 分。

6.2 算法五

在算法四的推导过程中，有一处至关重要的观察“各个质数必须独立地分解为一对共

轭的高斯整数的乘积”。这表明若取 g(x) = f (x)
4

，g(x) 是积性函数。

因此，若将原题的计算式稍加变形：
∑N

i=1 f (i)k = 4k ×∑N
i=1 g(i)k ，我们要做的就是对积

性函数 h(x) = g(x)k 求前缀和，考虑使用选手熟知的筛法解决这个问题。

令 cnt0,x 表示 x 以内 4k+1 型质数的个数，cnt1,x 表示 x 以内 4k+3 型质数的个数。无

论使用洲阁筛，还是 Min25 筛，我们都需要对于每一个不同的 x = ⌊N
i ⌋ ，求解 cnt0,x, cnt1,x

的值。

我们先通过线性筛得到
√

N 以内所有的质数 primei 以及 primei 以内 4k + 1, 4k + 3 型

质数的个数 pre0,i, pre1,i 。

定义

getcnt0(N, i) =
N∑

j=1

[ j is a prime or Min j > primei] × [ j ≡ 1 (mod 4)]

getcnt1(N, i) =
N∑

j=1

[ j is a prime or Min j > primei] × [ j ≡ 3 (mod 4)]

其中 Minx 表示 x 最小的质因数。

直观地来说，getcnt0(N, i), getcnt1(N, i) 表示的就是 N 以内的在埃拉特斯特尼筛算法进

行第 i 轮后尚未被筛去的 4k +1, 4k +3 型的数的个数。注意由于这里我们不需要考虑偶数，

因此，我们认为在埃拉特斯特尼筛算法的第 1 轮，即 primei = 2 时，没有数会被筛去。

一个合数 N 一定存在一个
√

N 以内的质因数，因此 getcnt0(x,Cnt), getcnt1(x,Cnt) 即

为所求的 cnt0,x, cnt1,x ，其中 Cnt 为
√

N 以内的质数个数。

考虑如何通过 getcnt0(∗, i − 1), getcnt1(∗, i − 1) 求出 getcnt0(∗, i), getcnt1(∗, i) 。

若 prime2i > N ，那么埃拉特斯特尼筛算法的第 i 轮将不会筛去任何数，有

getcnt0(N, i) = getcnt0(N, i − 1), getcnt1(N, i) = getcnt1(N, i − 1)

若 prime2i ≤ N ，考虑将埃拉特斯特尼筛算法的第 i 轮筛去的数，即以 primei 为最小质

因子的合数，从 getcnt0(N, i − 1), getcnt1(N, i − 1) 中删除。
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由于 prime2i ≤ N ，有 ⌊ N
primei
⌋ ≥ primei ，因此 ⌊ N

primei
⌋ 以内最小质因数大于等于 primei

的 4k + 1, 4k + 3 型的数的个数分别为

getcnt0(⌊
N

primei
⌋, i − 1) − pre0,i−1, getcnt1(⌊

N
primei

⌋, i − 1) − pre1,i−1

因此，若 primei ≡ 1 (mod 4) ，有

getcnt0(N, i) = getcnt0(N, i − 1) − (getcnt0(⌊
N

primei
⌋, i − 1) − pre0,i−1)

getcnt1(N, i) = getcnt1(N, i − 1) − (getcnt1(⌊
N

primei
⌋, i − 1) − pre1,i−1)

否则，即 primei ≡ 3 (mod 4) ，有

getcnt0(N, i) = getcnt0(N, i − 1) − (getcnt1(⌊
N

primei
⌋, i − 1) − pre1,i−1)

getcnt1(N, i) = getcnt1(N, i − 1) − (getcnt0(⌊
N

primei
⌋, i − 1) − pre0,i−1)

总结起来即为

getcnt0(N, 0) = ⌊
N − 1
4
⌋, getcnt1(N, 0) = ⌊

N + 1

4
⌋

getcnt0(N, i) =



getcnt0(N, i − 1) prime2i > N

getcnt0(N, i − 1)
−(getcnt0(⌊ N

primei
⌋, i − 1) − pre0,i−1) prime2i ≤ N, primei ≡ 1 (mod 4)

getcnt0(N, i − 1)
−(getcnt1(⌊ N

primei
⌋, i − 1) − pre1,i−1) prime2i ≤ N, primei ≡ 3 (mod 4)

getcnt1(N, i) =



getcnt1(N, i − 1) prime2i > N

getcnt1(N, i − 1)
−(getcnt1(⌊ N

primei
⌋, i − 1) − pre1,i−1) prime2i ≤ N, primei ≡ 1 (mod 4)

getcnt1(N, i − 1)
−(getcnt0(⌊ N

primei
⌋, i − 1) − pre0,i−1) prime2i ≤ N, primei ≡ 3 (mod 4)

cnt0,x = getcnt0(x,Cnt), cnt1,x = getcnt1(x,Cnt)

以上算法可以在 O( N
3
4

LogN )的时间复杂度内计算得出对于每一个不同的 x = ⌊N
i ⌋，cnt0,x, cnt1,x

的值，接下来，我们只需利用得到的值计算答案即可。以出题人的做法为例，以下内容推导

得出了一个 Min25 筛的做法。

定义

s(N, i) =
N∑

j=1

[Min j ≥ primei] × h( j)

即所有满足最小质因子大于等于 primei 的 h 值之和。
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由定义，所求的
∑N

i=1 h(i) = s(N, 2) + h(1) + [N ≥ 2] × h(2) 。

借助上面的计算结果，我们已经可以快速计算范围内 4k + 1, 4k + 3 型质数的个数，因

此 s(N, i) 中质数的贡献能够被轻松计算：

3k × (cnt0,N − pre0,i−1) + (cnt1,N − pre1,i−1)

接下来考虑答案中合数的贡献，我们枚举这个合数的最小质因子 prime j 及其出现次数

e ，由于 h 为积性函数，我们可以得到合数的贡献为

prime2j ≤N∑
j=i

primee+1
j ≤N∑

e=1

(h(primee
j) × s(⌊ N

primee
j

⌋, j + 1) + h(primee+1
j ))

将 h(x) 函数的值展开即

prime2j ≤N∑
j=i


∑primee+1

j ≤N
e=1 ((2e + 1)k × s(⌊ N

primee
j
⌋, j + 1) + (2e + 3)k) prime j ≡ 1 (mod 4)∑primee+1

j ≤N
e=1 (s(⌊ N

primee
j
⌋, j + 1) + 1) prime j ≡ 3 (mod 4)

总结起来即为

s(N, i) =


0 primei > N

3k × (cnt0,N − pre0,i−1) + (cnt1,N − pre1,i−1)

+
∑prime2j ≤N

j=i

∑primee+1
j ≤N

e=1 (h(primee
j) × s(⌊ N

primee
j
⌋, j + 1) + h(primee+1

j )) primei ≤ N

求得
∑N

i=1 h(i) 后，最终答案即为 4k ×∑N
i=1 h(i) 。

该部分的时间复杂度为 O(Min25(N)) ，在 N ≤ 1011 的数据范围下，其运行效率与时间

复杂度为 O( N
3
4

LogN ) 的洲阁筛相当，可以通过全部的测试点，期望得分 100 分。

7 一些拓展

可以发现，题目中的函数 f (x) 计算的始终是长度为整数的圆上的整点个数，而许多整

点距离原点的距离有可能不是整数，例如 (1, 1) 距离原点的距离就是
√
2 ，因此，它不会被

任何一个 f (x) 统计在内。

定义 f ′(x) 表示以原点为圆心，
√

x 为半径的圆上整点的个数，不难发现，f ′(x2) = f (x)，

f ′(x) 可以视作 f (x) 的一个更加一般化的定义。

在算法四的讨论中，我们同样可以得到 f ′(x) 的计算方法：令 x = pk1
1 pk2

2 pk3
3 ...p

ks
s ，其

中 p1, p2, p3, ..., ps 均为质数，k1, k2, k3, ..., ks 均为正整数。那么有

f ′(x) = 4 ×
s∏

i=1

([pi = 2] + [pi ≡ 1 (mod 4)] × (ki + 1) + [pi ≡ 3 (mod 4)] × [ki ≡ 0 (mod 2)])

114



IO
I20

19
中
国
国
家
候
选
队
论
文
集

教
练
：
张
瑞
喆

20
19

年
5 月

《整点计数》命题报告以及对高斯整数的若干研究 江苏省常州高级中学 徐翊轩

定义函数 χ(x) (x ∈ N+) ，满足

χ(x) =


1 x ≡ 1 (mod 4)

−1 x ≡ 3 (mod 4)

0 x ≡ 0 (mod 2)

可以发现，对于 4k + 1 型的质数 pi ，有

χ(px
i ) = 1 (x ∈ N)

因此
ki∑

j=0

χ(p j
i ) = ki + 1 (pi ≡ 1 (mod 4))

对于 4k + 3 型的质数 pi ，有

χ(px
i ) =

 1 x ∈ N, x ≡ 0 (mod 2)

−1 x ∈ N, x ≡ 1 (mod 2)

因此
ki∑

j=0

χ(p j
i ) = [ki ≡ 0 (mod 2)] (pi ≡ 3 (mod 4))

对于质数 pi = 2 ，有

χ(px
i ) =

 1 x = 0

0 x ∈ N+

因此
ki∑

j=0

χ(p j
i ) = 1 (pi = 2)

综上，不同于前文需要对不同质因数进行分类的计算 f ′(x) 的方法，利用函数 χ(x) ，我

们甚至可以省去对于不同质因数的分类，有

f ′(x) = 4 ×
s∏

i=1

ki∑
j=0

χ(p j
i )

同时，注意到 χ(x) 同时也是一个完全积性函数，即对于任意的 a, b ∈ N+ ，均有 χ(a)×
χ(b) = χ(a× b) 。结合上面 f ′(x) 的表达式，可以发现，

∑
符号内枚举了各个质因数的各个

指数，而
∏

符号则将不同的质因数的各种情况相互组合了起来，因此，该表达式同样也可

以写作

f ′(x) = 4 ×
∑

i|x
χ(i)

至此，我们得到了一个形式简单得惊人的 f ′(x) 的表达式。
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现在，让我们来考虑一个问题：给定一个半径为 R 的圆，它内部存在多少个整点？

一方面，其内部的整点个数大约为其面积的大小，也即 πR2 。这虽然只是一个近似的

估计，但当 R 趋向于正无穷的时候，其误差相较于真实值的比值将会越来越小，以至于可

以忽略不计。

另一方面，我们同样可以将 f ′(x) 从 1 至 R2 求和，其内部的整点数应当约为40

R2∑
i=1

f ′(i) =
R2∑

i=1

4 ×
∑

j|i
χ( j)

考虑交换此式的求和顺序，先枚举 j ，则可将其变形为

4 ×
R2∑
j=1

χ( j) × ⌊R
2

j
⌋

忽略掉一些在 R 趋向于正无穷时细微的误差，我们可以得到一个大致成立的等式

πR2 ≈ 4 ×
R2∑
j=1

χ( j) × R2

j
= 4R2 ×

R2∑
j=1

χ( j)
j

并且，可以证明，当 R 趋向于正无穷时，等式两端的误差可以达到任意小。

此时，我们将等式两端的 R2 除去，就会得到

π = 4 ×
∑
i∈N+

χ(i)
i

= 4 × (1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− . . . )

这正是一个令人难以置信的收敛于 π 的无穷级数。

8 补充证明

8.1 高斯整数

首先，我们需要为对高斯整数不熟悉的读者介绍有关高斯整数的概念和术语。

定义 8.1.1：若复数的实部和虚部均为整实数，则称其为高斯整数，即

Z[i] = {a + bi|a, b ∈ Z, i2 = −1}

Z[i] 上所定义的加法和乘法就是普通的复数加法和乘法，高斯整数构成一个整数环。

定义 8.1.2：定义高斯整数 a+ bi 的范数为该高斯整数与其共轭的高斯整数的乘积，即

N(a + bi) = (a + bi)(a − bi) = a2 + b2

40此处用“约为”的原因是忽略了原点处的一个整点，但同样但当 R 趋向于正无穷的时候，其误差可以忽略不计
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注意到高斯整数本身是不可比较大小的，但有了范数的定义，我们就可以对高斯整数

进行某种意义上的定序。

定义 8.1.3：若高斯整数 a + bi 满足 N(a + bi) = 1 ，则称其为一个单位数。

由定义，一共有 4 个单位数，它们分别是 1,−1, i,−i ，它们也是仅有的可逆高斯整数。

若两个高斯整数之间只相差一个单位数因子，我们称这两个高斯整数相伴41。

定义 8.1.4：对于高斯整数 X,Y ，若存在高斯整数 Z ，使得 X = YZ ，则称 Y 整除 X

，记做 Y | X 。

可以发现，若 Y 整除 X ，那么 N(Y) 同样整除 N(x) 。

定义 8.1.5：对于高斯整数 X,Y, g ，若 g | X, g | Y ，则称 g 是 X,Y 的一个公因数。若

g 是 X,Y 的一个公因数，且对于 X,Y 的任意一个公因数 d ，都有 d | g ，则称 g 是 X,Y 的

最大公因数。

最大公因数可以看做范数最大的公因数。

如果两个高斯整数的最大公因数为单位数，则称这两个高斯整数互质。

定义 8.1.6：对于不是单位数的高斯整数 X ，若不存在不是单位数的高斯整数 Y,Z 使

得 X = YZ ，则称 X 是一个高斯质数。

由定义，我们可以写出范数最小的 4 个高斯质数：1 + i, 1 − i,−1 + i,−1 − i 。

注意普通的质数可能不是高斯质数，例如 2 = (1 + i)(1 − i) 。

8.2 唯一分解

在第 6 节中，我们提到了高斯整数的唯一分解性，我们接下来要证明这一点42。

引理 8.2.1（带余除法）：对于任意高斯整数 α, β ，且 β , 0 ，存在高斯整数 γ, λ ，使得

α = γβ+ λ, N(λ) < N(β)

证明：考虑复数 α
β
= a + bi (a, b ∈ Q) ，取整数 c, d 满足 |a − c| ≤ 0.5, |b − d| ≤ 0.5 ，令

γ = c + di，则可代入计算 λ ，有

λ = α − γβ

= β(
α

β
− γ)

= β((a − c) + (b − d)i)

41在第 6 节中，为了方便读者快速理解算法，有相伴关系的两个高斯整数被称为“本质相同”
42不是所有环上都存在唯一分解性，例如偶数环上，60 = 2 × 30 = 6 × 10 ，其分解是不唯一的
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那么

N(λ) = N(β((a − c) + (b − d)i))

= N(β)N((a − c) + (b − d)i)

= N(β)((a − c)2 + (b − d)2)

≤ N(β)(0.52 + 0.52)

< N(β)

从而引理 8.2.1 得证。

引理 8.2.2（裴蜀等式）：对于任意非零的高斯整数 α, β ，令 d 为它们的最大公约数，

那么存在高斯整数 γ, δ ，满足

αγ + βδ = d

证明：引理 8.2.1 的证明过程同时给出了一种进行高斯整数带余除法的方式，因此，我

们可以通过辗转相除法来求得一对高斯整数的最大公因数。并且，我们将辗转相除的过程

倒过来，逐步代入，可以构造得到一组满足引理 8.2.2 的等式，从而引理 8.2.2 得证。

引理 8.2.3（欧几里得引理）：若某个高斯质数 π 整除两个高斯整数的乘积 αβ ，那么

该高斯质数至少整除其中一个乘数，即 π | α 和 π | β 中至少有一个成立。

证明：假设 π ∤ α ，我们只需证明此时 π | β 即可证明引理。

由于 π 为高斯质数，且 π ∤ α ，有 π 和 α 的最大公因数为单位数，不妨令为 1 。

那么存在高斯整数 γ, δ ，满足

πγ + δα = 1

从而有

πγβ+ δαβ = β

又因为 π | πγβ, π | δαβ ，因此 π | β ，引理 8.2.3 得证。

定理 8.2（唯一分解定理）：任何范数大于 1 的高斯整数均可以分解为有限个高斯质数

的乘积，若不考虑单位数因子以及因子的排列顺序，这样的分解是唯一的。

证明：考虑数学归纳法，范数为 2 的高斯整数均为高斯质数，唯一分解定理在范数小

于等于 2 的高斯整数范围内成立。假设唯一分解定理对于范数小于 N(α) 的高斯整数都成

立，且 α 存在两种不同的分解为高斯质数乘积的方式

α = π1π2 . . . πs = π
′
1π
′
2 . . . π

′
t

可知 πs | π′1π′2 . . . π′t ，由欧几里得引理，πs 至少整除 π′1, π
′
2, . . . , π

′
t 中的一个，并且

π′1, π
′
2, . . . , π

′
t 均为高斯质数，因此 πs 至少与 π′1, π

′
2, . . . , π

′
t 中的一个相伴。

不失一般性地，我们假设 πs 与 π′t 相伴，那么 π1π2 . . . πs−1 与 π′1π
′
2 . . . π

′
t−1 相伴，且

N(π1π2 . . . πs−1) < N(α) 。因此对于此数唯一分解定理成立，所以唯一分解定理对于范数等

于 N(α) 的高斯整数也成立。

综上，唯一分解定理在高斯整数中成立。
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8.3 费马平方和定理

这一小节中，我们将证明第 6 节中用到的费马平方和定理。

引理 8.3.1：设 p 是质数，那么

(p − 1)! ≡ −1 (mod p)

证明：容易验证，p = 2 时，引理 8.3.1 成立，考虑 p 是奇质数的情况。

考虑乘法逆元不为本身的数，这样的数与其乘法逆元在 (p− 1)! 内两两配对，对于在模

p 意义下的 (p − 1)! 没有贡献。

剩余的数满足 x2 ≡ 1 (mod p) ，解得 x ≡ 1 (mod p) 或 x ≡ p − 1 (mod p) 。

因此

(p − 1)! ≡ 1 × (p − 1) ≡ −1 (mod p)

引理 8.3.2：如果质数 p 满足 p ≡ 1 (mod 4) ，那么存在整数 x ，满足 p | x2 + 1 。

证明：由引理 8.3.1，有 (p − 1)! + 1 ≡ 0 (mod p)

注意到 x × y ≡ (p − x) × (p − y) (mod p) ，如果 p − 1 是 4 的倍数，我们就可以将

1 × 2 × · · · × (p − 2) × (p − 1) 分成两半，前一半都两两配对相乘，对应地后面那一半也两两

配对相乘，后面那一半就与前面那一半同余，即

1 × 2 ≡ (p − 1) × (p − 2) (mod p)

3 × 4 ≡ (p − 3) × (p − 4) (mod p)

. . .

p − 3
2
× p − 1

2
≡ (p − p − 3

2
) × (p − p − 1

2
) (mod p)

因此

1 × 2 × 3 × · · · × p − 1
2
≡ p + 1

2
× p + 3

2
× p + 5

2
× · · · × (p − 1) (mod p)

从而

(
p − 1
2

!)2 + 1 ≡ (p − 1)! + 1 ≡ 0 (mod p)

引理 8.3.2 得证。

定理 8.3（费马平方和定理）：奇质数 p 可以表示为两个正整数 a, b 的平方和 p = a2+b2

，当且仅当 p ≡ 1 (mod 4) ，且这样的表示若存在，在不计排列顺序的情况下，是唯一的。

证明：费马平方和定理包含三点：(1)、4k + 3 型的质数不能写成两个正整数的平方和；

(2)、4k + 1 型的质数可以写成两个正整数的平方和；(3)、4k + 1 型的质数写成两个正整数

平方和的方式是唯一的。

由于对于任意整数 x ，x2 模 4 只可能为 0 或 1 ，因此，两个正整数的平方和模 4 的

余数不可能是 3 ，从而 4k + 3 型的质数不能写成两个正整数的平方和，第 (1) 点成立。
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由引理 8.3.2，存在整数 x ，满足 p | x2 + 1 ，即 p | (x + i)(x − i) 。

假设一个 4k + 1 型的质数 p 是一个高斯质数，那么，根据引理 8.2.3，有 p | x + i 或

p | x − i 。但 x±i
p = x

p ±
1
p i ，并非高斯整数，因此假设不成立，p 不是高斯质数。

那么，设 p = uv (u, v ∈ Z[i],N(u),N(v) > 1) ，有

p2 = N(p) = N(u)N(v)

由于 p 是质数，只可能 N(u) = N(v) = p ，并且 u 和 v 的乘积为一个整数，因此 u 和

v 共轭。设 u = a + bi, v = a − bi (a, b ∈ Z)，那么

p = (a + bi)(a − bi) = a2 + b2

定理的第 (2) 点成立。

假设 p 存在两种不同的表示为两个正整数平方和的方式

p = a2 + b2 = c2 + d2

那么 (a + bi)(a − bi) = (c + di)(c − di) ，有 a + bi | (c + di)(c − di) 。

若 a+ bi 为高斯质数，那么有 a+ bi | c+ di 或 a+ bi | c− di ，对应地，有 a− bi | c− di

或 a − bi | c + di ，又因为 N(a + bi) = N(a − bi) = N(c + di) = N(c − di) = p ，a + bi, a − bi

和 c + di, c − di 两两相伴，p = a2 + b2 = c2 + d2 实际上是同一种表示。

若 a + bi 不是高斯质数，那么令 a + bi = uv (u, v ∈ Z[i],N(u),N(v) > 1) ，有

p = (a + bi)(a − bi) = uv × uv = (uu) × (vv)

p 被分解为了两对共轭的，范数大于 1 的高斯整数的乘积，因而也可以被分解为两个

大于 1 的整数的乘积，这与 p 是质数矛盾，因此 p 不存在两种不同的表示为两个正整数平

方和的方式，定理的第 (3) 点成立。

至此，费马平方和定理得证，之前所用到的一些结论也全部证明完毕。

9 总结

《整点计数》一题综合考察了勾股数、高斯整数、数论筛法等知识点，并需要用到在程

序中储存已知数据、观察函数规律等得分技巧，是考察选手综合素质的一道好题。

标准解法中所用到的拓展数域，将问题转化为分解质因数的思想是本题的核心，也是

难点所在，选手需要有足够敏锐的洞察能力和强大的思维能力才能够发现标准解法，并解

决问题。

非标准解法中，通过简单的暴力解法难以获得可观的分数；但利用题目性质的勾股数

解法、以及去除繁琐的数论筛法的高斯整数解法，均可以获得〸分可观的分数。并且各部
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分数据均存在合理的梯度，为笔者没有想到的解法或是实现欠佳的解法提供了更好的得分

空间。

互测现场的得分情况如下：4 位同学获得了 100 分，3 位同学获得了 88 分，另外各有

1 位同学获得了 38 分，40 分，70 分，2 位同学没有产生提交，因此没有得分。可见本题是

一道区分度良好的题。

笔者希望，通过本文，在介绍本题的背景与解法的同时，向读者展现高斯整数理论的

魅力，在不久的将来，相关研究成果也能够越来越多地出现在信息学竞赛中。
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感谢中国计算机学会提供学习和交流的平台。

感谢江苏省常州高级中学的曹文老师，吴涛老师多年来给予我的关心和指导。

感谢家人、朋友对我的支持与鼓励。
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浅谈树上分治算法

杭州学军中学 张哲宇

摘 要

本文简述了广为人知的边分治、点分治和全局平衡二叉树。

引言

分治算法的基本思想是将一个规模非常大的问题分解为若干个规模较小的子问题，这

些子问题相互独立且与原问题性质相同。求出子问题的解，就可间接得到原问题的解。

一般分治常用于链上（序列上），运用于树上的时候就需要一些技巧与套路了。

1 边分治

1.1 算法简介

对于一类询问树上路径的问题，可以选择一条边，处理完经过这条边的所有路径后，将

这条边删除，递归剩下两棵较小的树。

为了保证算法的效率，需要每次删除一条边后剩下的较大树尽可能小，不难想到当度

数均为常数的时候，该算法的复杂度为 O(n log n) 。
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当点 x 的度数特别大的时候，可以加入一个空点和一条空边使得 x 的度数减一。

所以按照上图方法总可以加入 O(n) 个空点和空边使得所有点度数为常数。

1.2 例题

1.2.1 题面描述

给出两棵点数均为 n 的树，求两个点，最大化他们在两棵树上的距离和。

n ≤ 105 , 边权可以为负

1.2.2 题解

对第一棵树进行边分治，之后的问题相当于给定两个集合，要求从两个集合中各取一

个点，最大化他们的树上距离。建出虚树即可动态规划。

1.3 总结

因为每次只需要考虑两个子树之间的事情，往往考虑起来比较简单。

但因为增加了空点和空边所以有些题并不适合。

2 点分治

2.1 算法简介

对于一类询问树上路径或连通块的问题，可以选择一个点，处理完所有包含这个点的

所有路径或连通块后，将这个点删除，递归剩下若干棵较小的树。
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由于较小的树的大小至少除以二，故最多只会递归 O(log n) 层。

2.2 例题

2.2.1 题面描述

n 个点的树，每个点有一个非负点权，连通块的权值为点权和，求权值第 k 大的联通

块。

n ≤ 105 , k ≤ 105

2.2.2 题解

点分治之后，子问题增加了一个连通块必须包含根的限制，那么就很好解决了。

按 dfs 序重标号，在 i 号点上有两种决策，要么选择该点，到 i + 1 ，要么割掉以 i 为

根的子树，到 i 的后戳 +1 。（约定俗成：前戳为 dfs 入栈时间，后戳为 dfs 出栈时间）

那么，一个连通块就可以与一条路径一一对应了。

现在就变成了 O(n log n) 个点，O(n log n) 条边的 DAG ，求 k 短路的经典问题。
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时间复杂度：O(n log n + k log(n log n) + k log k)

2.3 例题：再谈 1.2

2.3.1 希望用点分治尝试一下

显然点分治和边分治极其相似，不妨用点分治做一下边分治的题。

2.3.2 遇到了一些问题

因为边权有负，求最远点除了建虚树之外没有什么好的方法。

而现在，删除一个点之后会分成 O(n) 个集合，集合个数不再是常数，直接影响了算法

复杂度。

2.3.3 解决方法

考虑每次选择最小的两个集合，求解只有这两个集合的答案，然后将这两个集合合并。

这样每个集合只会被反复计算 O(log n) 次。乍一看，时间复杂度非常大。

2.3.4 仔细分析

凭什么点分治要平白无故地比边分治多一个 log ？

你可以拿起笔，在草稿纸上涂涂画画，写下一堆形如“log n − log s ”的东西，然后拍案

而起：“这样做复杂度是 O(n log n) 的！”

你也可以平心静气，突然发现，点分的时候每次选最小的两个集合合并，其本质就是

边分治。

2.4 例题

2.4.1 题面描述

给出一棵 n 个点的有根树，每个结点上有一个一次多项式。求每个结点到根的多项式

乘积的和。

n ≤ 105
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2.4.2 题解

点分治，在每个子问题中，假设我们已经求出了点分中心到根的多项式的乘积，原问

题就可以变成若干个规模至少除以二的子问题。

问题就在于如何快速地求出红色路径的多项式乘积。

考虑运用已知的信息。当我求当前问题的路径的时候，找到该路径上的下一个点分中心，

就可以直接得到下一个点分中心到根的路径的乘积。以此类推，可以得到 O(log n) 个多项

式，其中第 i 个多项式长度级别不会超过 n
2i 。显然把他们卷起来的时间复杂度是 O(n log n)

。

那么，原问题的时间复杂度为 O(n log2 n) 。

2.5 总结

处理树上强制包含根会非常好做的问题。

本身常数不小，但是当内层嵌套高复杂度的算法的时候常数很小。

3 全局平衡二叉树

3.1 算法简介

对于有根树上的每个点，选择其子树大小最大的孩子作为其重儿子，其间的边称为重

边，只关注重边的话，就将树剖成了若干条链。

每条链用一棵二叉树来维护，要注意这个二叉树的 mid 不是链上的 mid ，而是整棵子

树的 mid 的话，整棵树的深度就是 O(log n) 的了。
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有些时候，当虚孩子的数量多的时候，把虚孩子按大小建平衡二叉树，可以方便维护

很多信息。

为了方便后文的叙述，定义一些东西。

全局平衡二叉树上一个子树中，到根只经过实边的点集称为子树实部，其余的称为子

树虚部。

子树实部即对应树上的一条路径，这样的路径称为一个段。显然树上任意一条路径可

以划分为 O(log n) 个段。

3.2 例题：再谈 2.4

3.2.1 优化树链剖分

这题有树链剖分的简单做法，时间复杂度 O(n log3 n) 。
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对于当前问题的最上一条重链，进行分治，将下一半的答案乘上上一半的乘积再加上

上一半的答案。

把树链剖分链上部分改成全局平衡二叉树的分治方法就可以轻松做到 O(n log2 n) 。

3.2.2 对比点分治做法

不难发现，这样的分治顺序，实际上是要求点分中心一定要在最浅的重链上。

与朴素点分治不同的是，他需要两次分治，才能严格把问题规约为原来的一半。但与

之而来的关于链上信息的收益是巨大的。

3.3 例题

3.3.1 题面描述

给出一棵 n 个点的有根树，q 次询问距离点 p 距离不超过 d 且不在路径 u − v 上的点

权 max。
n ≤ 105 , q ≤ 105 , 树边长度均为 1

3.3.2 题解

预处理每个子树虚部的信息。

考虑 p , u , v 和他们所在重链底和根，把这些点之间的 O(log n) 个段找出来，然后 O(1)
查询每个子树虚部的答案。

子树实部的答案以及个别特殊点单独处理。

个别单点会涉及到一个点的所有虚子树中去掉 O(1) 个虚子树之后的信息，由于 max
不可减，对于度数大的点非常困难。对虚孩子也建了二叉树的力量就体现出来的。

总时间复杂度 O((n + q) log n)

3.4 总结

虽然功能很强大，但常数略大，需要注意。

全局平衡二叉树不仅可以看作一个分治结构，也可以看作一种数据结构，但这不是本

文的重点。

后记

如果你不是熟练的 oi 选手，没有关系，百度上有本文所需的所有前置知识。
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本文中没有复杂度分析，因为分析的方法很多，无论你是推式子的 log n − log s 选手，

还是运算次数每加一规模减半的毛估估大师，都可以轻松得到正确的复杂度。

然而这并没有什么用，因为理论复杂度与运行效率没有直接关系，全局平衡二叉树只

能出成交互题卡卡交互次数。树链剖分还是得学的，点分治也是得学的。

出题人一般是比较懒的，只会造菊花加链加二叉树。
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《组合数求和》命题报告

南京外国语学校 吴思扬

摘 要

本文将介绍本人在 2019 年候选队互测第三轮中命制的《组合数求和》一题，其考查了

二项式定理、卢卡斯定理、中国剩余定理等关于组合数学、数论方面的知识；形式幂级数、

等比数列求和、取模意义下组合数求值等技巧；扩展欧几里得、快速傅里叶变换等算法，要

求选手有扎实的基本功和良好的思维能力。

除此之外，近年来计算模意义下答案的问题在编程竞赛中越来越常见，也出现了不少

解决此类问题的算法，但是其中一些算法往往仅能在模数为质数的情况下发挥较大作用。本

文也希望起到抛砖引玉的效果，引发大家对于一些计算模合数意义下答案的问题的思考。

1 试题

1.1 题面描述

定义 f ( j) ≡ ∑n−1
i=0 (i·d

j ) (mod M), 0 ≤ f ( j) < M，其中 n, d, M 为给定值。

现在给定 m，输出 f (0) xor f (1) xor f (2) xor · · · xor f (m − 1) 的值。

其中 (n
m) 为组合数 n 选 m，即 (n

m) =


n!

m!·(n−m)!
, 0 ≤ m ≤ n

0, otherwise
。xor 表示异或和。

1.2 输入格式

一行四个整数 n, m, d, M，由空格隔开。

1.3 输出格式

一行一个整数表示答案。

1.4 样例输入

3 2 3 998244353

130



IO
I20

19
中
国
国
家
候
选
队
论
文
集

教
练
：
张
瑞
喆

20
19

年
5 月

《组合数求和》命题报告 南京外国语学校 吴思扬

1.5 样例输出

10

1.6 样例解释

f (0) ≡ C0
0 + C0

3 + C0
6 ≡ 1 + 1 + 1 ≡ 3 (mod 998244353)

f (1) ≡ C1
0 + C1

3 + C1
6 ≡ 0 + 3 + 6 ≡ 9 (mod 998244353)

f (0) xor f (1) = 3 xor 9 = 10

1.7 限制与约定

本题采用捆绑测试。

对于所有测试包均满足 1 ≤ d ≤ 100, 1 ≤ m · d ≤ 3× 106, 1 ≤ n · d ≤ 109, 108 ≤
M ≤ 109。

对于所有测试包，空间限制均为 512MB。对于第 1, 2, 3, 4 测试包，时间限制为 1s；
对于第 5, 6, 7, 8, 9, 10 测试包，时间限制为 3s。

测试包编号 测试包分值 其它约定

1 4 n · d, m ≤ 2000

2 10 m ≤ 400

3 6 m ≤ 8000, M = 998244353

4 6 m ≤ 8000

5 7 d = 1

6 22 gcd(d, M) = 1

7 7 d = 2

8 7 d = 4

9 8 d 为质数

10 23 −

2 约定与记号

对于一元多项式 F(x) =
∑n

i=0 fi · xi，记 n 为这个多项式的次数，[xi]F(x) 为其次数为

i 的单项式的系数，若不存在则为 0，即 [xi]F(x) =

 fi, 0 ≤ i ≤ n

0, otherwise
。

令 (n)k = Πk
i=1 (n − i + 1)。

令 N = n · d，其中 n, d 为题面中的变量。
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3 算法讨论

3.1 算法 1
按照题意计算出需要用到的所有组合数在对 M 取模意义下的值，并对其求和计算出 f

的值，再对 f 求异或和得到答案。计算组合数 (n
m) 可以用其递归公式计算。递归公式如下：(

n
m

)
=

(
n − 1
m − 1

)
+

(
n − 1

m

)
, ∀n,m, 1 ≤ m ≤ n − 1

边界为： (
n
0

)
=

(
n
n

)
= 1, ∀n, n ≥ 0

时间复杂度 O(Nm)，可以通过第一个测试包。

3.2 算法 2
定理 1. 二项式定理

(x + y)n =
n∑

i=0

(
n
i

)
· xi · yn−i

当 y = 1 时，有 (x + 1)n =
∑n

i=0 (n
i) · xi。

若将其看作关于 x 的一元多项式，则有：

f ( j) ≡
n−1∑
i=0

(
i · d

j

)
≡

n−1∑
i=0

[x j](x + 1)i·d (mod M)

令 Cn(x) =
∑n−1

i=0 (x+1)i·d，则 f ( j) ≡ [x j]Cn(x) (mod M)。于是问题变成如何求 Cn(x)

的前 m 项。

考虑使用倍增算法进行求解。令 Dn(x) = (x + 1)n·d，则有：

Cn+1(x) = Cn(x) · (x + 1)d + (x + 1)0, Dn+1(x) = Dn(x) · (x + 1)d

C2n(x) = Cn(x) · (1 + Dn(x)), D2n(x) = Dn(x)2

由于只要求 Cn(x) 的前 m 项，故所有多项式乘法运算可以在 mod xm 意义下进行。

如果采用 O(m2) 的方法计算两个多项式的乘法，时间复杂度为 O(m2 log2 N)，可以通

过第二个测试包。

多项式乘法可以通过快速傅里叶变换来优化，总时间复杂度为 O(m log2 m log2 N)。具

体实现方法可以参考毛啸在 2016 年信息学奥林匹克中国国家队候选队论文中所写的《再探
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快速傅里叶变换》，由于其方法与本文其它内容关联不大，限于篇幅不再鳌述。如果实现模

数为 998244353 情况下的数论变换可以通过第三个测试包，如果使用任意模数卷积可以通

过前四个测试包。

3.3 算法 3：d = 1 时的做法

当 d = 1 时， f ( j) ≡ ∑n−1
i=0 (i

j) ≡
∑n−1

i= j (i
j) (mod M)。

定理 2. (
n + 1

k + 1

)
=

(
k
k

)
+

(
k + 1

k

)
+ · · · +

(
n
k

)
证明. 根据组合数递归式 (n

m) = (n−1
m−1) + (n−1

m ), ∀n,m, 1 ≤ m ≤ n − 1 有：(
n + 1

k + 1

)
=

(
n
k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n
k

)
+

(
n − 1

k

)
+

(
n − 1

k + 1

)
=

(
n
k

)
+

(
n − 1

k

)
+

(
n − 2

k

)
+

(
n − 2

k + 1

)
= · · ·

=

(
n
k

)
+

(
n − 1

k

)
+ · · · +

(
k + 1

k

)
+

(
k + 1

k + 1

)
=

(
n
k

)
+

(
n − 1

k

)
+ · · · +

(
k + 1

k

)
+

(
k
k

)
□

故 f ( j) ≡ ( n
j + 1

) (mod M)。问题转化为如何在对 M 取模意义下求出组合数的值。

观察要求的组合数，其形式为 (n
j)，其中 n 很大，不适合再用算法 1 的方法求解。但是

j 相对较小，因此考虑按照 (n
j) =

(n) j

j! 来计算。由于 gcd( j!, M) 可能不是 1，因此 j! 有可

能在对 M 取模意义下不存在逆元。我们对 M 分解质因数得 M = Πk
i=1 pqi

i ，将 (n) j

j! 写成
A · Πk

i=1 pai
i

B · Πk
i=1 pbi

i

的形式，保证 gcd(B, M) = 1，即 B 的逆元在对 M 取模意义下存在，又由于

∀i, ai ≥ bi，故可以通过计算 A ·B−1 · Πk
i=1 pai − bi

i 得到 (n
j) 的值，其中 B ·B−1 ≡ 1 (mod M)。

A, B, ai, bi 的值可以按照 j 从小往大的顺序，每次在 ( n
j−1) 的基础上修改得到。时间复杂

度 O(m · (log2N + log2M))，可以通过第五个测试包。

3.4 算法 4
与算法二一样，考虑如何求 Cn(x)。为了方便，在下文中，若无特殊说明，均用 C(x) 来

代替 Cn(x)。
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我们有：

C(x) = (x + 1)0·d + (x + 1)1·d + · · · + (x + 1)(n−1)·d (24)

(x + 1)d ·C(x) = (x + 1)1·d + (x + 1)2·d + · · · + (x + 1)(n−1)·d + (x + 1)n·d (25)

与等比数列求和类似，(25) − (24) 为：

[(x + 1)d − 1] · C(x) = (x + 1)n·d − (x + 1)0·d

即：

C(x) =
(x + 1)n·d − 1

(x + 1)d − 1

可以发现 [x0]((x + 1)n·d − 1) = [x0]((x + 1)d − 1) = 0，即分子分母都可以写成 x

乘上多项式的形式，因此可以对分子分母同时约去 x。

令 A(x) =
∑n·d

i=1 (n·d
i ) · xi−1, B(x) =

∑d
i=1 (d

i) · xi−1，那么

C(x) =
A(x)
B(x)
, B(x) ·C(x) = A(x)

当 d = 1 时，可以得到与算法 3 一样的解法。

从 B(x) ·C(x) = A(x) 可以得到：

d−1∑
j=0

([x j]B(x)) · ([xi− j]C(x)) = [xi]A(x) , ∀ 0 ≤ i < N (26)

3.4.1 算法 4.1：gcd(d, M) = 1 时的做法

由 (26) 得：

[xi]C(x) =
[xi]A(x) − ∑d−1

j=1 ([x j]B(x)) · ([xi− j]C(x))

[x0]B(x)
, ∀ 0 ≤ i < m (27)

由于 [x0]B(x) = (d
1
) = d，并且 gcd(d, M) = 1，所以 [x0]B(x) 在对 M 取模意义下

的逆元存在，因此直接使用 (27) 按照 i 从小到大的顺序对 [xi]C(x) 进行求解即可。

A(x), B(x) 的计算方法与算法 3 一样，时间复杂度为 O(m · (log2N + log2M))。计算

[xi]C(x) 一项的时间复杂度为 O(d)，故总时间复杂度为 O(m · (log2N + log2M + d))。可

以通过第三、第五、第六个测试包。
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3.4.2 算法 4.2：d = 2 时的做法

将 M 分解成 2a · b 的形式，其中 b ≡ 1 (mod 2)。对每个 f ( j) 求出其对 2a 取模意

义下的值和对 b 取模意义下的值之后再使用中国剩余定理 (CRT) 算法就能求出 f ( j) 对 M

取模意义下的值。

计算对 b 取模的值可以使用算法 4.1，问题变成如何求对 2a 取模下的值。

当 d = 2 时，B(x) = x + 2，将其带入到 (26) 可得：

2 · [xi]C(x) + [xi−1]C(x) = [xi]A(x) , ∀ i ≥ 0

即：

[xi]C(x) = [xi+1]A(x) − 2 · [xi+1]C(x) , ∀ i ≥ 0 (28)

将右侧 C(x) 的项不断用 (28) 带入可得：

[xi]C(x) = [xi+1]A(x) − 2 · [xi+1]C(x)

= [xi+1]A(x) − 2 · [xi+2]A(x) + 4 · [xi+2]C(x)

= [xi+1]A(x) − 2 · [xi+2]A(x) + 4 · [xi+3]A(x) − 8 · [xi+3]C(x)

= · · ·

=
∑
j≥0

(−2) j · [xi+ j+1]A(x)

当 j ≥ a 时，(−2) j · [xi+ j+1]A(x) ≡ 0 (mod 2a)，故：

[xi]C(x) ≡
a−1∑
j=0

(−2) j · [xi+ j+1]A(x) (mod 2a) (29)

使用 (29) 就可以计算出 [xi]C(x) 对 2a 取模意义下的值。计算一项所需时间为 O(a) 即

O(log2 M)。结合计算对 b 取模的部分，总时间复杂度为 O(m · (log2N + log2M + d))，

结合算法 4.1 可以通过第三、第五到第七个测试包。

3.4.3 算法 4.3：d = 4 时的做法

与算法 4.2 一样，将 M 分解成 2a · b 的形式，对 b 取模意义下的值使用算法 4.1 计

算，考虑怎么算对 2a 取模意义下的值。

当 d = 4 时，B(x) = 4 + 6x + 4x2 + x3，将其带入到 (26) 可得：

4 · [xi]C(x) + 6 · [xi−1]C(x) + 4 · [xi−2]C(x) + [xi−3]C(x) = [xi]A(x) , ∀ i ≥ 0
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即：

[xi]C(x) = [xi+3]A(x) − 4 · [xi+3]C(x) − 6 · [xi+2]C(x) − 4 · [xi+1]C(x) , ∀ i ≥ 0 (30)

可以发现对于 (30) 的右侧来说，C(x) 的每一项系数 ≡ 0 (mod 2)。与算法 4.2 中得

到 (29) 的方式类似，我们称一轮操作为将式子右侧的每个 C(x) 项用 (30) 带入，即用 (30)

的右式表示。如果操作前右侧式子中 C(x) 每一项系数都是 2i 的倍数，那么一轮操作后式

子右侧 C(x) 的每一项系数都将是 2i+1 的倍数。如果对 (30) 进行 a − 1 轮操作，C(x) 的

每一项系数将会 ≡ 0 (mod 2a)，此时，式子右侧就是若干 A(x) 项的系数的和，问题就得

到了解决。

迭代操作会进行 a 轮，迭代后的式子长度可以达到 O(ad)，对每一项用 (30) 展开需要

O(d) 的复杂度，故计算迭代的式子需要复杂度为 O(a2d2)，即 O((log2M)2 · d2)。之后计算

[xi]C(x) 每一项需要时间复杂度为 O(log2M · d)，再加上计算对 b 取模意义下的结果，总时

间复杂度为 O(m · (log2N + log2M · d) + (log2M)2 · d2)。结合算法 4.1 和算法 4.2 可以

通过第三、第五到第八个测试包。

3.4.4 算法 4.4：d 是质数时的做法

与前两个算法（算法 4.2 和算法 4.3）类似，可以将 M 分解成 da · b 的形式，其中

gcd(b, d) = 1，对模 da 和模 b 意义下分别求解。模 b 意义下的做法可以使用算法 4.1，

考虑对 da 取模怎么做。

由 (26) 得：

([xd−1]B(x)) · ([xi]C(x)) = [xi+d−1]A(x) −
d−2∑
j=0

([x j]B(x)) · ([xi+d−1− j]C(x)) , ∀ i ≥ 0 (31)

观察前两个算法（算法 4.2 和算法 4.3），都是对 (28), (30) 右侧的每一项 C(x) 不断地

用 (28), (30) 迭代下去，直到系数在模意义下都为 0 为止。那么对于 d 是质数的情况，只

要能保证有限轮迭代之后能使右式在对 da 取模意义下只剩下若干个 A(x) 项求和，那么就

可以类似地通过每次将 (31) 右侧的一个 C(x) 项用 (31) 右式替代来做。

定理 3. 卢卡斯定理

对于非负整数 m, n 以及质数 p：

(
m
n

)
≡

k∏
i=0

(
mi

ni

)
(mod p)

其中：

m = mk pk + mk−1pk−1 + · · ·+ m1p + m0, 0 ≤ mi < p
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n = nk pk + nk−1pk−1 + · · ·+ n1p + n0, 0 ≤ ni < p

由卢卡斯定理可知，∀ 0 < i < d, (d
i) ≡ (1

0
) · (0i) ≡ 0 (mod d)，即 B(x) 的系数除了

[xd−1]B(x) 以外其余均是 d 的倍数。那么若迭代前 C(x) 的系数均为 di 的倍数的话，迭代后

的系数将会为 di+1 的倍数，因此经过 a − 1 轮迭代后 C(x) 的系数都会为 0。

总时间复杂度计算与算法 4.3 类似，为 O(m · (log2N + log2M · d) + (log2M)2 · d2)。

结合算法 4.1 和算法 4.3 可以通过第三、第五到第九个测试包。

3.4.5 算法 4.5：满分做法

将 M 分解质因数得 M = Πk
i=1 pqi

i ，对每个 pqi
i 计算取模意义下的值。问题变成如何

对一个质数的次幂 pq 进行求解。

当 gcd(d, p) = 1 时，仍然使用算法 4.1。

当 gcd(d, p) > 1 即 d ≡ 0 ( mod p) 时，仍然是想通过对 (31) 迭代使得右式 C(x) 的系

数在取模意义下为 0。当 i ≡ 0 (mod p) 时，由卢卡斯定理 (d
i) ≡ (

d
p
i
p

) · (0
0
) ≡ (

d
p
i
p

) (mod p)，

其结果不一定为 0，因此不能直接套用算法 4.4 的解法了。

用 (31) 迭代失败的原因主要是其迭代式子存在一个次数比 i 高的 C(x) 项，其系数不

一定为 p 的倍数，导致迭代后，新产生的系数不一定能使得所有系数都是 p 的更高次幂的

倍数。如果我们选择系数不是 p 的倍数的 C(x) 项中次数最高的那一项放在等式左侧，即找

到最小的 t 使得 [xt]B(x) . 0 (mod p)，那么 (26) 可以写成：

([xt]B(x)) · ([xi]C(x)) = [xi+t]A(x)

−
t−1∑
j=0

([x j]B(x)) · ([xi+t− j]C(x))

−
d−1∑

j=t+1

([x j]B(x)) · ([xi+t− j]C(x))

, ∀ i ≥ 0 (32)

其中当 j < t 时 [x j]B(x) 为 p 的倍数，当 j > t 时则不一定。

只要把 (32) 中次数比 i 高的 C(x) 项的系数在模 pq 意义下变成 0，就可以与算法 4.1
类似地按照从小到大的顺序求解每一个需要的 [xi]C(x) 了。因此，只需要对次数比 i 高的

C(x) 项迭代。如果直接用 (32) 迭代，在对次数为 j 的项进行迭代的时候，有可能向次数

为 k, (i < k < j) 的项产生一个非 p 倍数的系数，这样就不一定能保证有限轮迭代之后可

以结束。而这样的问题只会单向产生（向次数较低的项产生），那么很自然的想法是，假设

当前次数比 i 高的每一个 C(x) 项的系数都是 pa 的倍数，我们每次找到次数最高的系数不

是 pa+1 的倍数的 C(x) 项，对其进行迭代，直到所有 C(x) 项的系数都是 pa+1 的倍数为止，

我们称这个过程叫做一轮，不难发现，一轮操作中需要迭代的项的次数是单调变低的，故

一轮操作时间复杂度为 O(l), 其中 l 为操作前式子右侧 C(x) 项个数。那么进行 q − 1 轮操
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作后，次数比 i 高的项的系数都变成了 0。在迭代中 [xi]C(x) 由于每次加上的都是一个为 p

的倍数的数，所以其仍然与 pq 互质，逆元仍然存在，只用将等式两边同时乘上这个逆元就

得到了 [xi]C(x) 关于 A(x) 以及 [x j]C(x), ( j < i) 的转移。

计算 A(x) 时间复杂度为 O(m · (log2N + log2M))；计算对所有 pq, (gcd(d, p) = 1)

乘积取模的值时，可以先算出乘积 T，使用算法 4.1 计算对 T 取模意义下的值，时间复杂

度为 O(md)；计算对所有 pq, (gcd(d, p) , 1) 乘积取模的值时，需要对每个 pq 分别进行计

算，对于每一个 pq 时间复杂度为 O(mdq + d2q2)；用中国剩余定理算法计算最终答案时间

复杂度为 O(m · log2M2)。故总时间复杂度为 O(m · (log2N + d · log2M) + d2 · (log2M)2)，

可以通过所有测试点。

4 数据生成方式

容易发现输入的 n 与 m 是否随机和本题并无太大关联，因此 n 和 m 均为随机生成。

d 和 M 只与质因数分解有关，于是本人通过在满足部分测试包特殊限制的前提下，根

据质因数组成方式的不同（譬如质数、单个质数的幂次、1、多个质数乘积等）进行生成。

5 命题思路

命制此题的思路来源于 tourist 在 VK Cup 2017 Round 3 中出的 F 题 Test Data
Generation，本人在做那题时首先将问题转化成了求

∑n
i=0

∑m
j=0 (2i

2 j) (mod M) 的形式，之

后想出了算法 4.2，用其过了那题，而官方题解所给出的与算法 2 〸分类似。我的做法在

单次求解上述式子的值时优于题解，但在那题中需要计算 n 取值为 N, N
2
, N

4
, · · · 式子的值，

这就导致了我的算法需要做 log2 N 次，而倍增算法可以同时处理 log2 N 个询问，故时间

复杂度一样。但我的做法仍然在常数方面优于题解，因此截至 2019 年 3 月，我的提交在那

题中仍为运行时间最短的提交。

多次询问不能体现出我算法的优越性，于是我便首先将题目修改成了只询问一个 n 的

问题。

然而仅仅是对 f ( j) 求和可以通过插值等技巧解决，于是便又将题目修改成求每个 f ( j)

的值，为了避免输出量过大，采用了输出异或和的方式。

在想出了 d = 2 的做法后，我又想尝试解决 d 为任意值的问题。我起初仍然想像算法

4.2、算法 4.3 和算法 4.4 那样不断迭代，但是由于存在非 p 的倍数的系数，我并不知道

迭代过程什么时候结束。于是便有了找到最小的 i 使得 (d
i) 不为 p 的倍数，对 C(x) 中次数

比它高的部分进行迭代的想法，之后又观察到了其只会向次数较低的 C(x) 项贡献非 p 倍

数的系数，于是就想到了从右到左依次迭代的方法，即算法 4.5，也就得到了本题。
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6 考点、难点以及区分度设计

本题考查了二项式定理、卢卡斯定理、中国剩余定理等关于组合数学、数论方面的知

识；形式幂级数、等比数列求和、取模意义下组合数求值等技巧；扩展欧几里得、快速傅里

叶变换等算法。

如果知道组合数、取模、异或和等知识就能做出第一个测试包。此部分意在区分选手

是否知道组合数、取模、异或和等基础知识，以及对题意的理解。

通过组合数的推导可以做出 d = 1 的测试包。此部分意在区分选手的数学推导能力。

要做出 N 较大的测试包需要想到二项式定理，通过形式幂级数将问题转化成多项式求

和，此为本题的第一个难点。在此基础上不难得出算法 2，此部分意在区分选手是否知晓二

项式定理、倍增等算法以及能否熟练地使用形式幂级数来帮助解决问题，同时还考察了对

多项式乘法的优化。

在想到多项式求和的基础上，观察求和多项式的每一项均为 (x + 1)d 的幂，联想数学

中等比数列求和的技巧，将问题转化为多项式除法，此为本题第二个难点。在此基础上如

果理解多项式除法则不难得出 gcd(d, M) = 1 问题的解法，此部分意在区分选手对求和技

巧以及对多项式除法的理解。

d = 2, 4 以及 d 为质数的测试包意在引导选手解决较为特殊的问题，通过中国剩余

定理 (CRT) 将问题分成模数与 d 互质以及模数为 d 的质因数次幂两个问题，其中模数与

d 不互质的情况为本题的第三个难点。此部分意在区分选手对于中国剩余定理 (CRT) 和迭

代算法的掌握。

会了 d 较为特殊的情况之后，通过分析之前的迭代算法为何不能进一步解决一般情况

的问题，挖掘转移式的性质，从而得到最终的正解，此为本题最后的难点。此部分意在区分

选手是否对转移式以及之前做法有深入的理解。

在实际互测中，有 6 位选手提交了此题，除最后一个测试包外其它测试包均有选手通

过，具体通过情况如下：

测试包编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
通过人数 4 1 3 1 3 2 1 1 1 0

7 总结

总的来说，本题所需知识点、算法难度不高，大部分算法难度与 NOI 级别相近；正解

的过程也并不多，代码量并不大，但思维难度不小，思路新颖，具有很大的启发意义。作为

一道 OI 题，在部分分的设计上鼓励了多种方法解决此问题，并且引导选手从特殊情况开始

一步步走向正解。

除此之外，近年来计算模意义下答案的问题在编程竞赛中越来越常见，也出现了不少

解决此类问题的算法，但是其中一些算法往往仅能在模数为质数的情况下发挥较大作用，譬

如 Berlekamp-Massey 算法。此类算法在模数为合数时，由于乘法逆元不一定存在，导致在
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算法中不一定能进行除法操作，从而引发一系列问题。常见的处理办法有：使用诸如 double
等实数类型存储变量；使用高精度将有理数转化为分数的形式进行存储。而前者可能会存

在精度误差，当运算较多时会导致结果出错，后者虽然保证了结果的正确性，但是时间复

杂度太高，有时会难以接受。本题中采用的思想为先对模数分解质因数，将其表示成若干

个不同的质数的幂的乘积的形式，如果能对每一个质数的幂分别进行求解，就可以使用中

国剩余定理算法得到最终的答案。求解对质数的幂 pq 取模意义下的答案时，往往可以尝试

先解决更低的幂的情况，譬如 pq−1，再在其基础上修改得到最终答案。这种思想也在其它

算法中有所体现，譬如 Reeds–Sloane 算法。本文也希望起到抛砖引玉的效果，引发大家对

于一些计算模合数意义下答案的问题的思考。
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浅谈一类简洁数据结构

成都市第七中学 王思齐

摘 要

简洁数据结构是一种空间常数较小的数据结构。本文介绍了一类简洁的数据结构，并

给出了一些他们的应用。

1 前言

如何空间高效的表示数据与查询数据，是计算机科学中一个重要的问题。对于表示数

据，最常见的方法是进行压缩，但是在压缩之后，对原始数据的查询通常会更加困难。而如

果直接存储原始数据，再用普通的数据结构维护，空间上则不够高效。

针对这些问题，空间高效的数据结构应运而生。常见的有下面几种：（设原数据需要 n

bits 表示）

• 压缩数据结构（Compressed data structure），使用的存储空间取决于特定数据，通

常和所表示的数据的信息熵有关。

• 简洁数据结构（Succinct data structure），使用 n + o(n) bits。

• 隐式数据结构（Implicit data structure），使用 n + O(1) bits。

• 紧凑数据结构（Compact data structure），使用 O(n) bits。

本文介绍了一种简洁的处理 01 串中 rank 和 select 问题的数据结构，然后以这种数据

结构为基础，引入了处理树的数据结构和小波树。

2 01 串

考虑给出一个长为 n 的 01 串 S，要求支持两种操作：

• rankv(k)：求位置 k 及之前有多少个 v。
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• selectv(k)：求第 k 个 v 的位置。

显然，如果某个位置 i 的值是 v，那么 selectv(rankv(i)) = i。

这个问题显然有空间 O(n log n)，时间 O(1) 的前缀和做法以及空间 n，时间 O(n) 的暴

力做法。但是更优的方法可以做到空间 n + O( n log log n
log n )，时间 O(1)。

下面首先介绍一种空间 O(n)，时间 O(1) 的做法，再介绍上述更优的做法。

2.1 空间 O(n)，时间 O(1) 的做法

对于 rank 操作，首先把 S 以 log n
2

为大小分块，然后存储每个块尾位置的前缀和，这

部分需要 n
log n
2

· log n = 2n 空间。

对于块内，可以直接存储所有长度不超过 log n
2

的 01 串的和，需要
√

n · log log n 空间。

查询时可以先查出所在连续块部分的和，不满一块的部分可以通过两次查表求出。

对于 select1 操作，首先可以对询问的值按 log n 分为大块，即求出每个 select1(k · log n)

的结果，这部分需要 n
log n · log n = n 空间。

如果某个大块对应原串所在的区间长度大于 log2 n，那么这样的块个数不会超过 n
log2 n

，

可以直接存储所有这样的块的答案，共需要 O( n
log2 n

· log n · log n) = O(n) 空间。

对于其他的大块，在块内继续按照 log log n 分为小块，存储每个位置在这一小块内的

答案。由于对应到原串的区间长度不超过 log2 n，表示每个答案也只需要 O(log log n) 空间。

那么这部分一共需要 O( n
log n ·

log n
log log n · log log n) = O(n) 空间。

对于长度不超过 log n
2

的区间，可以直接存储所有这样的区间的所有 select 操作的答案，

共需要 O(
√

n · log n · log log n) 空间。

两次分块之后，如果某个小块对应原串所在的区间长度不超过 log n
2

，可以直接查上面

的表；否则这样的块个数显然是 O( n
log n)，可以直接存储这个块所有位置在所在 log n 大块

中的答案，需要 O(
n·(log log n)2

log n ) 空间。

那么最终一共需要 O(n +
√

n · log log n +
√

n · log n · log log n +
n·(log log n)2

log n ) = O(n) 空间，

而每个操作的分类讨论次数是固定的，所以均为 O(1) 时间。

2.2 空间 n + O(n log log n
log n )，时间 O(1) 的做法

首先把 S 以 log2 n 为大小分块，然后存储每个块尾位置的前缀和，这样共需要 n
log2 n

·
log n = n

log n 空间。

接下来再把每个块分为大小为 log n 的小块，然后存储每个小块尾到大块头的区间和，

这样一共会存储 n
log n 个值，每个值大小为 log2 n，共需要 n·log log n

log n 空间。

最后再用一个数组存储所有长度不超过 log n
2

的 01 串的和，需要
√

n · log log n 空间。

对于 rank 操作，首先定位 k 所在的大块，然后定位 k 所在的小块，求出前面两个前缀

和之后，最后不满 log n 的部分可以通过两次查表求出。
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对于 select 操作，可以类似的采用多次分块的方法，具体可以参考 [3]，此处由于篇幅

所限，不再阐述。

2.3 实现

前面两种做法在复杂度上取得了较好的成果，但是实际实现还依赖于常数的大小。

01 串可以直接每 64 位用一个 64 位整数储存。

对于 rank 操作，可以以 64 的倍数为大小分块，存储块间前缀和。不满一块的部分可

以直接调用 CPU 指令计算。可以通过调节块大小达到时空平衡。

对于 select 操作，一种方法是重用 rank 操作的表，在里面先二分，然后再处理不满一

块的部分。这种方法时间复杂度较高，而空间使用较少。

另一种方法和 2.1 中的类似，但是为了减小询问常数，只进行一次分块。对于映射到原

串长度较短的，可以直接暴力计算，较长的则仍然存储答案。

3 树

本节会介绍三种表示树的简洁数据结构以及他们的应用。这三种数据结构分别是 BP
（Balanced Parentheses）、LOUDS（Level-ordered Unary Degree Sequence）和 DFUDS
（Depth-first unary degree sequence）。

这三种数据结构都把树编码为长为 2n + O(1) 的 01 串或括号序列，然后再用前文提到

的 01 串数据结构，或是 [4] 中提到的括号序数据结构去维护。

这三种数据结构在某些操作均有 O(1) 的时间复杂度，而在另一些操作上则各不相同。

而有另外一些数据结构，可以同样在 2n + o(n) 的空间内进行这些操作、以及更多的操作，

具体可以参考 [6,7,8]，这里就不再赘述。

3.1 BP
BP 即用括号表示树。
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1

2 3

4 5

6

7

图 10: 一棵树

如图 10 所对应的括号序是：

括号序 ( ( ) ( ( ) ( ) ) ( ( ) ) )

对应点的编号 1 2 2 3 4 4 5 5 3 6 7 7 6 1

当去掉根节点的两个括号之后，显然，长为 2n − 2 的平衡括号序列（两种括号个数相

同）和 n 个点的树是一一对应的。而长为 2n− 2 的括号序列个数 Cn−1 =
1
n (

2n−2
n−1 )。根据斯特

林公式，log Cn 趋近于 2n。那么使用 2n + o(n) bit 的空间是简洁的。

根据 [4] 中提到的方法，可以在 O(1) 时间，2n + o(n) 空间内求出一个长为 2n 的括号

序列中，某个左括号对应的右括号、某个右括号对应的左括号、某个括号外层的括号。

使用这些操作，可以 O(1) 的实现找第一个儿子、最后一个儿子、兄弟节点、父亲，以

及求子树大小和点的深度等操作。

3.2 LOUDS
LOUDS 即为按照 bfs 序将度数编码为一进制。

首先给树添加一个新的根节点，其儿子只包含原树的根。然后将这棵树按照 bfs 序编

号，并把每个节点的编码依次连接，得到这棵树的编码。每个节点的编码取决于它的儿子

个数，有 x 个儿子则是 x 个 1 之后加上一个 0。
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根 10

1
1110

2

0

3
110

5

0

6

0

4

10

7
0

图 11: 一棵树及每个点的编码

图 11 所示的树的编码就是 10.1110.0.110.10.0.0.0（点只起到方便读者查看的作用）。每

个节点恰好对应编码中的一个 1。而节点编号和编码中的位置的对应关系如下：

• v = rank1(i)：求位置 i 对应的节点编号 v。

• i = select1(v)：求编号为 v 的节点所在的位置 i。

而树上的节点相关操作也可以容易的实现：

• f irstchild(i) = select0(rank1(i)) + 1：求位置 i 对应的节点的第一个儿子所在的位置。

• lastchild(i) = select0(rank1(i) + 1) − 1：求位置 i 对应的节点的最后一个儿子所在的

位置。

• parent(i) = select1(rank0(i))：求位置 i 对应的节点的父亲所在的位置。

• child(i, k) = f irstchild(i) + k − 1：求位置 i 对应的节点的第 k 个儿子所在的位置。

• degree(i) = lastchild(i) − f irstchild(i) + 1：求位置 i 对应的节点的儿子个数。

3.3 DFUDS
DFUDS 即为按照 dfs 序将度数编码为一进制。

一棵树的 DFUDS 按下面的方式给出：

• 对于只有一个节点的树，其编码为 ()。
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• 对于超过一个节点的树，首先去掉其所有子树的编码中，最左边的左括号。然后其编

码为 ((. . . (()，其中左括号的个数为儿子个数 +1，后面再依次接上每个儿子的编码。

如果去掉最左边的左括号，那么每个点新加入的编码和 LOUDS 相同（1 对应左括号，

0 对应右括号）。

如图 10 中的树对应的编码为 (.((().).(().).).().)（每个点的编码可见图 11）。
不难发现，DFUDS 一定是一个合法的括号序列。

在实际构建时，可以直接 DFS 一遍，然后依次加入每个点的儿子个数个左括号和一个

右括号。最后再添上最前面的左括号。具体算法见下。

算法 1 求一棵树的 DFUDS 编码

Require: 树 T

Ensure: 编码 Result
1: Result ← “”
2: procedure Dfs(x)
3: Result ← Result + “(” × x.children_count + “)”
4: for y ∈ x.children do
5: Dfs(y)
6: end for
7: end procedure
8: Dfs(T.root)
9: Result ← “(” + Result

为了快速进行树上操作，我们需要使用下面这些 2.2 中提到的操作，以及 [4] 中的对括

号序的操作进行维护。

• rankv(k)：求位置 k 及之前有多少个 v，其中 v 为 open 或 close，表示左括号和右括

号。

• selectv(k)：求第 k 个 v 的位置。

• f indclose(k)：求位置 k 对应的右括号，保证位置 k 是左括号。

• f indopen(k)：求位置 k 对应的左括号，保证位置 k 是右括号。

• enclose(k)：求位置 k 外层的左括号。

在 DFUDS 中，我们把每个节点和每个右括号一一对应，对应关系如下：

• v = rankclose(i)：求位置 i 对应的节点编号 v。
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• i = selectclose(v)：求编号为 v 的节点所在的位置 i。

容易看出，每个节点的编号就是它在 dfs 序上的位置。

各种操作的实现如下：

• pre(k) = selectclose(rankclose(k) − 1)：求前一个右括号的位置。

• degree(k) = k − selectclose(rankclose(k) − 1)：求位置 k 对应的节点的儿子个数。

• child(i, k) = selectclose(rankclose( f indclose(k − i)) + 1)：求位置 k 对应的节点的第 i 个

儿子。

• parent(k) = selectclose(rankclose( f indopen(pre(k))) + 1)：求位置 k 对应的节点的父亲。

• subtreesize(k) = ( f indclose(enclose(pre(k))) − pre(k))/2 + 1：求位置 k 的子树大小，

这个操作在 k 为根时需要特判。

3.4 应用

在很多需要表示树的场景下，都可以使用这三种数据结构优化。

例如 Trie，Trie 构建时需要使用指针结构，但是在构建完之后可以不用指针，只保留

树结构。下面给出两种优化方法。

设字符集为
∑

，Trie 的节点数为 n。

方法一为，对于 Trie 的每个节点，可以添加一些虚节点，将其子节点补满到 |∑|个。然

后直接对这个树编码，可以根据一个节点的儿子个数来判断其是否是虚节点。

这个做法的空间复杂度为 O(n|∑|)，查找某个字符对应的子节点的时间复杂度为 O(1)。

方法二为，直接把原 Trie 编码，然后记录下每个节点对应的字符。查找某个字符对应

的子节点时，可以二分或者遍历，时间复杂度分别为 O(log |∑|) 和 O( |
∑|
w )，其中 w 为计算

机位宽，后者在 |∑| 较小时可近似为 O(1)。

这个做法的空间复杂度为 O(n)。

4 小波树

考虑给出一个长为 n 的串 S，字符集为
∑

，要求支持两种操作：

• rankv(k)：求位置 k 及之前有多少个 v。

• selectv(k)：求第 k 个 v 的位置。
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小波树（Wavelet Tree）可以在 (1 + o(1))n log |∑| 的空间、单次询问 O(log |∑|) 的时间

下实现这两个操作。

对于一个串，我们把它的字符集分为两部分（通常直接按照字符大小均分），并把第一

部分中的字符替换为 0，第二部分中的字符替换为 1。然后将原串中属于这两部分的字符依

次拿出，得到两个新串，再对这两个新串递归建树，直到字符集大小为 1 时停止。

thi s− i s−a−sampl e
100100100010 1 110

hi− i−a−ae
110100001

−−a−a
00101

0

hi i e
1110

hi i
011

1

1

0

tsssmpl
1111 0 10

ml
1 0

0

tsssp
11110

tsss
1000

1

1

1

图 12: 小波树的示例

如图 12 是一个原串为 this−is−a−sample，字符集为 {−, a, e,h, i, l,m,p, s, t} 的小波树。

这样建出的树的节点个数为 |∑| − 1，最大深度为 ⌈log |∑|⌉，所有节点维护的 01 串总长

不超过 n⌈log |∑|⌉。
在每个节点的 01 串上快速的维护 rank0, rank1, select0, select1 操作之后，我们要求的操

作可以这样进行：

• 对于 rankv(k) 操作，可以找到当前节点上，v 是被划为了 0 还是 1。设 v 被划为了 x，

可以求出当前节点的 01 串的 rankx(k)，最后可以递归到该侧子节点继续询问。

如在图 12 的根节点询问 ranka(10)，可以发现 a 被划分到 0，而在该 01 串上查询

rank0(10) = 7，所以可以递归到左儿子继续查询 ranka(7)。

• 对于 selectv(k) 操作，可以和 rank 操作相反的处理。首先找到 v 所在的最底层节点，

并找到该节点上 v 被划分为的值 x，然后求出该节点的 01 串的 selectx(k)，最后递归

到父亲节点处理。
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如在图 12 中询问 selecta(1)，可以发现 a 所在的最底层节点是 −−a−a，而在该节点

询问 select1(1) = 3，那么可以递归为在该节点的父亲查询 select0(3) = 6，继续递归

到父亲节点为 select0(6) = 9，最终我们就查询到了 selecta(1) = 9。

下面是这两个操作的伪代码：

算法 2 小波树的 rank 和 select 操作

Require: 根节点 T，字符集为 1 |∑|
1: function Rank(T, v, k, l, r)
2: if l=r then
3: return k

4: end if
5: mid ← l+r

2

6: if v ≤ mid then
7: return Rank(T.le f t, v,T.rank0(k), l,mid)
8: else
9: return Rank(T.right, v,T.rank1(k),mid + 1, r)

10: end if
11: end function
12:

13: function Select(T, v, k, l, r)
14: if l=r then
15: return k

16: end if
17: mid ← l+r

2

18: if v ≤ mid then
19: return T.select0(Select(T.le f t, v, k, l,mid))
20: else
21: return T.select1(Select(T.right, v, k,mid + 1, r))
22: end if
23: end function
24:

25: function rank(v, k)
26: return Rank(T, v, k, 1, |∑|)
27: end function
28:

29: function select(v, k)
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30: return Select(T, v, k, 1, |∑|)
31: end function

利用小波树，还可以完成下面这些操作：

• quantile(l, r, k)：求 [l, r] 的第 k 大值。可以求出 [l, r] 中 0 的个数，然后确定第 k 大值

是被划分了 0 还是 1，最后递归到该侧子节点继续询问。

• range f req(l, r, x, y)：求 [l, r] 中，值域在 [x, y] 中的个数。可以类似线段树的递归询问。

• nextvalue(l, r, x)：求 [l, r] 中，大于 x 的最小值。可以先确定 x 是被划分了 0 还是 1，
然后递归到该侧子节点处理。

这些操作都可以在 log |∑| 的时间内完成。而更多的同时在区间和值域做出限制的问题

也可以轻松实现。

5 总结

本文由 01 串引入了处理树的数据结构和小波树。对于 01 串和树，在本文提到的数据

结构之外，还有更多复杂度更低、或者能实现更多功能的数据结构。

这三种数据结构均有广泛的应用，尤其是在压缩算法、数据库、字符串索引等场景应

用较多。

在信息学竞赛中，由于通常内存限制较大，就不需要使用这些数据结构；而如果要针对

性的考察这些数据结构，现有的评测技术又难以精确的限制内存，所以这些数据结构目前

考察较少。但是这些数据结构在常数优化时还是有不少的用途；而如果要针对性考察，可

以使用自定义的语言来精确的限制内存（如在 IOI2019 集训中出现的 Potato 语言）。
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子串周期查询问题的相关算法及其应用

南京外国语学校 陈孙立

摘 要

本文介绍了子串周期查询问题的解决方法，以及解决这个问题所使用的到的一些结论

和字符串工具——基本子串字典 (Dictionary of Basic Factors)，接着介绍了前述结论和工

具的一些应用。

本文第二节引入了一些基础定义和记号。

本文第三节证明了三个重要引理，引入基本子串字典。

本文第四节描述了解决子串周期查询问题的方法。

本文第五节介绍了基本子串字典的一些应用。

1 引言

现阶段计算机科学界对字符串的研究越来越注重于对周期，即“重复模式”的性质的探

究。这一方向也具有很大的现实意义，如语音识别、DNA 匹配等，它们都需要对大量重复

的字符串模式的精巧刻画。

子串周期查询问题是一个描述简单但是做法复杂的经典问题，由此还可以延伸到应用

更广的内部模式匹配 (Internal Pattern Matching) 问题。本文着重介绍了它的解决办法，以

及一些扩展。

2 记号、基础定义与问题描述

2.1 记号与定义

令 S 为一个字符串，|S | 为其长度，记 S [i] 为 S 的第 i 个字符，S [l, r] 为把 S 的第 l 个

字符到第 r 个字符取出组成的新字符串，若 l > r 则 S [l, r] = ∅ 。

记 pre f (S , x) = S [1 . . . x] 为 S 的长度为 x 的前缀，类似地，su f (S , x) = S [|S |−x+1 . . . |S |]
为 S 的长度为 x 的后缀。

若 T [x . . . x + |S | − 1] = S ，我们说 S 在 T 中的 x 位置出现，x 是 S 在 T 中的出现位

置或匹配位置。
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定义 1：若串 S 和整数 x 满足 1 ≤ x ≤ |S | ，且对于所有的 1 ≤ i ≤ |S | − x ，都有

S [i] = S [i + x] ，则称 x 为串 S 的周期或周期长度。特别地，若 x 还是 |S | 的因数，则称 x

是 S 的整周期，称 S 是整周期串。

显然，若 x 是 S 的周期，则 kx(k ∈ Z+, k ·|x| ≤ |S |) 也是 S 的周期，x 也是 pre f (S , y), y ≥ x

的周期。

定义 2：per(S ) 表示所有 S 的周期组成的集合，minper(S ) 表示 per(S ) 中的最小值。

不难发现对于非空串 S ，|S | 一定是 S 的周期，因此 |per(S )| > 0 。

定义 3：若串 S 和整数 x 满足 0 ≤ x < |S | ，且满足 pre f (S , x) = su f (S , x) ，则称

pre f (S , x) 是 S 的 border。
推论 1：|S | − x 是 S 的周期当且仅当 pre f (S , x) 是 S 的 border。
证明：根据 border 和字符串相等的定义可得：pre f (S , x) 是 S 的 border 当且仅当对

于所有的 1 ≤ i ≤ |pre f (S , x)| 都有 pre f (S , x)[i] = su f (S , x)[i] ，也即 S [i] = S [|S | − x + i] ，

与周期的定义相符。 □

推论 2：若 p 是 S 的周期，且某个满足 r − l + 1 ≥ p 的子串 S [l . . . r] 有周期 q ，并满

足 q | p ，则 q 也是 S 的周期。

此推论比较显然。

2.2 问题描述

给定一个字符串 S ，以及若干次询问。每个询问给出 l, r 两个数，要求给出 per (S [l . . . r])

。

通过下文将要给出的结论，可以用一种简洁的方式去表示 per (S [l . . . r]) ，花费 O(log n)

的空间，而不是最坏情况下的 O(|S |) ，并且给出一个预处理需要 O(n log n) 的时间与空间，

每次回答询问需要 O(log n) 的时间与空间的算法。

3 解决问题的准备工作

3.1 关于“重复”的一些性质

关于字符串周期有一个重要的引理，叫做 Periodicity Lemma。它本身的证明比较繁琐，

下面我们证明它的弱化版本。

引理 1（Weak Periodicity Lemma)：若 p, q ∈ per(S ) ，且 p+q ≤ |S |，则 gcd(p, q) ∈
per(S ) 。

证明：不妨假设 p < q 。对于任意 1 ≤ i ≤ |S | ，若 p < i ≤ |S | − q + p ，则 S [i] =

S [i − p] = S [i + q − p] ，若 i ≤ p ，则 S [i] = S [i + q] = S [i + q − p] ，那么可得 q − p 也是
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|S | 的周期。这里用到了周期的定义和 p + q ≤ |S | 的条件。而又有 p + (q − p) ≤ |S | ，所以

可以用辗转相除法一直得到 gcd(p, q) 是 |S | 的周期。 □

推论 3：若 p = minper(S ) ≤ |S |
2

，则对于任意 x ∈ per(S ), x + p ≤ |S | ，有 p|x 。

证明：若 p ∤ x ，根据引理 1 有 gcd(p, x) ∈ per(S ) ，而 p < x ，所以 gcd(p, x) < p ，

与 p = minper(S ) 矛盾。 □

以下把 Weak Periodicity Lemma 简写为 WPL。

引理 2：若串 S ,T 满足 2|S | ≥ |T | ，则 S 在 T 中的出现位置构成一个等差数列。

证明：若 S 在 T 中出现了一次或两次，则引理已证完，因此只需考虑 S 在 T 中至少

出现了 3 次。

对于两次出现位置 p < q ，由于 S 是 T [p . . . q + |S | − 1] 的 border，有 q − p 是

T [p . . . q+ |S | −1] 的周期。同时根据 1 ≤ p, q ≤ |T | − |S |+1 ，有 p+ |S | −1 ≥ |S | ≥ |T | − |S | ≥ q

，因此 q − p < |S | ，则 q − p 也是 S 的周期。

那么我们考虑 S 在 T 中的前两次出现位置 p1 < p2 和某一次出现位置 q > p2 ，有

p2− p1, q− p2 ∈ per(S )。又有 q− p1 ≤ |T |−|S | ≤ |S |，根据 WPL 可得 r = gcd(p2− p1, q− p2) ∈
per(S ) 。同时，可以发现 r ≤ min(p2 − p1, q − p2) ≤ q−p1

2
≤ |S |

2
。令 r′ = minper(S ) ，那

么根据推论 3 有 r′ | r 。再根据推论 2，得到 r′ 是 T [p1 . . . p2 + |S | − 1] 的周期。假设

r′ < r ，根据前面的结论，S 在 p1 + r′ 位置同样出现，和 p2 是第二次出现位置矛盾。因此

r = r′ = minper(S ) 。

至此，再使用一次推论 3，就可以得到 r | q − p2 。另一方面，若令 q 是 S 在 T 中的

最后一次匹配位置，则任何满足 x = p1 + kr ≤ q, k ∈ Z 的 x ，根据上面的结论，都是 S 的

出现位置。综合这两个结论，就证明了引理 2。 □

不仅如此，我们还得到了：若 S 在 T 中至少出现三次，则对应等差数列的公差为

minper(S ) 。

图 13: 引理 2 示意图
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引理 3：串 S 的所有不小于 |S |
2

的 border 长度构成一个等差数列。

证明：只需证明 S 的所有不大于 |S |
2

的周期构成一个等差数列，而这个结论可以由推

论 3 直接得到。 □

至此，解决子串周期查询问题必须的三个的引理证明完毕。

3.2 数据结构：基本子串字典

解决子串周期查询问题还需要一种被称为基本子串字典的数据结构。

定义 4：一个串 S 的基本子串字典 (Dictionary of Basic Factors)，称为 DBF(S ) ，它

由 ⌊log2 |S |⌋+ 1 个数组组成。具体地，第 t 个数组用 Namet 表示，长度为 |S | − 2t + 1 ，满

足 Namet(i) ≤ Namet( j) 当且仅当 S [i . . . i + 2t − 1] ≤ S [ j . . . j + 2t − 1] 。一般情况下，可以

再额外限制每个 Namet 中的值为正整数，且值域恰好为 {1, 2 . . . k} ，其中 k ∈ Z 。

不难发现，数组 Namet 可以由 Namet−1 得到。因此要求出串 S 的基本子串字典，直接

使用类似 Manber & Myers 的倍增求后缀数组算法即可，复杂度 O(n log n) 。

图 14: S = abacabca 的基本子串字典

仅有 Name 数组可能还不够，一个简单的扩展是把每个 Namet 数组按值分开，即对于

每个 x 维护一个有序表，记录 Namet[i] = x 的所有的 i 。不难发现这一步也可以在构建基

本子串字典的过程中完成，复杂度依然是 O(n log n) 。

后面将会看到，为了达到目前最优的一次查询 O(log n) ，还要对基本子串字典的再次

扩展。
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4 子串周期查询问题的解决

4.1 基本算法

定义 5：对于两个串 S ,T 满足 |S | = |T | ，定义 PS (S ,T ) = {k | pre f (S , k) = su f (T, k)} ，
LargePS (S ,T ) = {k | k ∈ PS (S ,T ), k ≥ |S |

2
} 。

推论 4：LargePS (S ,T ) 的元素构成一个等差数列。

证明：考虑其中最大的元素 p ，则对于任意 q ∈ LargePS (S ,T ) ，有 pre f (S , q) 是

pre f (S , p) 的前缀，su f (T, q) 是 su f (T, p) 的后缀，因此 pre f (S , q) 是 pre f (S , p) 的 border。
根据引理 3，其中的元素构成等差数列。 □

图 15: 推论 4 示意图

推论 5：对于一个串 S 和整数 k ≤ |S |
2

，所有满足 k ≤ x < 2k 的 S 的 border 长度 x 构

成等差数列。

证明：上述 x 组成的集合恰好为 LargePS (pre f (S , 2k), su f (S , 2k)) 。 □

有了这个结论，可以把 S 的 border 分为 O(log |S |) 类，第 i 类为长度在 [2i−1, 2i) 中的

所有 border，但是若 |S | 不是 2 的幂次，最后一个区间要修改为 [2⌊log2 |S |⌋, |S |) 。在每个区

间中的 border 长度均可以用一个等差数列表示，因此得到了一个空间 O(log |S |) 的表示 S

的 border 长度，也即 per(S ) 的方法。

对于 [2i−1, 2i) 类型的区间，我们要求的就是 LargePS (pre f (|S |, 2i), su f (|S |, 2i)) ，为此，

使用下面的引理。引理的证明比较显然。

引理 4：对于 2k−1 ≤ x < |S | = |T | = 2k ，x ∈ LargePS (S ,T )当且仅当 su f (pre f (S , x), 2k−1) =

su f (T, 2k−1) ，且对应地 pre f (su f (T, x), 2k−1) = pre f (S , 2k−1) 。

有了这个引理，我们先求出 pre f (|S |, 2i−1)在 su f (|S |, 2i)的所有出现位置，以及 su f (|S |, 2i−1)

在 pre f (|S |, 2i)的所有出现位置，均使用等差数列表示。为了得到 LargePS (pre f (|S |, 2i), su f (|S |, 2i))
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，把前述的两个等差数列移位之后求交即可。

求 pre f (|S |, 2i−1) 在 su f (|S |, 2i) 的所有出现位置，即求出第一次、第二次和最后一次出

现位置。由于这两个串都是母串的某一个子串，只要实现 succ(S , i) 和 pred(S , i) 操作，即

找到 i 位置之后或之前（包括其本身）的 S 串的第一次出现位置。具体地，假设母串是 T

，前者是 S 1 = T [l . . . r] ，后者是 S 2 = T [l′ . . . r′] ，其中 2(r − l + 1) = r′ − l′ + 1 。令

s = succ(S 1, l′), d = succ(S 1, s + 1) − s, t = pred(S 1, r′ − |S 2| + 1) ，我们要求的等差数列即

是首项是 s ，末项是 t ，公差是 d 的等差数列。

为此，我们构建出母串的基本子串字典，并在 Namei−1 中找到 pre f (|S |, 2i−1) 所在的有

序表，对于每一次 succ 或 pred 查询，对这个有序表二分即可。

对于 [2⌊log2 |S |⌋, |S |) 类型的区间，和上面类似，不过在两个等差数列求交过程结束之后，

还要对结果截取小于 |S | 的一段。

至此，子串周期查询问题的基本算法框架就完成了。

4.2 等差数列求交及优化

我们用 (s, d, k) 三个参数描述一个等差数列 s, s+ d, . . . , s+(k− 1)d 。考虑求 (s1, d1, k1)

和 (s2, d2, k2) 两个等差数列的公共部分，即求出所有 s1 + xd1 = s2 + yd2 的整数解，并适

当截取某一段。对于一般的问题，只能使用扩展欧几里得算法解这个丢番图方程，复杂度

O(log max(|d1|, |d2|)) 。

然而，在本问题中，可以证明如下引理，使得我们可以 O(1) 对等差数列求交。

图 16: 引理 5 示意图

引理 5：若四个字符串满足 |x1| = |y1| ≥ |x2| = |y2| ，且 x1 在 y2y1 中至少匹配 3 次，y1
在 x1x2 中至少匹配 3 次，则 minper(x1) = minper(y1) 。

证明：用反证法，假设 minper(x1) , minper(y1) 。若 minper(x1) > minper(y1) ，考虑 x1
在 y2y1 中最后一次匹配位置，令其与 y1 的重叠部分为 z 。根据引理 2，可知 x1 在 y2y1 中相

邻两次匹配的间距恰好为 minper(x1) ，又有 |y2| ≤ |x1| ，可得 |y2|+ |z| ≥ |x1|+2minper(x1) ≥
|y2|+ 2minper(x1) ，即 |z| ≥ 2minper(x1) 。
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此时可以发现，z 有周期 minper(x1) 和 minper(y1) ，而 |z| ≥ 2minper(x1) ≥ minper(x1)+

minper(y1) ，根据 WPL，z 有周期 d = gcd(minper(x1),minper(y1)) | minper(x1) ，因此 d

也是 x1 的周期，与 minper(x1) 产生了矛盾。

而当 minper(x1) < minper(y1) 时产生矛盾的过程也几乎一致，只有“翻转”意义下的区

别，故不再重复。上述矛盾表明 minper(x1) = minper(y1) 。 □

若 k1 < 3 或 k2 < 3 ，可以直接枚举对应等差数列里的所有元素并判断是否在另一个等

差数列内，否则根据引理 5，d1 = d2 ，可以直接 O(1) 地求出等差数列的交。

综合两部分，我们得到了本问题 O(1) 求等差数列交的方法。

4.3 succ 和 pred 查询的优化

首先分析一下当前能达到的复杂度。预处理的时间已经达到了 O(n log n) ，子串周期查

询分为 O(log |S |) 个 LargePS 询问，而每个 LargePS 询问需要 O(1) 次 succ 和 pred 询问

和一次等差数列求交。后一部分在上一节中已经优化为 O(1) ，然而前半部分仍需要二分，

每次 O(log |S |) ，总复杂度达到每次查询 O(log2 n) 。同时，空间复杂度为 O(n log n) 。

如果考虑真正实现 succ 和 pred 功能，似乎只有对下标列表二分一种可行的方案，但

是在子串周期查询中，我们用到它们是为了求出现位置的等差数列，似乎有些大材小用。因

此考虑从问题本身出发，找到这两个操作的替代品。

在这个问题中，succ 和 pred 并不需要被完整地实现，因为我们的查询形如“pre f (|S |, 2i−1)

在 su f (|S |, 2i) 的所有出现位置”，也就是我们只关心“在某个长度不超过 2i−1 的区间内的某

个长度为 2i−1 的串的所有出现位置”这样一类问题。

考虑再次扩展基本子串字典的内容。在第一次扩展中，我们在 Namet 中把所有长度为 2t

的子串中相等的串的所有出现位置保存在同一个有序表内，并在这个表内二分实现 succ 查

询。在此基础上，我们把母串 S 每 2t 个字符开辟一个段，也就是 [1, 2t], [2t +1, 2t+1], [2t+1, 3 ·
2t], . . . , [k · 2t, (k+1) · 2t] 的段。对于每一段，保存当前有序表中所有存在于这一段里的下标。

具体地，我们对每个本质不同的长度为 2t 的串 T 保存 seg(T, x), 1 ≤ x ≤ ⌈ |S |
2t ⌉ ，表示 T

在母串 S 的所有在区间 [2t · (x − 1) + 1, 2t · x] 的出现位置。根据引理 2，每个 seg(T, x) 可

以用一个等差数列表示。若其表示的等差数列为空，则 seg(T, x) = ∅ 。

如果直接这样保存空间会达到 O(|S |2 log |S |) 级别，但是可以注意到并不需要对所有的

seg(T, x) 开辟空间。对于一个固定的 t ，满足 seg(T, x) , ∅ 的不会超过所有串 T 的出现次

数之和，而后者等于 |S | − 2t + 1 。因此，整个基本子串字典中非空的 seg(T, x) 的个数是

O(|S | log |S |) 的。

为了使空间复杂度和非空 seg 个数同级，我们需要对每个 T 维护所有非空的 seg(T, x)

的 x 的值，并支持快速查询某个数是否在这个集合内。不难发现，可以使用哈希表完成询

问操作。

最后，如果我们要查询 S [i . . . i + 2t − 1] 在区间 [ j, j + 2t − 1] 的所有出现位置，只要找

到 seg(S [i . . . i+2t − 1]) 中所有和 [ j, j+2t − 1] 有交的区间，这样的区间显然最多只有两个，
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取出对应的 seg(T, x) 值，并适当截取。由于保证最终答案也是一个等差数列，只需要简单

地对截取过后的 seg(T, x) 直接合并。

这样，我们成功地把算法中用到的 succ 和 pred 查询替代为在 seg 的哈希表中的每次

期望 O(1) 查询。

综合前面的分析，子串周期查询问题做到了期望 O(n log n) 的时间空间预处理，一次查

询期望 O(log n) 的复杂度。

5 基本子串字典的扩展与应用

本节主要介绍基本子串字典的一些扩展和应用。由于基本子串字典和后缀数组具有很

多联系，也可以看作后缀数组向基本子串，即长度为 2 的幂次的子串方向的应用。

5.1 子串比较

基本子串字典的一个基础应用，是可以 O(1) 比较两个子串的大小。尽管这个问题可以

被后缀数组、高度数组和区间最值查询 (RMQ) 做到相同的复杂度，甚至可以做到更优的

O(|S |) 预处理，但是基本子串字典的做法简单，在我看来有一定的启发性，而且可扩展性要

强于 RMQ 做法。

5.1.1 问题描述

给定串 S ，每次查询给出 i, j, i′, j′ ，要求比较 S [i . . . j] 和 S [i′ . . . j′] 的大小。

5.1.2 做法

如果 j − i , j′ − i′ ，那么两个子串不可能相等，可以把较长的子串的后面若干位删去

使得和较短的子串长度相同，并做一次新询问。若新询问的回答是不相等，则原询问的回

答和新询问的回答相同，否则原询问的回答是较长的子串更大。

现在假设 j− i = j′ − i′ 。找到正整数 m 满足 2m < j− i+1 ≤ 2m+1 ，那么两个子串的比

较可以由比较 S [i . . . i + 2m − 1] 与 S [i′ . . . i′ + 2m − 1] ，以及比较 S [ j − 2m + 1 . . . j] 与 S [ j′ −
2m +1 . . . j′] 完成。然而前两者可以通过比较 Namet[i] 与 Namet[ j] 和比较 Namet[ j − 2m +1]

与 Namet[ j′ − 2m + 1] 完成。

综上所述，得到了一个 O(n log n) 预处理，O(1) 查询的做法。
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5.1.3 简单扩展

把原问题改为：给定一棵大小为 n 的 trie 树，定义 up(i, l) 表示 i 节点向上走 l 条边，并

把每条边上的字符依次连接形成的字符串。每次询问给出 i, l, i′, l′ ，比较 up(i, l) 和 up(i′, l′)

的大小。

此时倍增求后缀数组的算法仍然适用，但是线性求高度数组的算法却失效了。一般遇到

这种情况，只能使用常数较大的二分 + 字符串哈希做法，或是较难理解的广义后缀树（后

缀自动机）。

然而，基于基本子串字典的做法仍然有效，甚至还可以和 RMQ 做法结合，得到新的

求高度数组的方法：由于二分 + 哈希中的哈希仅仅是用来判断字符串是否相等的，可以直

接把其替换为基于基本子串字典的字符串比较，得到更优的常数。

当然，可以发现上述所有算法不可避免地需要快速求某个点 x 的 k 级祖先 anc(x, k) 。

记录 f (i, k) = anc(i, 2k) ，并用转移式 f (i, k) = f ( f (i, k − 1), k − 1) 递推得到所有的 f 值，这

样 anc 查询可以在 O(log n) 时间内解决，不过这样每次询问的复杂度增大为 O(log n) 。要

做到 O(1) 查询，还需要结合长链剖分 +ladder 的做法，具体做法可参考相关资料。

5.2 整周期相关

在一些有关整周期的问题中，幂串 (String Powers) 是一个重要的研究对象。

定义 6：如果一个字符串 T 有周期 |T |
k , k ∈ Z, k > 1 ，则称 T 是一个 k 次幂串。此时 T

可以表示为
[
pre f (T, |T |k )

]k
。若还满足 k · minper(T ) = |T | ，则称 T 是一个本原 k 次幂串。

特别地，当 k = 2 时，T 是平方串（本原平方串），当 k = 3 时，T 是立方串（本原立方串）。

如果没有满足条件的 k ，则称 T 是本原串。

5.2.1 整周期的简单性质

性质 1：如果 T 既是 k1 次幂串，又是 k2 次幂串，则 T 是 k1·k2
gcd(k1,k2)

次幂串。

性质 2：T 是本原串当且仅当 T k 是本原 k 次幂串。特别地，当 k = 2 时，T 是本原串

当且仅当 T 2 中 T 只作为前缀和后缀出现。

这两个性质容易使用 WPL 证明。

5.2.2 k 次幂子串查找

给定一个字符串 S ，找到一个 S 的子串 S [l . . . r] 满足其是 k 次幂串。我们直接给出做

法，并说明其是正确的。注意算法可能会给出多个相同的 k 次幂子串。
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Algorithm 1 Detect k-th Powers
Require: S , k

Require: Function IsPowerk(pos, root)

Ensure: Report if S contains a k-th power
Name← DBF(S )

for t = 0 to ⌊log2 |S |⌋ do
Prev← (0, 0, . . . 0)

for i = 1 to |S | − 2t + 1 do
name← Namet(i)

pos← Prev[name]

root ← i − pos

if IsPowerk(pos, root) then
Report that S contains a k-th power S [pos . . . pos + k · root − 1]

end if
Prev[name]← j

end for
end for
if No k-th power detected then

Report that S does not contain a k-th power
end if
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算法中的函数 IsPowerk(pos, root) 返回 S [pos . . . pos + k · root − 1] 是否是一个 k 次幂

串。这可以通过判断 S [pos . . . pos+(k−1) . . . root−1] 和 S [pos+ root−1 . . . pos+k · root−1]
是否相等来解决，从而可以套用之前的 O(1) 判断方法。

显然如果算法回答存在 k 次幂子串则一定是正确的，我们只需说明如果算法回答不存

在，则 S 中一定没有 k 次幂子串。

定理 1：当 k = 2 时，若 S 存在平方子串，则 Algorithm 1 一定会找到所有长度最

短的平方子串。

引理 6：若 w = S [i . . . j] = S [i′ . . . j′] ，且区间 [i, j] 和 [i′, j′] 的交非空，则 S 中存在一

个长度不超过 2|w| − 1 的平方串。

证明：令 l = min(i, i′), r = max( j, j′) 。考虑串 S [l . . . r] ，w 是它的 border，r− l+1− |w|
是它的周期。而 r − l + 1 < 2|w| ，因此 S [l . . . l − 1 + 2 · (r − l + 1 − |w|)] 是一个平方串。 □

定理 1 的证明：令 S [ j . . . j+2 ·r−1] 为某个长度最短的平方子串。令 v = S [ j . . . j+r−1]
，找到 s 满足 2s ≤ |v| < 2s+1 ，那么考虑 Algorithm 1 运行到 t = s, i = j+ r 时的情况。由

于 S [ j . . . j+2s − 1] = S [i . . . i+2s − 1] ，可以得到 i > pos ≥ j ，因此只需证明 pos = j 即可。

令 w = S [i . . . i+2s−1] 。假设 pos > j ，则有 S [i . . . i+2s−1] = S [pos . . . pos+2s−1] =
S [ j . . . j + 2s − 1] = w 。由于 j − i = |v| < 2s+1 = 2|w| ，区间 [pos, pos + 2s − 1] 必定和

[i, i +2s − 1] 与 [ j, j +2s − 1] 其中之一有交。根据引理 6 就得到了一个长度比 2|v| 更短的平

方串，产生了矛盾。 □

定理 2：当 k ≥ 3 时，Algorithm 1 会找到 S 中的所有本原 k 次幂子串。

证明：令 S [ j . . . j + k · r − 1] 为某个本原 k 次幂子串。令 v = S [ j . . . j + r − 1] ，找到

s 满足 2s−1 < |v| ≤ 2s ，那么考虑 Algorithm 1 运行到 t = s, i = j + r 时的情况。由于

S [ j . . . j + 2s − 1] = S [i . . . i + 2s − 1] ，可以得到 i > pos ≥ j ，因此只需证明 pos = j 即可。

考虑 S [ j . . . j + 2 · r − 1] = v2 ，若 i > pos > j 则 v 在 pos 位置再次出现，根据性质 1
和性质 2，v 不是本原串，与 vk 是本原 k 次幂串矛盾。 □

综合定理 1 和定理 2，我们就证明了 Algorithm 1 的正确性。

5.2.3 Runs 和 Cubic Runs

与整周期有关的另一个重要概念是 Runs 的概念。

定义 7：字符串 S 的一个 Run 是一个三元组 (i, j, l) 满足 l ∈ per(S [i . . . j]) ，l ≤ j−i+1
2

，

且 S [i − 1 . . . j] 和 S [i . . . j + 1] 均未定义或不满足前述条件。若 l ≤ j−i+1
3

，则三元组 (i, j, p)

被称为一个 Cubic Run。
根据 WPL 也不难得到下述结论：字符串 S 的所有 Run 对应的区间 [i, j] 没有包含关

系。
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可以把 Run 理解成至少重复两次，且无法向左右扩展的周期子串。下面的重要定理说

明了 Run 个数的上界。定理的证明可以参考相关资料。

定理 3：(The Runs Theorem) 一个字符串 S 至多有 |S | 个 Run。

求字符串 S 的所有 Runs 的最优复杂度是 O(|S |) ，不过需要使用后缀数组的线性构造，

以及基于 Method of Four Russians 的、线性预处理 O(1) 查询的 RMQ，因而〸分繁琐，不

适合在算法竞赛中实现。这个问题有较为容易理解且易于实现的 O(|S | log |S |) 的做法，有

兴趣的读者可以阅读参考文献。

在一些问题中，我们关心的并不是所有的 Runs，而是具有更强性质的 Cubic Runs。由

于 Cubic Runs 是 Runs 的子集，所以 Cubic Runs 的个数也至多是 |S | 。不难发现，任何一

个本原立方串都恰好被一个周期与其相等的 Cubic Run 包含，且一个 Cubic Run 一定包含

至少一个本原立方串。这提示我们可以通过求出本原立方串来解决这类问题。我们不加证

明地给出下面一个定理，这使得我们可以直接用 Algorithm 1 来求出所有的本原立方串。

定理 4： Algorithm 1 中求出的所有 k 次幂串均是本原的。

求出了所有的本原立方串，就容易得到所有 Cubic Runs 了，只要每次取出出现位置最

早的本原立方串，并尽量扩展得到一个 Cubic Run 即可。

6 总结

在本文中，我们完整地解决了子串周期查询问题这一经典问题。问题虽然解决了，但

是它的做法，以及所用到的三个引理和基本子串字典这个数据结构，还值得更多的研究。

希望本文能起到一个抛砖引玉的作用，带领读者初步领略有关字符串周期的魅力，并

更加深入地了解不仅限于本文的相关知识和研究成果。
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《公园》命题报告

福建省福州第一中学 吴作同

摘 要

《公园》是我在 2019 年集训队互测中命制的一道试题。本文引入了“广义串并联图”的

概念，并证明了任意广义串并联图可以通过“删 1 度点操作”、“缩 2 度点操作”、“叠合重边操

作”使图转化为只包含一个节点的图。本文介绍了本题在不同的特殊条件下的解决思路与算

法选择，其中正解算法为了支持快速修改参数，建立了表达式树来表示本题中广义串并联

图的动态规划的过程，使用矩阵的形式表示转移，并用链分治线段树来加速修改。我希望

《公园》这道题能够带给大家更多关于广义串并联图以及缩 2 度点操作的相关思考。

1 试题

1.1 题目大意

我们称满足对于任意 4 个节点都不存在 6 条两两没有公共边的路径连接这 4 个节点中

的每一对节点的无向连通图为广义串并联图。

下图是一张广义串并联图：

下图不是一张广义串并联图：
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因为对于第 1, 4, 5, 6 号节点，存在六条两两没有公共边的路径 1→ 4, 4→ 5, 5→ 6, 6→
1, 4→ 3→ 6, 1→ 2→ 5 连接这四个节点的每一对节点。

给定一张 n 阶简单（无自环无重边）广义串并联图 G = (V, E) 。每个节点有两种点权

bi 和 wi ，每条边有两种边权 si 和 di 。要求把每个节点染成黑白两色之一，求一种权值最

大的染色方案的权值。定义染色之后节点 i 的颜色为 ci ，即若 ci = 0 ，表示节点 i 为黑色；

若 ci = 1 ，表示节点 i 为白色。一种染色方案的权值定义为∑
v∈V

(bv · [cv = 0] + wv · [cv = 1]) +
∑

e=(u,v)∈E

(se · [cu = cv] + de · [cu , cv])

其中约定 [x] 的含义为，若表达式 x 为真则 [x] = 1 ，否则 [x] = 0 。

要求支持动态修改某个节点的两种点权或某条边的两种边权，在所有修改前与每次修

改后输出答案。修改共 Q 次。

1.2 输入格式

第一行两个正整数 n,m ，其中 n 表示图 G 的节点数， m 表示图 G 的边数。

接下来 n 行，每行两个非负整数，其中第 i(1 ≤ i ≤ n) 行表示 bi,wi 。

接下来 m 行，每行四个正整数 xi, yi, si, di ，其中第 i(1 ≤ i ≤ m) 行表示第 i 条边的两个

端点的编号为 xi, yi 且第 i 条边的两种边权为 si, di 。

第 n + m + 2 行一个非负整数 Q 。

接下来 Q 行每行三个正整数 x, a, b 表示一次修改，若 x ≤ n 则表示把 bx 改为 a ，把

wx 改为 b ，否则表示把 sx−n 改为 a ，把 dx−n 改为 b 。

1.3 输出格式

输出 Q + 1 行，其中第 1 行表示所有修改之前问题的答案，第 i(2 ≤ i ≤ Q + 1) 行表示

第 i − 1 次修改后问题的答案。
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1.4 样例输入

2 1
2 3
4 7
1 2 5 7
1
1 2 6

1.5 样例输出

16
18

1.6 样例解释

公园路线图如下图：

修改前，b1 = 2,w1 = 3, b2 = 4,w2 = 7, s1 = 5, d1 = 7 。

最优染色方案为 c1 = 0, c2 = 1 ，权值为 b1 + w2 + d1 = 16 。

修改后，b1 = 2,w1 = 6, b2 = 4,w2 = 7, s1 = 5, d1 = 7 。

最优染色方案为 c1 = 1, c2 = 1 ，权值为 w1 + w2 + s1 = 18 。

1.7 数据规模与约定

保证 2 ≤ n ≤ 105,Q ≤ 105 。

保证 xi, yi ≤ n ，x ≤ n + m ，bi,wi, si, di, a, b ≤ 106 。

167



IO
I20

19
中
国
国
家
候
选
队
论
文
集

教
练
：
张
瑞
喆

20
19

年
5 月

《公园》命题报告 福建省福州第一中学 吴作同

子任务 分值 图的特殊形态 n Q 其它限制

1 2 树 = 0

2 3 ≤ 17 ≤ 17

3 7 仙人掌 = 0

4 5 = 0

5 13 ≤ 1000 ≤ 1000

6 19 仙人掌
bi = wi = 0, x > n

7 17
8 23 树

9 11

树即无环的连通图。

仙人掌即每条边属于不超过 1 个简单环的连通图。

留空部分表示没有额外限制。

1.8 时空限制

时间限制：6s
空间限制：1GB

2 初步分析

2.1 算法一

问题需要求出一种权值最大的染色方案。显然对于一种确定的染色方案，可以通过枚

举边统计贡献的方式在 O(m) 的时间内计算出染色方案的权值。

对于子任务 2 ，n,Q 都不超过 17 。对于一次询问，染色方案的情况总数较少，只有不

超过 217 = 131072 种，所以可以考虑枚举所有的染色方案，分别求出权值后取最大值。

该算法时间复杂度为 O(2n × Qm) 。题目中并没有给出 m 的取值范围，但是可以证

明 m 是 O(n) 级别的，证明见 5.3.1 。

期望得分 3 分。

该算法效率低下，是因为该算法没有利用到 G 是广义串并联图的性质，并且对于每一

次修改都要重新计算问题的答案，没有利用到修改前后大量数据的相似性。

接下来考虑先从一些特殊的情况入手，来分析这个问题。
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3 树上的问题

3.1 算法二 树，没有修改

对于此类树上最优化问题，通常可以使用树形动态规划的方式解决。

将无根树转为以 1 为根的有根树，记 f (i, j)( j ∈ {0, 1}) 为 ci = j 时节点 i 子树的答案。

设 C(u) 为 u 的子节点集合，则有

f (u, 0) = bu +
∑

v∈C(u)

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}

f (u, 1) = wu +
∑

v∈C(u)

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}

答案为 max{ f (1, 0), f (1, 1)} 。
时间复杂度 O(n) 。

可以通过子任务 1 ，期望得分 2 分。

3.2 算法三 树，带修改

考虑利用算法二的动态规划算法。

根据转移方程，可以发现只有被修改的节点/边到树的根的一条链上的节点的 f 值43可

能会被修改。对于这类问题，可以考虑使用基于链的分治。

在树上，我们把度数为 1 的非根节点称为叶子或叶子节点，否则称为非叶子节点。

修改点的 f 值或修改边的父亲节点的 f 值可以直接计算，其余部分可以利用树链剖

分44 拆成 O(log n) 条重链，然后只需考虑如何快速维护重链上的 f 值。

设 sonu 为节点 u 的重子节点。

43我们把一个节点 u 的 f (u,0) 和 f (u,1) 的值统称为节点 u 的 f 值。
44本文中所有提到的“树链剖分”为轻重链剖分，是摘要中提到的“链分治”的表现形式。具体地，定义点 u 的重子节点为 C(u) 中

满足 size(v) 最大的 v ，若有多个则取编号最小的，其中 size(v) 表示以 v 为根的子树中节点的个数，并把一个节点与其重子节

点之间的连边称为重边，把树上不是重边的边称为轻边。定义重链为所有重边的边导出子图的一个连通块或是满足 u 与 u 的父

亲节点之间的边为轻边的叶子节点 u 所构成的只包含一个节点的图。定义点 u 的轻子节点为 C(u) 中不是 u 的重子节点的节

点。
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对于非叶子节点 u ，我们改写一下转移方程：

f (u, 0) = bu +
∑

v∈C(u)

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}

= bu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}

+max{ f (sonu, 0) + s(u,sonu), f (sonu, 1) + d(u,sonu)}

f (u, 1) = wu +
∑

v∈C(u)

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}

= wu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}

+max{ f (sonu, 0) + d(u,sonu), f (sonu, 1) + s(u,sonu)}

使 用 已 更 新 的 sonu 的 f 值 更 新 u 的 f 值 时， 只 有 最 后 一 项 中

的 f (sonu, 0) 和 f (sonu, 1) 可能改变，其余都可视为常数。于是转移方程可以写成：

f (u, 0) = max{ f (sonu, 0) + Au, f (sonu, 1) + Bu}

f (u, 1) = max{ f (sonu, 0) + Cu, f (sonu, 1) + Du}

其中

Au = bu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}+ s(u,sonu)

Bu = bu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + s(u,v), f (v, 1) + d(u,v)}+ d(u,sonu)

Cu = wu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}+ d(u,sonu)

Du = wu +
∑

v∈C(u)∧v,sonu

max{ f (v, 0) + d(u,v), f (v, 1) + s(u,v)}+ s(u,sonu)

于是重链上的转移可以用类似矩阵的形式来表示。

3.2.1 矩阵表示

令

fu =

 f (u, 0)

f (u, 1)

 =
max{ f (sonu, 0) + Au, f (sonu, 1) + Bu}
max{ f (sonu, 0) + Cu, f (sonu, 1) + Du}


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观察表达式的形式，发现它很类似一个矩阵乘法的结果，只是原本矩阵乘法中元素的

加法在这里为 max 运算，原本矩阵乘法中元素的乘法在这里为加法运算。

由于加法、max 运算满足交换律、结合律且加法对 max 运算满足分配律，所以这样新

定义的矩阵乘法仍然满足结合律 [3]。

本题中所有矩阵乘法都在该定义下进行。

令

gu =

Au Bu

Cu Du


则有

gu fsonu =

Au Bu

Cu Du


 f (sonu, 0)

f (sonu, 1)


=

max{ f (sonu, 0) + Au, f (sonu, 1) + Bu}
max{ f (sonu, 0) + Cu, f (sonu, 1) + Du}


= fu

3.2.2 分治

初始状态下，每个 Au, Bu,Cu,Du 的值，可以在预处理时利用算法二计算出。之后

当且仅当修改 u 到某个子节点之间的边的边权，或修改 u 或 u 的某个轻子节点的

子树内的点的点权时，Au, Bu,Cu,Du 的值才需要更新。由于一个点到根的简单路径上只

有 O(log n) 条轻边，所以一次修改只有 O(log n) 个点的 Au, Bu,Cu,Du 被更新。但是为了

更新一个点 u 的 Au, Bu,Cu,Du 的值或计算答案（即计算 f (1, 0) 与 f (1, 1) 的值），就需要计

算出某一条重链的顶端节点45的 f 值。我们可以用线段树来维护该 f 值。

有了 3.2.1 中提到的的矩阵乘法以及结合律，就可以使用线段树来维护重链上一段区间

内的矩阵 g 的乘积，在修改某个点 u 的 gu 时，直接在对应的线段树上更新即可。

注意 gu 对叶子节点 u 是没有定义的，所以建线段树时只需要维护非叶子节点的信息。

因此重链顶端节点 u 的 f 值可以按如下方法计算：

若 u 是叶子，则 fu =
[
bu wu

]T 46，否则可以利用线段树维护的 g 矩阵计算。

设重链上的节点为 u1, u2, · · · , ul ，其中 u1 = u ，且对于 1 ≤ i < l ，ui 是 ui+1 的父亲

节点，且 ul 一定为叶子47。

那么有

fu1 = gu1gu2 · · · gul−1 ful

45重链的顶端节点即重链上距离根最近的节点。底端节点即重链上距离根最远的节点。
46符号 T 表示矩阵的转置。
47根据树链剖分的方法可知，重链的底端一定是叶子。
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于是直接在线段树上查询整条重链上的 g 矩阵的乘积，再右乘上 ful 即可得到 fu 的值。

总结一下，在一次修改中，这个算法的过程是这样的：

1、修改被修改的点或边的权值，令 u 为被修改边的父亲节点或被修改点。

2、如果 u 不是叶子，更新 gu ，并更新对应重链上的线段树。

3、令 u 为原来 u 对应重链的顶端节点。

4、重新计算 fu 的值并令 v 为 fu 。

5、若 u 为根，返回 v 作为答案，否则令 u 为 u 的父亲节点。

6、利用计算好的 v 的值更新 gu 。

7、跳转到第 3 步。

在一次修改中，需要进行 O(log n) 次线段树单点修改操作，所以该算法的时间复杂度

为 O(n + Q log2 n) 。

可以通过子任务 1, 8 ，期望得分 25 分。

4 仙人掌上的问题

4.1 算法四 仙人掌，没有修改

对于仙人掌上的问题，一种经典的方法是仙人掌上的动态规划。

时间复杂度 O(n) ，可以通过子任务 1, 3 ，获得 9 分。

该部分内容与本文主题无关，因此不再赘述。相关内容可以参考陈俊锟的论文《〈神奇

的子图〉命题报告及其拓展》。

子任务 6 有一个“所有点权均为 0 ”的限制。这个限制可以对解题有什么样的帮助呢？

先分析一下树上的情况。

4.2 算法五 树，点权均为 0

当点权均为 0 时，染色方案的权值只和每条边两端的点的颜色是否相等有关。

我们称两端节点颜色相同的边为同色边，两端节点颜色不同的边为异色边。

有一种思路是，枚举每条边是同色边还是异色边，然后判断是否存在一种染色方案满

足条件。

对于树上的情况，假设我们已经确定了每条边是同色边还是异色边，那么我们可以

令 c1 = 0 ，然后进行一次深度优先搜索。对于每个非根节点，可以根据父亲节点的颜色

以及与父亲节点之间的边是同色边还是异色边来确定自己的颜色。这证明了对于任意一种

枚举的情况，均存在一种染色方案满足条件。所以对于树上点权均为 0 的问题，我们可以

对每条边贪心地取对答案贡献较大的情况，答案为∑
e∈E

max{se, de}
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接下来考虑仙人掌上点权均为 0 的问题。

4.3 算法六 仙人掌，点权均为 0

仍然可以使用深度优先搜索来判断是否存在一种满足条件的染色方案。搜索出任意一

棵 DFS 树，按照 4.2 中的方法确定每个点的颜色，再判断所有的非树边是否均满足条件。

可以发现存在合法的染色方案，当且仅当不存在一个简单环使得环上异色边的数量为

奇数。

由于仙人掌上每条边最多属于一个简单环，所以可以把每个简单环以及割边独立计算

出答案再加起来。

对于割边，直接把 max{si, di}计入答案即可。对于环，考虑先把所有边的 max{si, di}计
入答案，若异色边的数量为偶数，则取到理论最大值并且合法；否则可以找到使 |si − di| 最
小的一条边，把它两端颜色的异同性反转，即可得到最优解。修改的时候把上一次询问的

答案加上修改边所在环或割边的答案的增量即可。

时间复杂度 O((n + Q) log n) 。

可以通过子任务 6 ，期望得分 19 分。

结合以上所有树和仙人掌的部分（算法三、算法四、算法六）可以得到 51 分。

5 较为一般的图的形态

广义串并联图的性质为，对于任意 4 个节点都不存在 6 条两两没有公共边的路径连接

这 4 个节点中的每一对节点。之前的算法对于图的形态都有更高的要求，所以不适合用于

这种较一般的情况，但是仍然可以从树与仙人掌出发，寻找一些更为通用的做法。为了方

便分析，这里暂且不考虑需要修改的情况。

5.1 树上问题的另一种解决方法

我们先来看一道例题。

例题 1. 树上最大权独立集问题48

给定一棵 n 个节点的树 T ，节点 i 有点权 ai 。求一个点集的子集 S 使得 S 中任意两

个节点不相邻且 S 中节点的权值和最大。

数据范围 1 ≤ n ≤ 105, 1 ≤ ai ≤ 109

时间限制 1 秒

空间限制 128 MB

48题目来源：经典问题
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当然，这道题有类似算法二的动态规划算法，但是我们现在考虑另一种算法。

当所有 ai 均为 1 时，有一种经典的贪心做法：

每次找到一个度数不超过 1 的节点 u ，把它加入 S（即贪心地认为 u 一定在 S 中），

并在 T 中删去与 u 相邻的点 v（如果存在这样的 v ，根据题意若 u ∈ S 则必有 v < S ）以

及 u 本身，直到 T 中不存在任何节点，此时 S 就为一组最优解。

这个算法的正确性证明如下：

证明. 假设存在一个最优解为 S ∗ , S 。

当 ai 均为 1 时，S 中节点的权值和最大相当于 |S | 最大。

如果 u 的度数为 0 ，且不在 S ∗ 中，那么显然可以把 u 加入 S ∗ 来增加 S ∗ 的大小，所

以 S ∗ 不是问题的最优解，与假设矛盾。

如果 u 的度数为 1 ，且不在 S ∗ 中，若 u 的相邻节点 v < S ∗ ，则把 u 加入 S ∗ 同样可

以得到一组更优的解，与假设矛盾；若 v ∈ S ∗ ，则可以把 S ∗ 中的 v 替换成 u ，仍然是一

组合法的最优解。

于是可以求出删去 u 和 v（如果存在）后的问题的最优解 S ′ ，然后令 S = S ′ ∪ {u} 就
可以得到原问题的最优解。递归边界是图为空，此时显然 S = ∅ 就是问题的最优解。

这样每次操作至少会删去一个点。而树的非空子图一定存在一个度数不超过 1 的节点，

因为树的非空子图的每个连通块必然是树，并且根据抽屉原理，树一定存在一个度数不超

过 1 的节点。所以经过有限次操作后，算法一定会结束。 □

但是，如果去掉 ai 均为 1 的限制，这个贪心算法就是错误的，原因在于在上面的证明

中把 v 换成 u 时，可能会使解变劣，但是证明的其余部分仍然适用。

于是可以考虑改进一下这个贪心算法，在把 u 加入 S 后给一个撤销该操作并把 v 加

入 S 的机会。这相当于之后可以考虑把 v 加入 S ，但是需要额外花费 au 的代价把原来已

经在 S 中的 u 移出 S 。这一步可以通过把 av 改为 av − au 来实现。若 av < au ，那么最优

解中一定包含 u 而不包含 v ；因为若包含 v ，则把 v 替换为 u 后可以得到更优的解。于是

在这种情况下可以直接把 u 加入 S 并删去 v 。改进后的算法可以处理一般的情况。

把改进后的算法用在本题的树上问题上也是类似的。若遇到一个度数为 1 的节点 u ，

那么找到它的相邻节点 v 。若把 v 染成黑色，那么 u 以及边 (u, v) 最多可以贡献的权值

为 max{s(u,v) + bu, d(u,v) +wu} ；若把 v 染成白色，那么 u 以及边 (u, v) 最多可以贡献的权值

为 max{d(u,v)+bu, s(u,v)+wu}。于是可以把 bv 改为 bv +max{s(u,v)+bu, d(u,v)+wu}，把 wv 改

为 wv +max{d(u,v) + bu, s(u,v) +wu} ，并删去节点 u 和边 (u, v) 。这样操作后与操作前的问题

的答案相等，但从问题规模上前者比后者少了一个节点。我们称这个把一个 1 度点49删去

并修改其相邻点的点权的操作为删 1 度点操作。

一棵点数大于 1 的树一定有 1 度点，并且删去一个 1 度点后仍为一棵树。所以不断地

对一棵树进行删 1 度点操作，可以使树转化为只包含一个节点的图，且答案不变。而仅包

49本文中把“度数为 k 的节点”简称为“ k 度点”
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括单个点 u 的图的答案显然为 max{bu,wu} ，从而一个树上的静态问题可以在 O(n) 的时间

内得到解决。

删 1 度点操作对图的整体形态并没有要求，只要图中有一个度数为 1 的节点就可以进

行该操作。

解决了树上的问题，现在可以去仙人掌上寻找更多的启发。

5.2 在仙人掌上的应用

这里不加证明地给出一些要用到的关于点双连通分量的知识：

定理 5.1. 对于任意的非空无向图 G ，一定存在一个 G 的点双连通分量 B ，使得 B 中只

有不超过 1 个节点是 G 的割点。其中，若 B 中没有 G 的割点，则有 B = G 。

定理 5.2. 若一个点双连通分量不为 K2
50，则该点双连通分量中至少有一个简单环。

引理 5.1. 在仙人掌上的每个点双连通分量要么是 K2 ，要么是一个简单环。

引理 5.2. 对于一个不是 K2 的点双连通分量中的任意一个点 u ，一定存在一个简单环 C 使

得 u 在 C 上。

树上的问题可以使用删去 1 度点（叶子）的方式简化问题，那么仙人掌能否用类似的

方法呢？

首先若存在度数为 1 的节点，则同样可以使用删 1 度点操作。

否则可以考虑定理 5.1 ，找到一个点双连通分量 B 使得 B 中只有不超过一个节点

是 G 的割点；再结合引理 5.1 ，B 一定是一个简单环。

此时 B 在图中的地位与度数不超过 1 的节点在树上的地位类似。那么类比树上的做法，

能否将 B 转化为一个节点，来减少 G 中点双连通分量的数量呢？

答案是肯定的。

由于点双连通分量 B 是一个环，所以 B 中的节点中除了割点（如果割点存在），度数

均为 2 。

在遇到 1 度点时，我们根据其相邻点的染色方案计算其带来的贡献，在遇到 2 度点时

同样可以使用这个方法。

设 2 度点 x 的相邻两个节点（编号）为 u, v 。

当 cu = 0, cv = 0 时，x 和与 x 相邻的两条边对答案的最大贡献为

w00 = max{s(u,x) + bx + s(x,v), d(u,x) + wx + d(x,v)}

当 cu = 0, cv = 1 时，x 和与 x 相邻的两条边对答案的最大贡献为

w01 = max{s(u,x) + bx + d(x,v), d(u,x) + wx + s(x,v)}

50定义 Kn 为包含 n 个节点的完全图。
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当 cu = 1, cv = 0 时，x 和与 x 相邻的两条边对答案的最大贡献为

w10 = max{d(u,x) + bx + s(x,v), s(u,x) + wx + d(x,v)}

当 cu = 1, cv = 1 时，x 和与 x 相邻的两条边对答案的最大贡献为

w11 = max{d(u,x) + bx + d(x,v), s(u,x) + wx + s(x,v)}

由于该贡献同时与 cu, cv 的取值有关，所以不能像删 1 度点时那样考虑更新 u, v 的点

权，而是可以考虑新建一条连接 u, v 的边，在边上记录 cu, cv 的每种取值的情况下对答案的

贡献。

我们用 (u, v, (w00,w01,w10,w11)) 表示该边对答案的贡献为 wcucv 。我们称它的边权为[
w00 w01 w10 w11

]T

输 入 中 给 出 的 边 是 (u, v, (s, d)) 的 形 式。 为 了 使 格 式 一 致， 可 以 把 它 改

为 (u, v, (s, d, d, s)) 。

我们将把一个 2 度点和其相邻两条边转化为一条边的操作称为缩 2 度点操作。

可以注意到，缩 2 度点操作不会使 u, v 的度数发生改变。

于是对于一个 n (n ≥ 3) 元环，可以通过使用一次缩 2 度点操作使其转化为一个 (n −
1) 元环。特殊地，对于一个 3 元环，使用一次缩 2 度点操作后会得到两条重边。

由于贡献是可以叠加的，所以若遇到两条重边 (u, v, (w00,w01,w10,w11)) 和

(u, v, (w′00,w
′
01,w

′
10,w

′
11)) ，可以将它们合并为一条边

(u, v, (w00 + w′00,w01 + w′01,w10 + w′10,w11 + w′11))

我们称把两条重边合并为一条边的操作为叠合重边操作51。

设 B 上有 k 个节点，因为 B 中只有一个 G 上的割点，而其他点都是 2 度点，且缩 2 度

点操作和叠合重边操作不会使 2 度点的度数变得大于 2 ，所以在经过 (k − 2) 次缩 2 度点

操作和一次叠合重边操作之后， B 就转化成了 K2 。再进行一次删 1 度点操作，G 中就减

少了一个点双连通分量。

所以经过 O(n) 次操作之后，可以把 G 转化为一个节点。

这样就可以在 O(n) 的时间内解决仙人掌上的静态问题。

5.3 广义串并联图

下面证明，不仅是仙人掌，任意广义串并联图都可以在若干次缩 2 度点、叠合重边、

删 1 度点的操作后变为一个只包含一个节点的图。

51重边的方向有可能是相反的，即可能遇到 (u, v, (w00,w01,w10,w11)) 和 (v, u, (w′00,w
′
01,w

′
10,w

′
11)) ，此时只要改变其中一

条边的方向再按上述方法叠合即可，叠合后的边为 (u, v, (w00 + w′00,w01 + w′10,w10 + w′01,w11 + w′11)) 。
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5.3.1 证明

考虑证明它的逆否命题，即证明任意一个不能用上述操作使其变为一个只包含一个节

点的图的无向连通图不是广义串并联图。

这里先证明两个结论：

定理 5.3. 若一张无向连通图 G 中存在 3 个不同的 1 度点 x, y, z ，则一定存在一个

点 u < {x, y, z} 使得存在 3 条两两没有公共边的简单路径满足其中一个端点均为 u 且另一个

端点分别为 x, y, z 。

证明. 先求出 G 的任意一棵生成树 T 。

由于 x, y, z 是 1 度点，所以在 T 中 x, y, z 一定是 1 度点。

由于任意图中度数为奇数的点必有偶数个，所以 G 中一定存在一个异于 x, y, z 的节点。

取一个异于 x, y, z 的点作为根，把 T 转化为有根树，令 u 为 x 和 y 的最近公共祖先，

即令 u = LCA(x, y) 。因为 x, y, z 均为叶子且不为根，所以有 u , x, u , y, u , z 。

若 z 不在 u 的子树中或 LCA(x, z),LCA(y, z) 均为 u ，那么在 T 上 u 到 x, y, z 的三条

路径两两没有公共边。

否则 LCA(x, z) 和 LCA(y, z) 恰有一个不为 u 。

不失一般性，假设 w = LCA(x, z) , u ，那么 y 不在 w 的子树中，又因为 LCA(x, z) = w ，

所以在 T 上 w 到 x, y, z 的三条路径两两没有公共边。 □

定理 5.4. 对于一个无向图 G ，若进行若干次删 1 度点操作，缩 2 度点操作以及叠合重边

操作后得到的图不是广义串并联图，那么 G 也不是广义串并联图。

证明. 考虑还原所进行的操作。

设操作后的图中 4 个使图不满足广义串并联图的性质的节点为 a, b, c, d ，6 条两两边

不相交的路径为 p(a, b), p(a, c), p(a, d), p(b, c), p(b, d), p(c, d) 。

删 1 度点操作的逆操作为选择一个点 u ∈ V ，加入新点 v 和边 (u, v) 。

叠合重边操作的逆操作为选择一条边 e = (u, v) ∈ E ，加入一条新的重边 (u, v) 。

由于这两个逆操作不会删除图中的节点或边，所以若删 1 度点操作或叠合重边操作后

的图不是广义串并联图，那么操作前的图也不是广义串并联图。

缩 2 度点操作的逆操作为选择一条边 e = (u, v) ∈ E ，删去 e 并加入新点 w 以及新

边 (u,w), (w, v) 。

若还原时没有删去这 6 条路径中任何一条路径上的边，则原来的 p(a, b),

p(a, c), p(a, d), p(b, c), p(b, d), p(c, d) 同 样 能 够 作 为 判 断 操 作 前 的 图 不 是 广 义 串

并联图的依据。否则不失一般性，假设要删去 p(a, b) 上的一条边。那么可以

在 p(a, b) 中删去那条边并加入逆操作需要加入的两条边和一个节点，这样仍然满足

存在 p(a, b), p(a, c), p(a, d), p(b, c), p(b, d), p(c, d) 两两没有公共边。

因此，若任意多次操作之后的图不是广义串并联图，那么操作之前的图也一定不是广

义串并联图。 □
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一张简单无向图不能再进行操作，当且仅当每个连通块是一个 0 度点或一个所有点的

度数都大于等于 3 的图。下面给出定理：

定理 5.5. 任意一张所有点的度数都大于等于 3 的简单无向连通图，一定不是广义串并联

图。

证明. 假设有一个满足所有点的度数都大于等于 3 的简单无向连通图 G 。

根据定理 5.1，可以在 G 中找到一个点双连通分量 B ，使得 B 中只有不超过 1 个节点

使得该节点是 G 的割点。

这个点双连通分量 B 一定不是 K2 ，否则 G 中就会存在一个 1 度点。

若 B 中有 G 的割点，根据引理 5.2，B 中一定存在一个包含该唯一割点的简单环，设

其为 C 。

否则根据定理 5.2，B 中一定存在一个简单环。任取一个 B 中的简单环，并设为 C 。

设 C 上的点依次为 v0, v1, · · · , vl−1 ，即 v0 和 vl−1 相邻，对于所有的 0 ≤ i < l − 1 ，

vi 与 vi+1 相邻。

设 V ′ = V \ VC , E′ = E \ EC ，在 V ′ ∪ E′ 上定义二元关系 ∼ ：对于 u, e ∈ V ′ ∪ E′ ，

u ∼ e 当且仅当 u ∈ V ′, e ∈ E′ ，且 u 是 e 的一个端点。再定义 V ′ ∪ E′ 上的等价关系 ↔ 是

二元关系 ∼ 的最小等价关系。直观地说，如果 a, b 是 G 中的顶点或边，且不在 C 中，那

么 a ↔ b 当且仅当从 a 出发可以经过一系列不在 C 中的点和边到达 b ，这类似图中的连

通性。

我们称等价关系 ↔ 的等价类为片。对于片 U ，定义它的点集为 U ∩ V ，它的边集

为 U ∩ E ，它对 C 的联系点集为 A(U) = {v ∈ VC | ∃u ∈ V, e = (u, v) ∈ U ∩ E} ，直观地说，

在 G 中删去所有在 C 上的顶点和边（但是那些不在 C 上的边即使一个或两个顶点被删去

也应该保留），“连通”的部分就是片；A(U) 就是片 U 的没有或者只有一个端点的边所缺少

的端点集合。

以下是一个例子：（左边的图删去环 1→ 2→ 3→ 4→ 5→ 1 后会得到右边的图）
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右图中共有 4 个片，这 4 个片包含的边的数量分别为 1, 2, 3, 4 ，联系点集的大小分别

为 2, 2, 3, 2 。

由于 G 中每个节点的度数都大于等于 3 ，所以对于环上的任意一个点 vi ，至少存在

一个片 U 使得 vi ∈ A(U) 。

若 B 中存在 G 的割点则设该割点为 vk （此时割点唯一且在 C 上），若不存在割点

则 k = −1 。

若存在一个 U 使得 |A(U)| = 1 ，由于删去其中的唯一元素之后 G 不连通，即它是 G 的

割点，所以对于所有满足 |A(U)| = 1 的 U ，均满足 A(U) = {vk} （显然当 k = −1 时 vk 不

存在，这也意味着当 k = −1 时不存在 U 使得 |A(U)| = 1 ）。

接下来分三种不同的情况讨论说明 G 一定不是广义串并联图。

情况 1. 存在一个 U 使得 |A(U)| ≥ 3 。

假设 U 中有一条边 e 满足其两个端点均不在 U 中，那么 e 与 V ′ 中的任意一个元

素 u 均不可能满足 u ∼ e 。自然地，对于 V ′ ∪ E′ 中的任意一个元素 a ，均不满足 e↔ a 。

所以有 U = {e} ，且 A(U) 中的元素为 e 的两个端点，与 |A(U)| ≥ 3 矛盾。因此，U 中不

可能有一条边 e 满足 e 的两个端点均不在 U 中。

可以考虑把 A(U) 中的所有元素都加入 U ，得到一张图 U′ = ((U∩V)∪A(U),U∩E′) 。

在 U′ 中，U ∩ V 是连通的，这是因为 U 是等价关系 ↔ 的等价类，而 U 中存在一个端点

不属于 U 的边不传导 U 的点集在 U′ 中的连通性。

在 U′ 中，删去若干条与 A(U) 的元素相邻的边使得 A(U) 的元素的度数均为 1 。此

时 A(U) 中的点仍然通过一条 U′ 中的边与 U 的点集连通，因此 U′ 是连通图。

这样根据定理 5.3 ，设 x, y, z ∈ A(U) ，U 中一定存在一个节点 u 使得 U′ 中有 3 条两两

没有公共边的路径分别连接 u 与 x ，u 与 y ，u 与 z 。又因为 x, y, z 在同一个环 C 上，所以

在 C 上存在 3 条两两没有公共边的路径分别连接 x 与 y ，y 与 z ，z 与 x 。因为 U′ 与 C 没

有公共边，所以找到了 4 个节点 x, y, z, u 使得存在 6 条两两没有公共边的路径分别连接

这 4 个节点的每一对，即说明了 G 不是广义串并联图。

情况 2. 对于所有的 U 都有 |A(U)| ≤ 2 ，并且存在 U1,U2 使得 A(U1) = {vx, vy}, A(U2) =

{vz, vw} ，其中 x < z < y < w 。

此时在环 C 上可以找到 4 条两两没有公共边的路径连接 vx 与 vz ，vz 与 vy ，vy 与 vw ，

vw 与 vx ，且 G 中存在一条连接 vx 与 vy 的路径满足其边集包含于 U1 的边集，存在一条

连接 vz 与 vw 的路径满足其边集包含于 U2 的边集。又因为 U1 的边集、U2 的边集、C 的

边集两两不交，所以找到了 6 条两两没有公共边的路径连接 4 个节点 x, y, z,w 中的每一对，

即说明了 G 不是广义串并联图。

情况 3. 对于所有的 U 都有 |A(U)| ≤ 2 ，并且存在 U0, i 使得 A(U0) = {vi, vi+1} 。

以下说明，情况 1, 2, 3 涵盖了所有可能情况。

如果不满足情况 1 ，我们有以下事实：
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1. 对于环上的任意一个点 vi ，至少存在一个片 U 使得 vi ∈ A(U) ；

2. 所有满足 |A(U)| = 1 的 U 均满足 A(U) = {vk} ；

3. 简单环 C 至少包含 3 个节点；

4. 不存在任何 U 使得 A(U) ≥ 3 。

综合上述四个事实，我们知道一定能找到一个片 U 使得 |A(U)| = 2 。

假设 A(U) = {vx, vy}(x < y) ，由于环可以按照顺时针或逆时针来定向，所以可以不失

一般性地假设 k < (x, y) 。

下面证明若不满足情况 1 和情况 2 ，则一定存在 U0, i 使得 A(U0) = {vi, vi+1} 。

若 y − x = 1 ，则取 U0 = U, i = x 可以满足要求。

否则找到 U1, z 使得 A(U1) = {vx+1, vz}。根据事实 1,2,4 ，且 k < (x, y) ，这样的 U1, z 一

定存在。

若 z = x ，则取 U0 = U1, i = x 可以满足要求；若 z < [x, y] ，则 U 与 U1 满足情况 2 ，

矛盾。

所以若 z , x ，则必有 z ∈ (x + 1, y] 。

令新的 x′ = x+1, y′ = z ，则有 y′−x′ = y′−x−1 ≤ y−x−1 ，并且仍有 y′ > x′, k < (x′, y′) 。

每一次 x, y 到 x′, y′ 的迭代都会使 y − x 的值减小，所以经过有限次迭代后一定能够找

到满足条件的 U0, i 。

所以若不满足情况 1 和情况 2 ，则一定存在 U0, i 使得 A(U0) = {vi, vi+1} 。

令 G′ = (VG′ , EG′) 为 U0 加入节点 vi, vi+1 以及边 (vi, vi+1) 后的无向图。那么有 deg(vi) ≥
2, deg(vi+1) ≥ 2,∀u ∈ U0, deg(u) ≥ 3 。

所以，G′ 中不存在度数不超过 1 的点，G 中 2 度点的个数不超过 2 ，并且若存

在 2 个 2 度点，则这 2 个 2 度点必然相邻。

可以证明 VG′ ⊆ VB 成立：若 k , −1 ，假设存在 u ∈ VG′ 且 u < VB ，则连接 u 和 B 中任

意一点的任意一条路径必然经过 vk ，而 vk ∈ VC ，所以有 A(U0) = {vk} ，与 |A(U0)| = 2 矛

盾；若 k = −1 ，则根据定理 5.1 有 B = G ，所以有 VG′ ⊆ V = VB 。

下面说明 G′ 是点双连通图，即 G′ 不存在割点。

首先 vi 和 vi+1 不是 G′ 的割点，否则 U0 不连通。

其次 G′ 中其余节点也不是 G′ 的割点，否则它同时也是 G 的割点。已知当 k =

−1 时 B 中没有 G 的割点，而 k , −1 时 B 中只有 vk 是 G 的割点，然而因为 VG′ ∩ VC =

{vi, vi+1} ，所以一定有 vk < VG′ \ {vi, vi+1} 。

所以， G′ 不存在割点，即 G′ 是点双连通图。

可以通过枚举得到，对于所有节点数不超过 3 的简单图，均不能同时满足以上两个性

质52。所以 G′ 至少包含 4 个节点。

考虑对 G′ 进行缩 2 度点、叠合重边操作。缩 2 度点操作不会影响与 2 度点相邻的两

个点 u, v 的度数，而之后的叠合重边操作（如果需要）只会使 u, v 的度数减少 1 。

52这两个性质分别为“是一个点双连通图”和“不存在度数不超过 1 的点且 2 度点的数量不超过 2 。
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所以，若 G′ 只有一个 2 度点，那么在操作后，G′ 中不存在度数不超过 1 的节点，并

且 2 度点数量仍然不超过 2 ，并且若有 2 个 2 度点，则这 2 个 2 度点必然相邻。

若 G′ 有两个相邻的 2 度点 x, y ，设与 x 相邻的另一个节点为 z ，与 y 相邻的另一个

节点为 w ，则 z , w ，否则有 z 的度数为 2 或 z 是 G′ 的割点。不失一般性，假设接下来

对 x 进行缩 2 度点操作，由于 y 与 z 之间没有边，所以不会进行叠合重边操作，y 与 z 的

度数均不变，所以操作之后 G′ 中只有 1 个 2 度点，没有 1 度点。

接下来证明经过一次缩 2 度点以及一次叠合重边操作（如果缩 2 度点之后出现重边）

之后，G′ 仍是点双连通图。

设操作之后的图为 G′′ 。

判断一个图是点双连通图的依据是图中不存在任何一个点 u 使得删去 u 后图不连通。

由于重边不会改变点的连通性，所以叠合重边操作不会对图的点双连通性产生影响。

现在考虑缩 2 度点操作。设 G′ 中操作的 2 度点为 x ，与 x 相邻的两个节点为 y, z 。

考虑在 G′′ 的边 (y, z) 中“插入”一个节点 x ，即加入节点 x 后把边 (y, z) 替换为

边 (y, x) 和边 (x, z) ，这样 G′′ 就变成了 G′ 。

所以证明删去 G′′ 中任何一个节点，G′′ 均连通，相当于证明删去 G′ 中任何一个不

为 x 的节点，G′ 均连通。

因为 G′ 是点双连通图，所以删去 G′ 中任意一个节点 G′ 均连通，所以 G′′ 是点双连

通图。

所以在操作过程中的任一时刻，G′ 是点双连通图，且 G′ 中不存在度数不超过 1 的点，

且 G′ 中 2 度点的数量不超过 2 。

每一次缩 2 度点操作会使 G′ 的点数减少 1 。假设某一时刻 G′ 的点数为 3 ，又因

为 G′ 是点双连通图，所以此时 G′ 一定是 K3 。 K3 有 3 个 2 度点，而任一时刻 G′ 中

的 2 度点数量不超过 2 ，所以 G′ 不能够转化为一个不超过 3 个节点的图。又因为任意时

刻 G′ 中均没有 1 度点，所以在经过足够但有限多次（可能为 0 次）缩 2 度点操作和叠合

重边操作后， G′ 的每个节点的度数都大于等于 3 。

由于最初的 G′ 中只有 2 个节点在 C 上，而 C 至少有 3 个节点，所以 G′ 的点数一定

比 G 小。把操作后每个节点的度数都大于等于 3 的 G′ 作为新的 G 迭代下去， G′ 仍然能

被归为情况 1, 2, 3 中的一种情况，其中 G′ 满足情况 1 或情况 2 时 G′ 不是广义串并联图，

而满足情况 3 时 G′ 的点数一定会减小，但 G′ 的点数一定大于等于 4 ，故经过有限次迭代

之后，一定能够找到 6 条两两没有公共边的路径连接 4 个顶点中的每一对顶点。根据定理

5.4 ，得出 G 不是广义串并联图。

因此，一张所有点的度数都大于等于 3 的简单无向连通图，一定不是广义串并联图。

□

显然，一个连通图进行缩 2 度点操作、叠合重边操作、删 1 度点操作均不能使其变为

一个不连通的图。
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根据定理 5.4 和定理 5.5 ，可以得出，任意一个不能用缩 2 度点操作、叠合重边操作、

删 1 度点操作使其变为一个只包含一个节点的图的无向连通图不是广义串并联图。

由于删 1 度点操作与缩 2 度点操作会使图的节点数和边数均减少 1 ，并且叠合重边操

作只可能在缩 2 度点操作之后执行并使边数减少 1 ，所以可以证明，任意广义串并联图可

以在 O(n) 次缩 2 度点、叠合重边、删 1 度点的操作后变为一个只包含一个节点的图；此

外还可以推出，简单广义串并联图的边数是 O(n) 级别的，更具体地，有 m ≤ 2n 。

5.4 算法七 广义串并联图，没有修改

有了上面的结论，就可以直接使用 5.2 中的算法通过子任务 1, 3, 4 。每次修改后暴力

重新计算，就可以通过子任务 2, 5 。

时间复杂度 O(nQ) 。

期望得分 30 分。

6 考虑修改

现在有了一种能够在线性时间内解决一组询问的算法，那么可以考虑在此之上进行一

些优化，使其能更高效地支持修改。

先来考虑一种较为简单的情况：子任务 7 中所有点的点权均为 0 ，此时无需考虑点权

对答案造成的影响。

6.1 算法八 广义串并联图，点权均为 0

考虑需要使用的所有操作。

叠合重边操作是把两条重边的边权对应相加，并换成一条新的边。

缩 2 度点操作是把一个 2 度点的相邻两条边，经计算后换成一条新的边。由于点权均

为 0 ，所以 2 度点的点权对新边的边权没有影响。

注意到当点权为 0 时 w00 = w11,w01 = w10 ，所以可以如题目描述中的那样，只

用 se 和 de 来表示一条边 e 的边权。

对于删 1 度点操作，由于可以通过确定 1 度点的颜色来最大化其相邻边的贡献，所以

可以把 1 度点相邻的边的 max{si, di} 直接计入答案。

由于叠合重边操作与缩 2 度点操作都是把两条边的权值通过计算变为一条新的边的权

值，所以可以用运算的形式来表示它们。

6.1.1 定义运算

设一条边 e 的边权为 ve =
[
se de

]T
。
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对于两条边的边权，定义 + 运算的结果为叠合重边操作后的边权：s1
d1

 +
s2
d2

 =
s1 + s2
d1 + d2


定义 ∗ 运算的结果为缩 2 度点操作后的边权：s1

d1

 ∗
s2
d2

 =
max{s1 + s2, d1 + d2}
max{s1 + d2, d1 + s2}


可以发现， + 运算和 ∗ 运算均满足交换律。

对于删 1 度点操作，可以定义初始答案 ans =
[
0 0

]T
，然后遇到 1 度点时令 ans 为 ans∗

ve （其中 e 为 1 度点相邻的边）。

由于每条边的边权都可以由最初的边权用 + 运算和 ∗ 运算表示，所以整个问题的答案

也可以用一个表达式来表示。于是可以建立这个表达式的表达式树，使问题重新变为树形

动态规划的形式，进而用链分治的方法优化修改。

6.1.2 建立表达式树

以下是建立表达式树的过程：

定义 opv 为表达式树上非叶子节点 v 上的运算符。

首先对于每一条边 e 新建表达式树上的对应节点 ve =
[
se de

]T 53，对初始答案新建节

点 ans =
[
0 0

]T
。

然后使用算法七来对图 G 进行操作，直到 G 只剩下一个节点。在操作的过程中：

1. 若需要进行缩 2 度点操作，则在操作后对新建的边 e′ 建立表达式树上的对应节

点 ve′ ，令原有的两条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，并令 ope′ = ‘ ∗ ’ ；

2. 若需要进行叠合重边操作，则在操作后对新建的边 e′ 建立表达式树上的对应节点 ve′ ，

令原有的两条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，并令 ope′ = ‘ + ’ ；

3. 若需要进行删 1 度点操作，则在操作后建立表达式树上的节点 v ，令 ans 与删去的

边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 v ，并定义 opv = ‘ ∗ ’ ，最后令 ans 为 v 。

6.1.3 分治

考虑沿用算法三的分治。

在表达式树中，每个非叶子节点都有两个子节点，所以设 cv,0, cv,1 为 v 的两个子节点，

设 snv 为 v 的重子节点的参数编号，即 cv,snv = sonv 为 v 的重子节点。

53为叙述方便，这里不区分一个节点和其对应的权值。
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为了快速维护重链上的信息，仍然沿用算法三中 gv 的定义，即

fv = gv fsonv

对于非叶子节点 v ，设 sonv =
[
x y

]T
, cv,1−snv =

[
z w

]T
。

1. 若 opv = ’ + ’ ，则有

v =

 x + z

y + w


所以有

gv =

 z −∞
−∞ w


2. 若 opv = ’ ∗ ’ ，则有

v =

max{x + z, y + w}
max{x + w, y + z}


所以有

gv =

 z w

w z


然后就可以套用算法三来解决问题了。唯一不同的是，算法三中的 g 不能暴力计算，必

须通过维护增量的方式来维护 g 的值，而本算法中 g 的值可以暴力计算。

该算法时间复杂度为 O(n + Q log2 n) ，可以通过子任务 6, 7 。

期望得分 36 分。

最后可以开始考虑点权对问题的影响。

6.2 算法九 广义串并联图，带修改

考虑在算法八的基础上进行改进。

此时缩 2 度点操作和删 1 度点操作均需要考虑到点权，并且边权中需要记

录 w00,w01,w10,w11 四个值，即记

ve =


w00

w01

w10

w11


此外，还需要记录点权，对于节点 u 记

vu =

bu

wu


算法八中的 + 运算和 ∗ 运算已经不适用，所以需要重新定义一下运算。
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6.2.1 扩展运算

同样地，记 + 运算的结果为叠合重边操作产生的新边的边权，即
a

b

c

d


+


x

y

z

w


=


a + x

b + y

c + z

d + w


(33)

记 ∗ 运算的结果为缩 2 度点操作产生的新边的边权，而此时该边权与操作删去的 1 个

节点和 2 条边的权值均有关。设 e0 = (u0, u1, (a, b, c, d)), e1 = (u1, u2, (x, y, z,w)), u1 = (α, β) ，

则有

∗




a

b

c

d


,


α

β


,


x

y

z

w




=


max{a + α+ x, b + β+ z}
max{a + α+ y, b + β+ w}
max{c + α+ x, d + β+ z}
max{c + α+ y, d + β+ w}


(34)

对于删 1 度点操作，需要定义 ⊕ 运算的结果为操作修改的点（即被删去的点的相邻点）

的点权，设 e0 = (u0, u1, (a, b, c, d)), u0 = (α, β), u1 = (γ, δ) 且 u1 为操作选择的 1 度点，则有

⊕




α

β


,


a

b

c

d


,


γ

δ




=

max{α+ a + γ, α+ b + δ}
max{β+ c + γ, β+ d + δ}

 (35)

此 外， 还 需 要 考 虑 将 一 条 边 反 向54， 即 把 (u, v, (w00,w01,w10,w11)) 变

为 (v, u, (w00,,w10,w01,w11)) ，所以定义 R 运算为

R


a

b

c

d


=


a

c

b

d


(36)

6.2.2 建立表达式树

建立表达式树的方法与算法八类似，但不同的是，这里的 ∗ 运算和 ⊕ 运算是不满足交

换律的，所以需要考虑子节点的顺序。此时定义 cv,0, cv,1, cv,2 依次为 ∗ 运算或 ⊕ 运算的三

个参数，即 v = ∗ (cv,0, cv,1, cv,2) 或 v = ⊕ (cv,0, cv,1, cv,2) 。

使用算法七来对图 G 进行操作，直到 G 只剩下一个节点。在操作的过程中：

54在某些实现方法中需要进行该运算，也存在一些实现方法不需要进行该运算，而是使用一些别的方法来解决关于边的方向

的问题。我的做法使用了该运算，所以我把它写在了这里。
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1. 若需要进行缩 2 度点操作，则在操作后对新建的边 e′ 建立表达式树上的对应节

点 ve′ ，令操作中删去的一个节点和两条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，确

定 cve′ ,0, cve′ ,1, cve′ ,2 的值，并令 ope′ = ‘ ∗ ’ ；

2. 若需要进行叠合重边操作，则在操作后对新建的边 e′ 建立表达式树上的对应节点 ve′ ，

令原有的两条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，并令 ope′ = ‘ + ’ ；

3. 若需要进行删 1 度点操作，则在操作后对修改的点 u′ 建立表达式树上的对应节

点 vu′ ，令与操作相关的两个节点和一条边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 vu′ ，确

定 cvu′ ,0, cvu′ ,1, cvu′ ,2 的值，并令 opu′ = ‘ ⊕ ’ ；

4. 注意操作的时候需要考虑边的方向，若需要改变边的方向，则在操作后建立表达

式树上的节点 ve′ ，令需要改变方向的边在表达式树上的对应节点的父亲节点为 ve′ ，并

令 ope′ = ‘R’ 。

6.2.3 分治

同样地，只要能够计算出 g 矩阵，就可以运用算法八的方法进行分治。

对于非叶子节点 v ，

1. 若 opv = ‘ + ’ ，设

sonv =
[
x y z w

]T

cv,1−snv =
[
a b c d

]T

根据 (33) ，

v =


x + a

y + b

z + c

w + d


所以

gv =


a −∞ −∞ −∞
−∞ b −∞ −∞
−∞ −∞ c −∞
−∞ −∞ −∞ d


2. 若 opv = ‘R’ ，根据 (36) 则有

gv =


0 −∞ −∞ −∞
−∞ −∞ 0 −∞
−∞ 0 −∞ −∞
−∞ −∞ −∞ 0


186



IO
I20

19
中
国
国
家
候
选
队
论
文
集

教
练
：
张
瑞
喆

20
19

年
5 月

《公园》命题报告 福建省福州第一中学 吴作同

3. 若 opv = ‘ ∗ ’ ，设

cv,0 =
[
a b c d

]T

cv,1 =
[
α β

]T

cv,2 =
[
x y z w

]T

根据 (34) ，

v =


max{a + α+ x, b + β+ z}
max{a + α+ y, b + β+ w}
max{c + α+ x, d + β+ z}
max{c + α+ y, d + β+ w}


3.1. 若 snv = 0 ，则有

gv =


α+ x β+ z −∞ −∞
α+ y β+ w −∞ −∞
−∞ −∞ α+ x β+ z

−∞ −∞ α+ y β+ w


3.2. 若 snv = 1 ，则有

gv =


a + x b + z

a + y b + w

c + x d + z

c + y d + w


3.3. 若 snv = 2 ，则有

gv =


a + α −∞ b + β −∞
−∞ a + α −∞ b + β

c + α −∞ d + β −∞
−∞ c + α −∞ d + β


4. 若 opv = ‘ ⊕ ’ ，设

cv,0 =
[
α β

]T

cv,1 =
[
a b c d

]T

cv,2 =
[
γ δ

]T

根据 (35) ，

v =

max{α+ a + γ, α+ b + δ}
max{β+ c + γ, β+ d + δ}


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4.1. 若 snv = 0 ，则有

gv =

max{a + γ, b + δ} −∞
−∞ max{c + γ, d + δ}


4.2. 若 snv = 1 ，则有

gv =

α+ γ α+ δ −∞ −∞
−∞ −∞ β+ γ β+ δ


4.3. 若 snv = 2 ，则有

gv =

α+ a α+ b

β+ c β+ d


这里构造 g 矩阵的方式类似于构造一般的线性关系的转移矩阵。在代码实现的过程中，

可以不需要对 snv 进行分类讨论来计算 gv 的值，具体方式详见我的代码55的 tran 函数。

其余的步骤，均与算法八相同，这里不再重复描述。

该算法的时间复杂度为 O(n + Q log n) ，可以通过全部测试点，期望得分 100 分。

6.3 优缺点

6.3.1 优势

通过缩小问题规模的方式来解决问题，会使动态规划的过程更加直观，从而减少一些

思维量。

相比于一般的链分治算法，使用表达式树上链分治的方法，不需要考虑一个节点有多

个轻子节点的情况，从而降低代码实现的难度。

6.3.2 局限性

使用表达式树上链分治的方法通常只能支持全局或子树的查询，而难以支持链上问题

的查询，且该方法通常需要在线段树上维护矩阵的乘积，这会带来不小的常数因子。

7 拓展

对于一些问题，需要统计最优方案的数量。此时可以把最优方案数同时记录在矩阵的

元素中。令矩阵中的每个元素均为一个二元组 (a, cnt) ，其中 a 表示最优值，cnt 表示最优

55https://loj.ac/submission/433979
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方案的数量，并定义

(a1, cnt1) + (a2, cnt2) = (max{a1, a2}, cnt1[a1 ≥ a2] + cnt2[a2 ≥ a1])

(a1, cnt1) × (a2, cnt2) = (a1 + a2, cnt1 × cnt2)

不难发现，这里定义的加法和乘法满足交换律、结合律，并且乘法对加法满足分配律，

所以能够使用矩阵乘法的形式来转移。

所以若《公园》或类似的题要求输出最优方案数（对大质数取模），那么仍然可以使用

树链剖分线段树维护矩阵乘积的方法。

8 命题思路

这道题最初源于我对独立集问题的一些思考。在搜索最大独立集56 时有一个剪枝：若

存在一个度数为 1 的节点，那么一定存在一个最优解包含这个度数为 1 的节点，于是可以

删去这个度数为 1 的节点和其相邻节点，缩小问题规模。那么放在最大权独立集问题57上

是否也有类似的方法呢？

可以发现，若 1 度点的点权大于等于其相邻节点的点权，那么前面所述的结论58仍然

正确。否则我们可以先假定与那个 1 度点相邻的边不存在，并且选择该点。那么在之后的

过程中若选择了与原来那个 1 度点相邻的节点，就意味着不能选择该 1 度点，于是可以把

相邻节点的点权减去 1 度点的点权来处理这种情况。

钟知闲在 IOI2017 候选队的论文《浅谈信息学竞赛中的独立集问题》中提到了一种先

搜索度数大于等于 3 的节点的算法，该算法的复杂度很大程度取决于枚举的度数大于等

于 3 的节点个数。我发现通过删去 1 度点的方式可以在一定程度上减少需要枚举的度数大

于等于 3 的节点的个数（如树上的独立集问题不需要枚举任何度数大于等于 3 的节点），于

是想到，能否对度数为 2 的节点做类似的操作，来进一步减少需要枚举的度数大于等于 3 的

节点个数，从而增加算法效率甚至优化复杂度呢？通过类似于删 1 度点方法的研究，我发

现这是可以做到的，于是我设计了一个更加优秀一些的最大权独立集算法。

接着我想，这个算法在图满足什么性质的时候，不需要枚举任何度数大于等于 3 的节

点呢？首先我就想到了仙人掌，显然仙人掌是满足条件的，但是我觉得，满足条件的图不仅

仅有仙人掌，可以考虑更一般的情况。通过研究发现，这个算法不需要枚举任何度数大于

等于 3 的节点，当且仅当图的每个连通块都是广义串并联图。这让我产生了《公园》命题

的最初构想。

56最大独立集问题即给定图 G = (V, E) ，求一个最大的 V 的子集 S 使得 E 中任意一条边的两个端点中均有至少一个不属

于 S
57最大权独立集问题即给定图 G = (V, E) 和权值函数 w : V → R+ ，求一个 V 的子集 S 使得 E 中任意一条边的两个端点中

均有至少一个不属于 S 且
∑

u∈S w(u) 最大
58即“一定存在一个最优解包含这个度数为 1 的节点”

189



IO
I20

19
中
国
国
家
候
选
队
论
文
集

教
练
：
张
瑞
喆

20
19

年
5 月

《公园》命题报告 福建省福州第一中学 吴作同

然后我认为最大权独立集问题是一个经典问题，直接作为集训队互测的题目，在新意

和难度上都有一些欠缺，于是就去思考如何去加强、改造这个问题。首先我想到的是把贡

献答案的方式放到边上，这样会使题目看起来不那么经典，但是难度仍然偏低。然后考虑

到现在出现了许多在树上甚至是仙人掌上动态修改，询问全局最优解的题目，于是我也试

图在关于广义串并联图的动态修改上进行突破。

刚开始我考虑的是利用其对偶图的形态（类似一棵树）用链分治树链剖分线段树维护

缩 2 度点后边的信息（此时我的问题保证了图点双连通并且没有点权）。但我发现若给出

了对偶图，该问题就直接变成了一个树上问题，因为不需要把原图建出来就可以解决问题；

若不给出对偶图，得到对偶图的形态是一个较为困难的过程。于是我把思路转向了直接维

护缩 2 度点时图上信息（本题中即边权）的变化过程。我发现这样做就是在建立一棵表达

式树。有了之前的思考，我很轻松地解决了问题。

但是我还不够满意，因为这棵表达式树其实表示的直接就是原图的串并联结构，而对

于这一类的图，直接计算一些只和边有关的答案（比如计算串并联电路中两点之间的等效

电阻）是一件相对容易的事情，因为“串并联”本身描述的就是边的关系。我为了使问题更一

般化，开始考虑与点有关的问题。我发现建立表达式树并链分治的方法在加上点权后仍然

适用，并且需要加上一定量的细节处理。于是《公园》就变成了最后的这个形式。

在子任务设置方面，子任务 1, 2, 3 供选手分析朴素算法，同时为子任务 4, 5 提供思路。

子任务 4, 5 与子任务 8 分别代表了解决问题的两个关键方向，子任务 6, 7 则从无需考虑点

权这一特殊角度来简化问题细节，从而更方便地推出子任务 9 的标准解法。

9 总结

《公园》是一道具有一定难度的题目。本题设置了三方面的部分分，来引导选手走向正

解，同时也为选手提供了多种突破的思路；但这也意味着若要拿较多的部分分，选手需要

写多份的代码。正确通过此题需要清晰的编程思路和适当的处理细节的能力。
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浅谈可追溯化数据结构 温州中学 孔朝哲

浅谈可追溯化数据结构

温州中学 孔朝哲

摘 要

本文主要介绍可追溯化数据结构，首先介绍了并查集的可追溯化，然后介绍了队列、栈、

双端队列的可追溯化，接着介绍了优先队列的部分可追溯化，最后以优先队列的完全可追

溯化为例介绍了一种通用的完全可追溯化方法。

1 引言

现在有一个数据结构，支持一些修改操作和询问操作。

我们在进行了一些修改操作之后，发现某一次修改操作输入错了，希望修改这个修改

操作，然后继续。

因此就有了可追溯化数据结构。

2 定义

对于一个数据结构，

维护一个操作序列，支持在某个位置插入一个操作，或删除一个操作，

以及对按顺序执行这些操作后的状态进行一些询问。

实现这些功能，就称为原数据结构的部分可追溯化 (Partial Retroactivity)。
如果还支持对操作序列的任意一个前缀进行询问，就称为原数据结构的完全可追溯化

(Full Retroactivity)。

3 可追溯化并查集

下面先以并查集的可追溯化为例。

维护一个并查集的操作序列，支持以下操作：

1. Insert(t, union(x,y)) 在第 t 次操作后插入合并 x, y 所属集合的操作。
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为了简化问题，这里不考虑删除操作。

(有删除操作时的部分可追溯化实际上就是动态图连通性问题)

3.1 部分可追溯化并查集

部分可追溯化并查集要求回答以下询问：

1. Query_sameset(x,y) 询问当前时刻 x 和 y 是否属于同一个集合。

这里认为所有操作发生的时刻互不相同且按操作序列上的顺序递增，当前时刻为 +∞。

3.1.1 分析

union 操作具有交换律，因此直接上并查集就好了。

3.2 完全可追溯化并查集

完全可追溯化并查集要求回答以下询问：

1. Query_sameset(t,x,y) 询问在 t 时刻 x 和 y 是否属于同一个集合。

3.2.1 分析

lct 维护以时刻为关键字的最小生成树即可。

4 可追溯化队列

维护一个队列的操作序列，支持以下操作：

1. Insert(t, enqueue(x)) 在第 t 次操作后插入将元素 x 入队操作。

2. Insert(t, dequeue()) 在第 t 次操作后插入出队操作。

3. Delete(t) 删除第 t 次操作。

4.1 部分可追溯化队列

部分可追溯化队列要能回答以下询问：

1. Query(front()) 询问当前时刻队列的下一个将被弹出的元素。

2. Query(back()) 询问当前时刻队列中最后一个被加入的元素。
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4.1.1 分析

不难发现队列的操作都是可以合并的，无需考虑一个 enqueue(x) 操作和一个 dequeue()
操作的顺序。可以先将所有的 enqueue(x) 都做一遍，再做所有的 dequeue() 操作，所得到

的队列仍然一样。

那么就只用维护 enqueue(x) 操作的先后顺序，即每次高效地在第 t 个数后插入一个数

x 就行了。

平衡树？

太难写、复杂度太高。

其实链表就行了。

将 enqueue(x) 操作按照时间顺序存在链表里。并维护两个指针 F 和 B 分别表示队头

元素和队尾元素，这样回答 Query(front()) 和 Query(back()) 只用分别返回 F 和 B 的值就

行了。

enqueue(6) enqueue(5) enqueue(4) enqueue(3) enqueue(2) enqueue(1) dequeue() dequeue()
的例子如下：

一次 Insert(t, enqueue(x)) 对链表的修改：

1. 插入元素 x。

2. 若其成为了新的队尾则更新 B。

3. 如果在 F 后插入元素，则将 F 指向 F 的后继，否则不变。

一次 Delete(t) 操作对链表的修改，t 为 enqueue(x) 操作：

1. 删除元素 x。

2. 若其原来为队尾则更新 B。

3. 如果在 F 后删除元素，则将 F 指向 F 的前驱，否则不变。

一次 Insert(t, dequeue()) 操作对链表的修改：

将 F 指向 F 的前驱。

一次 Delete(t) 操作对链表的修改，t 为 dequeue() 操作：

将 F 指向 F 的后继。

一次操作复杂度是 O(1) 的。
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4.2 完全可追溯化队列

完全可追溯化队列要能回答以下询问：

1. Query(t, front()) 询问 t 时刻后队列的下一个将被弹出的元素。

2. Query(t, back()) 询问 t 时刻后队列中最后一个被加入的元素。

4.2.1 分析

由于 enqueue(x) 操作和 dequeue() 操作是独立的，所以维护两棵平衡树 Te 和 Td 将两

种操作分开处理。

Te 按时间顺序存下所有 enqueue(x) 操作。

Td 按时间顺序存下所有 dequeue() 操作。

修改操作直接在对应的平衡树上进行对应的操作即可，复杂度 O(log m)。

回答 Query(t, back()) 询问：

在 Te 中找到 t 之前的最后一个操作。

回答 Query(t, front()) 询问：

先在 Td 中找到 t 之前有多少个 dequeue() 操作，设次数为 k。

在 Te 中找到第 k + 1 次插入的值，可以用平衡树上二分。

一次询问复杂度是 O(log m) 的。

5 可追溯化栈

维护一个栈的操作序列，支持以下操作：

1. Insert(t, push(x)) 在第 t 次操作后插入将元素 x 入栈操作。

2. Insert(t, pop()) 在第 t 次操作后插入出栈操作。

3. Delete(t) 删除第 t 次操作。

由于部分可追溯化和完全可追溯化的单次操作复杂度都是 O(log m) 的，所以下面只考

虑完全可追溯化栈。

5.1 完全可追溯化栈

完全可追溯化栈要能回答以下询问：

1. Query(t, top()) 询问 t 时刻后的栈顶元素。
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5.1.1 分析

考虑什么样的元素才能是最后的 top()。
可以发现一个操作 Insert(t’, push(x)) 要是最后的 top() 元素当且仅当 (t′, t] 中的 push

操作数量与 pop 操作数量一样。

所以问题就变成了如何快速找到这样一个操作。

用平衡树来解决。用一个平衡树按时间顺序维护所有操作，push(x) 操作记为 +1，pop()
操作记为 −1。

这样问题就变成了求最后一个后缀和为 1 的点。

由于数值只有 ±1，故区间 [lt, rt] 内的后缀和肯定是一段连续的值 [lx, rx]，所以对平衡

树每个节点记录 min 和 max 表示子树内后缀和的最小值、最大值，以及子树内权值和 sum，

查找后缀和为 1 的点就可以在平衡树上二分了。

单次修改和询问的复杂度是 O(logm) 的。

6 可追溯化双端队列

维护一个双端队列的操作序列，支持以下操作：

1. Insert(t, pushL(x)) 在第 t 次操作后插入将元素 x 从左端加入双端队列操作。

2. Insert(t, pushR(x)) 在第 t 次操作后插入将元素 x 从右端加入双端队列操作。

3. Insert(t, popL()) 在第 t 次操作后插入弹出左端第一个数操作。

4. Insert(t, popR()) 在第 t 次操作后插入弹出右端第一个数操作。

5. Delete(t) 删除第 t 次操作。

由于部分可追溯化和完全可追溯化的单次操作复杂度都是 O(log m) 的，所以下面只考

虑完全可追溯化双端队列。

6.1 完全可追溯化双端队列

完全可追溯化双端队列要能回答以下询问：

1. Query(t, left()) 询问 t 时刻后双端队列中最左端元素的值。

2. Query(t, right()) 询问 t 时刻后双端队列中最右端元素的值。

196



IO
I20

19
中
国
国
家
候
选
队
论
文
集

教
练
：
张
瑞
喆

20
19

年
5 月

浅谈可追溯化数据结构 温州中学 孔朝哲

6.1.1 分析

既然有了完全可追溯化栈，能否将双端队列拆成两半，对 pushL(x) 和 popL() 操作维

护一个左端栈，对 pushR(x) 和 popR() 操作维护一个右端栈？

由于双端队列一侧的操作如果不合法了会影响到另一侧，所以最后一个后缀和为 1 的

点不一定就是答案，譬如说下面这个例子：

pushR(1) popL() pushL(2) Query(t, right())
当然，这个错误算法也给了我们一些启发。一个值肯定是被一次 pushL(x) 操作或者

一次 pushR(x) 操作加入双端队列中的，如果能得到 pushL(x) 操作中最有可能是答案的和

pushR(x) 操作中最有可能是答案的再判断一下就行了。

考虑一种手写双端队列的方法。建一个数组 a，初始时 L = 1, R = 0。

1. pushL(x) 操作对应 a[- -L] = x

2. pushR(x) 操作对应 a[++R] = x

3. popL() 操作对应 ++L

4. popR() 操作对应 - -R

这样一次询问只要知道 i 和 a[i] 就行了。

维护两棵平衡树 Tl 和 Tr，Tl 按时间存下 pushL(x) 操作和 popL() 操作，权值分别为

+1 和 −1，Tr 一样。求 t 时刻的 i 的值只用在 Tl 或 Tr 中求一下前缀和就行了。

a[i] 的值肯定是最后一次 pushL(x) 后 L = i 的操作或者最后一次 pushR(x) 后 R = i

的操作。这两个都可以在平衡树上二分出后缀和为 k 的点，取两者较晚的一次操作即可。

单次修改和询问的复杂度是 O(logm) 的。

可以发现回答询问时并没有用到最左端点和最右端点这个限制，所以回答双端队列中

任意一个元素的值也是可以的。

7 可追溯化优先队列

维护一个优先队列（堆）的操作序列，支持以下操作：

1. Insert(t, insert(k)) 在第 t 次操作后插入将元素 k 入堆操作。

2. Insert(t, delete_min()) 在第 t 次操作后插入弹出最小元素的操作。

3. Delete(t) 删除第 t 次操作。
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7.1 部分可追溯化优先队列

部分可追溯化优先队列要能回答以下询问：

1. Query() 询问当前时刻队列的最小元素。

7.1.1 分析

记 Qt 表示 t 时刻队列内的元素，我们只要能够询问 Qnow 即可。

考虑 Insert(t, insert(k)) 对 Qnow 的影响。可以发现他相当于是在 Qnow 中插入了

max{k, k′ | k′ deleted at time ≥ t}

问题在于删除了哪些元素并不好进行维护。

我们称一个时刻 t 是一个桥 (bridge)，当且仅当 Qt ⊆ Qnow。

若 t′ 是 t 时刻前的第一个桥，则：

max{k′ | k′ deleted at time ≥ t}

= max{k′ < Qnow | k′ inserted at time ≥ t′}
(37)

类似地，我们考虑 Insert(t, delete_min()) 的影响。若 t′ 是 t 后面的第一个桥，则影响

即为删除

min{k′ ∈ Qnow | k′ inserted at time ≤ t′} (38)

而对于撤销一个 insert(k) 操作，如果 k 在 Qnow 中，那么影响就是删除 k，否则就是删

除

min{k′ ∈ Qnow | k′ inserted at time ≤ t′}

类似地，撤掉一个 delete_min() 的操作的影响即为

max{k′ < Qnow | k′ inserted at time ≥ t′}

于是我们可以进行 Qnow 的维护。

考虑使用平衡树维护 Qnow。为了处理修改，我们需要另外的平衡树。

我们用另外一棵平衡树维护插入。对于每个节点 u，我们存下

max{k′ < Qnow | k′ inserted in u’s subtree}

以及
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min{k′ ∈ Qnow | k′ inserted in u’s subtree}

我们还需要一个平衡树用来求出桥。我们存储 Insert 的操作，并如下赋权：

1. 对于操作 insert(k)，且 k ∈ Qnow，我们赋权 0；

2. 对于操作 insert(k)，且 k < Qnow，我们赋权 +1；

3. 对于操作 delete_min()，我们赋权 −1。

我们在每个节点上存储子树和，前缀和的最小值，以及前缀和的最大值。

因为桥等价于前缀和等于 0，所以我们对于每次修改，可以通过树上二分在 O(log2 m)

的时间内找到 t 前面的一个桥。

在求出桥之后，我们可以通过 1 式和 2 式来求出这次操作对 Qnow 的影响，从而实时维

护 Qnow。

求出对 Qnow 的影响后，可以同时维护另外两棵平衡树的信息。

时间复杂度：单次修改、询问均为 O(log2 m)。

7.2 完全可追溯化优先队列

堆的完全可追溯化比较困难，因此使用的方法都是比较通用的，适用范围比较广的方

法。

有一个通用的方法可以将 full 的复杂度做到 partial 的复杂度乘上 O(
√

m) 。

对操作序列分块，每 O(
√

m) 个操作分成一块。

对于每个块，将这个块之前的所有操作组成的操作序列用 partial 的方法进行维护。

插入，删除和询问都可以非常暴力的做。

通过一个叫 hierarchical checkpointing 的方法，可以做到单次插入删除 O(log2 m) ，询

问 O(log2 m log log m) 。

用一棵替罪羊树维护整个操作序列。

对于每个结点，对这个结点代表的子树组成的操作序列，维护部分可追溯化堆，将维

护的结果记作两棵平衡树 Qnow 和 Qdel ，分别包含没被删除的元素和被删除的元素 (如果某

次删除的元素的不存在，则认为是无穷大)。
插入结点时对每个祖先都执行一次插入。

如果导致一个子树不平衡则需要进行重构 (重构的实现后面会讲)。
删除是类似的。

为了实现删除，可以打删除标记，也可以只在叶节点存储信息，就是类似线段树的结

构。

询问时，需要合并 O(log m) 个部分可追溯化堆，然后对合并的结果进行查询。
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引理：将两个部分可追溯化堆 Q1,Q2 合并的结果记作 Q3 ，则有

Q3,now = Q2,now

∪
max-A{Q1,now ∪ Q2,del}

Q3,del = Q1,del

∪
min-D{Q1,now ∪ Q2,del}

这里 A = |Q1,now| , D = |Q2,del| ，max-C{S } 表示集合 S 中前 C 大的元素。

为了快速合并，我们用多棵平衡树的并来表示 Qnow 和 Qdel 。

定义可并的部分可追溯化堆 Qk ，表示 Qk
now 和 Qk

del 都是用不超过 k 棵平衡树表示的。

那么如果现在要合并 Qk
1 和 Qk

2 ,
令 T = Q1,now

∪
Q2,del ，记 Ti(1 ≤ i ≤ 2 × k) 为 T 中第 i 棵平衡树，

令 x = max-A{T } ，
将 Ti 根据 x 分裂成两棵平衡树 Ti,< 和 Ti,>

则 Q3,now = Q2,now
∪

T1,>, · · · ,T2k,> Q3,del = Q1,del
∪

T1,<, · · · ,T2k,<

这样我们就由 Qk
1 和 Qk

2 得到了 Q3k
3 。

时间复杂度 O(k log m)。

求解 max-A{T } 有点麻烦，这里不再赘述，有兴趣的同学可以自己去看论文。

假设现在要合并 k 个部分可追溯化堆 Q1..k ，记合并的结果为 Q∗ 。

如果直接分治，使用上面的方法合并，那么 Q∗,now 和 Q∗,now 会用 O(3log2 k) = O(klog2 3)

棵平衡树来表示。

引理：存在 ai 和 a′i ，使得

Q∗,now =
∪

i
max-aiQi,now

∪
i
max-a′i Qi,del

因此 Q∗, now 和 Q∗, del 都可以用 2k 棵平衡树来表示。

因此合并 k 个部分可追溯化堆的时间为 O(k log k log m) 。

询问时的复杂度为 O(log2 m log log m) 。

关于子树重构，只需要使用归并操作来合并 Q1,now 和 Q2,del 。对于大小的 m 的子树重

构的复杂度为 O(m log m) 。

所以插入删除的复杂度为均摊 O(log2 m) 。
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浅谈杨氏矩阵在信息学竞赛中的应用

成都市第七中学 袁方舟

摘 要

杨氏矩阵又称杨表，是一个特殊的矩阵。本文将介绍一些关于杨表的性质，使得杨表

可以和许多组合问题建立联系，在组合计数问题的求解中发挥作用。希望本文能够让读者

深入了解杨表，体会到杨表的美妙之处。

1 前言

在数学中，杨表 (Young tableaux)，又称杨氏矩阵，是组合表示理论和舒伯特演算领域

的常用工具。在对称群和一般线性群性质的研究中，杨表提供了一个方便的方式来描述的

它们的群表示。杨表由剑桥大学数学家阿尔弗雷德·杨在 1900 年提出。接着于 1903 年被

弗罗贝尼乌斯应用于对称群的研究中。

在信息学竞赛中，很早便出现了考察杨表的钩子公式的题目。遗憾的是，许多选手对

于杨表的认识只止步于基本定义和钩子公式的套用上。本文将从杨表和排列的对应关系讲

起，第 4 节将谈论杨表和对称矩阵的关系，第 5 节的内容是杨表和信息学竞赛中耳熟能详

的问题——最长上升子序列问题的联系。第 6 节则会谈论广为人知的杨表钩子公式以及其

证明。第 7 节是杨表和网格图路径的一些联系。第 8 节是对半标准杨表计数公式的讲解。

同时，本文也会将杨表和信息学竞赛中的题目联系起来，展示他们之间的关联。

2 定义

令 λ = (λ1, . . . , λm)(λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λm > 0) 是 N 的一个整数拆分，记为 λ ⊢ N。则一个形

状为 λ 的杨图 (young diagram) 为一个 m 行，第 i 行有 λi 列的表格。一个形状为 λ 的标准

杨表 (standard young tableaux) 则是将 1 到 N 这 N 个正整数填到杨图中，并使得每一行

从左往右和每一列从上往下都是严格递增的。若满足同一行中的数字非严格递增，且同一

列中的数字严格递增的杨表被称作是半标准杨表 (semistandard young tableaux)。将杨表

中每个数字出现的次数记录下来，可得到一个序列，该序列被视为杨表的“权重”。比如，标

准杨表的权重便是 (1, 1, . . . , 1)，因为在标准杨表中，1 到 N 的正整数恰好各出现一次。
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如下图，分别是大小为 9 的杨图和标准杨表。

1 4 7 8

2 5

3 9

6

对于两个整数拆分 λ = (λ1, λ2, . . . , λm) 和 µ = (µ1, µ2, . . . , µm′)，设对于每个 i 都

有 µi ≤ λi（设 i > m 时 λi = 0，i > m′ 时 µi = 0）。那么一个形状为 λ/µ 的斜

杨图 (skew young tableaux) 就是 λ 的杨图中扣去 µ 的杨图。同理，若满足同一行

中的数字非严格递增，且同一列中的数字严格递增，则该斜杨表被称作半标准的；若

满足同一行中的数字严格递增，且同一列中的数字严格递增，且表内 1 到 N 各出现一

次，则该斜杨表被称作标准的。如下图所示，是一个形状为 (9, 7, 5, 1)/(5, 3, 2) 的标准斜杨表。

2 3 4 11
5 7 10 12

1 6 8
9

2 3 4 11
5 7 10 12

1 6 8
9

3 杨表和排列的对应关系

排列总是有一些难以捉摸的组合性质，比如“一个排列的最长上升子序列”。从这一节开

始，我们将会看到杨表和排列的对应关系，以及排列性质是如何借用杨表直观表现出来的。

下面的算法，被称作 RSK 算法，由 Robinson,Schensted and Knuth 提出。这个算法

提供了一个将杨表和排列联系起来的途径。本节讨论的杨表都是标准杨表。

插入算法 令 S 是一个杨表，定义 S ← x 表示将 x 从第一行插入杨表中，具体做如下

操作：

(1) 在当前行中找到最小的比 x 大的数 y。

(2) 如果找到了就用 x 去替换 y，移到下一行，令 x← y 重复操作 (1)。
(3) 如果找不到的话就把 x 放在该行末尾并退出。记 x 在第 s 行 t 列，(s, t) 必定是一

个边角。一个格子 (s, t) 是边角当且仅当 (s + 1, t) 和 (s, t + 1) 都不存在格子。

例如，将 3 插入杨表 (2, 5, 9)(6, 7)(8) 中：
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3→
2 5 9
6 7
8

2 3 9
6 7
8

(5) 2 3 9
5 7
8

(6)
2 3 9
5 7
6
8

同理，定义对列插入算法，描述的便是把 x 从第一列开始插入，仿照上述过程构建的

杨表。

对列插入算法 令 S 是一个杨表，定义 x → S 表示将 x 从第一列插入杨表中，具体做

如下操作：

(1) 在当前列中找到最小的比 x 大的数 y。

(2) 如果找到了就用 x 去替换 y，移到下一列，令 x← y 重复操作 (1)。
(3) 如果找不到的话就把 x 放在该列末尾并退出。记 x 在第 s 行 t 列，(s, t) 必定是一

个边角。

例如，将 3 使用对列插入算法插入杨表 (2, 5, 9)(6, 7)(8) 中：

3→
2 5 9
6 7
8

2 5 9
3 7
8

(6)

2 5 9
3 6
8 (7)

2 5 7 9
3 6
8

删除算法 输入 s, t，表示将杨表 S 的第 s 行第 t 列删去。注意 (s, t) 一定是一个边角。

令 x = S s,t，具体做如下操作：

(1) 若现在是第一行，退出并删除 x。

(2) 在上一行中找到最大的比 x 小的数 y。

(3) 用 x 替换 y，并移到上一行，令 x← y 重复操作 (2)。

我们试图对杨表 (2, 3, 9)(5, 7)(6)(8) 执行删除 (4, 1) 操作

2 3 9
5 7
6
8

2 3 9
5 7
8 (6)

2 3 9
6 7
8

(5)
2 5 9
6 7
8

→ 3

引理 3.1. S ← x 和 x→ S 一定是一个杨表。

证明. 考虑 S ← x(x → S 同理) 首先，我们可以注意到如果有两个连续的行长度相等，那

么必定不会使第二行变长。这是因为第二行的末尾一定比第一行所有数大。再来考虑递增

的性质，可以发现每行仍然是递增的。由于列递增，每次替换后只会往下或者左下走，可以

发现它一定会比上一行同列的数大，且比下一行同列的数小。于是列递增也是成立的。 □
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引理 3.2. 对 S 运行删除算法后一定是一个杨表。

证明. 首先，由于删除的是边角，所以同样不会有第一行比第二行短的情况。再来考虑递增

的性质，可以发现每行仍然是递增的。由于列递增，每次替换后只会往上或者右上走，可以

发现它一定会比上一行同列的数大，且比下一行同列的数小。于是列递增也是成立的。 □

引理 3.3. 上述删除算法是插入算法的逆运算。逆运算指的是如果记下每次插入算

法返回的 (s1, t1), (s2, t2) . . . (sn, tn) 等，那么反过来，对这个操作之后的杨表依次删除

(sn, tn) . . . (s2, t2), (s1, t1)，得到的杨表和操作之前的相同。

证明. 考虑对于一个杨表 S，插入一个数 x1 返回 (s, t)，然后立刻删去 (s, t)。我们要证的是，

假设插入的时候每行操作的 x 分别是 x1, x2, . . . xm，那么删除的时候每行操作的 x 必定也是

x1, . . . xm。考虑归纳，首先第 m 行一定都是 xm。假设插入算法到第 i 行时，要插入的数为

xi，令在第 i− 1 行插入的数为 xi−1。注意到 xi, xi−1 在第 i− 1 行里满足 . . . S i−1,k < xi−1 < xi <

S i−1,k+2 . . . 的关系（如果定义超出右边界的位置为 inf，超出左边界的位置为 − inf）。那么

在删除算法到第 i 行时，找最大的比 xi 小的数就一定能找到 xi−1。所以命题得证。 □

定义 3.1. 对于一个排列 X = (x1, x2 . . . xk)，定义 PX 为杨表 (. . . (x1 ← x2)← x3 . . . )← xk。

定义 QX 为记录表，即在对 PX 插入 xi 时将下标的 i 插入相应位置 (注意，这里没有运行

任何算法) 并维持 QX 和 PX 的形状相同。显然，QX 也是一个杨表。

如下图所示

X = 1, 5, 3, 2, 6, 7, 4→ PX =

1 2 4 7
3 6
5

QX =

1 2 5 6
3 7
4

定理 3.1. (Robinson–Schensted correspondence)
一个 1 到 n 个数的排列 X = x1, . . . , xn 和一对相同形状的标准杨表是一一对应的。也

就是说， ∑
λ⊢n

f 2λ = n!

证明. 首先，对于一个排列 X，通过插入算法一定可以找到唯一一对对应的标准杨表 PX 和

QX。反过来，对于一对标准杨表 PX 和 QX，一定可以通过每次将 QX 中最大值所在坐标输

入删除算法得到唯一一个排列。由于插入算法和删除算法互为逆算法，所以可以得到一一

对应关系。 □

4 杨表和对称矩阵

一个大小为 W × H 的非负整数矩阵 A，可以看做是一些数对 (i, j)，其中 (i, j) 出现 Ai j

次。定义数对之间的比较 (a, b) ≤ (c, d) 为真当且仅当 a < c 或 a = c 且 b ≤ d 时成立。那
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么一个矩阵就可以唯一表达成一个数对的排列，也就是一个序列对，如下图所示。这让我

们想到杨表也可以和矩阵有对应关系。杨表的对称性可以从中直观地感受到。


0 1 0

0 0 2

1 1 0

→
1 2 2 3 3

2 3 3 1 2


下面对于这个序列对进行讨论。仿照杨表和排列的对应关系，如果直接对着这个序列对运

行 RSK 算法可以得到如下的基本定理

定理 4.1. 一对满足 (u1, v1) ≤ (u2, v2) ≤ · · · ≤ (uk, vk) 的相同长度序列对u1 u2 . . . uk−1 uk

v1 v2 . . . vk−1 vk


和一对相同形状的半标准杨表 (PX ,QX) 一一对应。此时 PX 是对第二行运行插入算法后得

到的杨表，即 (. . . (v1 ← v2)← v3 . . . )← vk，而 QX 每次记录下的则是 ui，如下图所示。1 2 2 3 3

2 3 3 1 2

→ 1 2 3
2 3

1 2 2
3 3

我们试图对 RSK 算法进行更深刻的观察。考虑如下这样一个序列对

X =

u1 u2 . . . uk−1 uk

v1 v2 . . . vk−1 vk


且满足 u1 ≤ u2 ≤ · · · ≤ uk。考虑这个序列对里哪些数会被放在 PX 和 QX 的第一行中。记

P(i, j)
X 为 PX 的第 i 行第 j 列的数，同理定义 Q(i, j)

X 。对于 P(1,1)
X ，首先会变成 v1，此时 Q(1,1)

X

被赋值为 u1；然后 P(1,1)
X 每次遇到比他小的都会变化，Q(1,1)

X 则一直不变。这启发我们得到

一个结论

引理 4.1. 如果把 X 分成若干组 A(i)
X ，定义 A(i)

X = {(ua(i,1) , va(i,1)), . . . , (ua(i,ki)
, va(i,ki)

)}，其中 a(x,y)

是指 A(x)
X 的第 y 个数对原序列对中的位置。第 1 组 A(1)

X = {(ua(1,1) , va(1,1)), . . . , (ua(1,k1)
, va(1,k1)

)}
是记录下从 1 开始的一个序列，满足每个 va(1,i)，在序列对中都严格小于它前面的所有数，

即 ∀ j, 1 ≤ j ≤ a(1,i) − 1, v j > va(1,i)。然后把这个序列删去后重复操作，得到 A(2)
X , A

(3)
X . . .，直

到序列为空。那么对于所有 t，有 P(1,t)
X = va(t,kt)

,Q(1,t)
X = ua(t,1)

X =

1 3 5 6 8 8

7 9 2 5 2 7

→
A(1)

X = {(1, 7), (5, 2)}
A(2)

X = {(3, 9), (6, 5), (8, 2)}
A(3)

X = {(8, 7)}
→

P(1,∗)
X = {2, 2, 7}

Q(1,∗)
X = {1, 3, 8}

有了这个引理后，我们可以得到一个 PX 和 QX 的关系。
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定理 4.2. 定义 X 为序列对满足 (u1, v1) ≤ (u2, v2) ≤ · · · ≤ (uk, vk)，那么定义 X−1 为将这个

序列对按照 (vi, ui) 排序之后的序列对。

X =

u1 u2 . . . uk−1 uk

v1 v2 . . . vk−1 vk

→ X−1 =

vi1 vi2 . . . vik−1 vik

ui1 ui2 . . . uik−1 uik

 ((vi1 , ui1) ≤ (vi2 , ui2) ≤ · · · ≤ (vik , uik))

那么有 (PX ,QX) = (QX−1 , PX−1)，如下图所示。

X =

2 3 4 5 5 5 6

1 5 3 2 6 7 4

→ PX =

1 2 4 7
3 6
5

QX =

2 3 5 5
4 6
5

X−1 =

1 2 3 4 5 6 7

2 5 4 6 3 5 5

→ PX−1 =

2 3 5 5
4 6
5

QX−1 =

1 2 4 7
3 6
5

证明. 首先我们考虑第一行。对于 A(1)
X ，其中的元素满足ua(1,1) < ua(1,2) < ua(1,3) < · · · < ua(1,k1)

va(1,1) > va(1,2) > va(1,3) > · · · > va(1,k1)


注意到数对比较的定义，所以 A 中不会存在相等的 ui。那么 A(1)

X−1 则是va(1,k1)
< va(1,k1−1)

< va(1,k1−2)
< · · · < va(1,1)

ua(1,k1)
> ua(1,k1−1)

> ua(1,k1−2)
> · · · > ua(1,1)


很容易证明 A(1)

X 和 A(1)

X−1 是同构的，即 X 和 X−1 中被选入 A(1) 的数对是一样的。首先 A(1)

X−1

不会比 A(1)
X 多一个或者少一个，然后可以利用这两个的对称性易证不可能会有元素被替代。

假设存在 (va(1,x), ua(1,x)), (va(1,y), ua(1,y))(x > y), (a, b) 满足 va(1,x) < a < va(1,y), ua(1,x) > b

且 b ≤ ua(1,y)。那么在 AX 中就会有 b ≤ ua(1,y) 且 a < va(1,y)，这样 AX 一定会优先选择 (b, a)，

矛盾。考虑 A 的构造算法，通过归纳可以发现 AX = AX−1。由于 P,Q 的第一行分别会取右

下角和左上角，那么我们就证明了 PX ,QX 的第一行分别和 QX−1 , PX−1 相等。

可以发现在取走属于第一行的数之后，这些集合变成了ua(i,2) ua(i,3) . . . ua(i,ki)

va(i,1) va(i,2) . . . va(i,ki−1)

 ,
va(i,ki−1)

va(i,ki−2)
. . . va(i,1)

ua(i,ki)
ua(i,ki−1)

. . . ua(i,2)


这样我们就得到了被挤到第二行的数对。请注意，这个 AX 并不是第二行的 AX，但是我们

可以发现这两个序列对仍然是符合关系的。所以可以继续归纳下去，证明完毕。 □
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4.1 对称矩阵

定理 4.3. 一个 W × H 的矩阵 M，假设每行的和分别是 (r1, r2, . . . , rW)，每列的和分别是

(c1, c2, . . . , cH)。定义 XM 为矩阵 M 对应的序列对，定义 PM,QM 为 PXM ,QXM。那么 M 和

一对半标准杨表 PM,QM 一一对应，其中 PM 中 i 出现了 ci 次，QM 中 i 出现了 ri 次。

这个定理很容易说明，考虑上述对于矩阵的编码即可。

定理 4.4. 对于一个 W ×H 的矩阵 M，定义 MT 为一个 H ×W 的矩阵满足 ∀i, j,MT
i j = M ji。

定义对称矩阵指一个 n × n 的矩阵 M 满足 M = MT。假设每行的和分别是 (r1, r2, . . . , rW)，

那么对称矩阵 M 和一个半标准杨表 PM 一一对应，其中 PM 中 i 出现了 ri 次。

0 1 0 0 0

1 0 0 2 0

0 0 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 0 0 1


→ X =

1 2 2 2 4 4 5

2 1 4 4 2 2 5

→ PX = QX =
1 2 2 5
2 4 4

证明. 定义 M 对应的排列对为 XM。那么考虑 XM 和 XMT 之间的关系。可以发现 X−1M = XMT 。

M =


0 1 0

0 0 2

1 1 0

→ XM =

1 2 2 3 3

2 3 3 1 2

→ X−1M =

1 2 2 3 3

3 1 3 2 2



MT =


0 0 1

1 0 1

0 2 0

→ XMT =

1 2 2 3 3

3 1 3 2 2


由定理 4.2 可得，XM 和 X−1M 的杨表对是反过来的。这说明如果 X 满足 XM = X−1M 的话，

XM 就和一个杨表 PX 一一对应。表现到矩阵上就是满足 M = MT 的矩阵 M 与一个半标准

杨表一一对应。于是证毕。 □

定理 4.5. 在对称矩阵 M 中，M 的 迹 与其对应的半标准杨表 PM 中长度为奇数的列数相

等。一个矩阵的 迹 记做 tr(M)，且 tr(M) =
∑n

i=1 Mii。

证明. 对于一个对称矩阵 M 转化而来的排列 X，每个 A(i)
X 一定是回文的，这是因为如果

(u, v) 在 A(i)
X 出现，那么 (v, u) 也会出现。设 u < v。假设 AX 选择了 (u, v)，然后它选择了

一个 (a, b) 而不是选择 (v, u)，那么 (a, b) 满足 u < a < v 且 v > b, b < u。那么它前面一定

会存在一个 (b, a) 满足 a < v, b < u，所以 AX 会选择 (b, a) 而不是选择 (u, v)，矛盾。

一个形如 (u, u) 的对只能在每个 A(i)
X 中出现一次。所以一定会有 tr(M) 个 A(i)

X 长度为

奇数。由归纳就可以证明结论。 □
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4.2 对合排列

如果一个 n × n 的 01 矩阵满足每行每列都存在 1，且每行每列的和都是 1，那么这个

矩阵就暗示着一个排列。这样的一个矩阵对应的杨表就是标准杨表。

定义 4.1. 对于一个 1 到 n 的排列 X = x1, . . . , xn，定义 X−1 为一个排列，满足 ∀i, X−1xi
= i。

定义满足 X = X−1 的排列为对合排列(involution permutation)。

可以发现，这个操作正好就是矩阵的翻转操作。所以我们可以得到如下的结论：

定理 4.6. 大小为 n 的标准杨表个数为对合数(involution numbers)。对合数指的是满足

X = X−1 的排列 X 数量。且大小为 n 的标准杨表和每个这样的排列一一对应。

这个定理给出了大小为 n 的标准杨表个数公式：a(n) = (n−1)a(n−2)+a(n−1), a(0) =
1, a(1) = 1。这是对合数的计数公式，由于每个对合排列都是由一些大小为 2 的环和一些点

构成，每次枚举最后一个点和谁配对就可以得到这个公式。

定理 4.7. 对于对合排列 X，X 中满足 Xi = i 的 i 的数量和它所对应标准杨表奇数列的个

数相等。

X = 1, 5, 3, 6, 2, 4, 8, 7→ PX = QX =

1 2 4 7
3 6 8
5

这就是定理 4.5 在排列上的体现。

5 杨表与最长上升子序列

定义一个序列的 LIS(Longest Increasing Subsequence) 为其最长上升子序列，同理，定

义 LDS(Longest Decreasing Subsequence) 为其最长下降子序列。

定理 5.1. PX 中第一行长度即为排列 X 的 LIS 长度。

注意，P 的第一行并不一定是 LIS 本身，所以不能直接利用杨表性质做“LIS 划分”之类

的问题。

引理 5.1. (x→ S )← y = x→ (S ← y)
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分 3 种情况讨论，分别是 S 最大,x 最大或是 y 最大。y 最大的情况，可以由图知；同

理可得 x 最大的情况。S 最大的情况可以通过讨论最大值的位置解决，感兴趣的可以查看

完整证明过程 [10]，这里不再赘述。

引理 5.2. 对于一个排列 X 和它产生的杨表 PX，若 XR 是 X 的翻转，那么 XR 产生的杨表

PXR 即为 PX 交换行列得到。注意，这个引理对 QX 不成立

X = 1, 5, 7, 2, 8, 6, 3, 4→ PX =

1 2 3 4
5 6 8
7

XR = 4, 3, 6, 8, 2, 7, 5, 1→ PXR =

1 5 7
2 6
3 8
4

证明. 定义 P(x1 . . . xn) = (. . . (x1 ← x2) . . . ) ← xn, P′(x1 . . . xn) = x1 → (. . . (xn−1 → xn) . . . )。

那么 P(x1 . . . xn) 就是 X 生成的杨表，P′(x1 . . . xn) 就是 XR 生成的杨表翻转行列得到。首先

可以注意到 x1 ← x2 = x1 → x2。如果 x1 < x2 则它们都是 x1x2，否则它们都是
x2
x1

，这说明

n ≤ 2 时 P, P′ 相等。设 P(x1 . . . xn) = P′(x1 . . . xn) 对于该引理成立，那么

P(x1 . . . xn, xn+1) = P′(x1 . . . xn)← xn+1

= (x1 → P′(x2 . . . xn))← xn+1

= x1 → (P′(x2 . . . xn)← xn+1)(引理 5.1)

= x1 → (P(x2 . . . xn)← xn+1)

= x1 → P′(x2 . . . xn+1)(由前提条件可得)

= P′(x1 . . . xn+1)

□

定理 5.2. 杨表 PX 中的第一列长度即为排列 X 的 LDS 长度。

证明. 由定理 5.1 和引理 5.2 立刻可以得到，因为把序列翻转后原先的最长上升子序列就变

成了最长下降子序列 □

5.1 最长的 k-LIS 子序列

定义 k-LIS 序列为 LIS 长度不超过 k 的序列。同理，定义 k-LDS 序列表示 LDS 长度

不超过 k 的序列。显然，最长的 1-LIS 子序列就是该序列的 LDS，这正是杨表的第一列；我
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们于是可以作出如下猜想：是否前 k 列长度就是最长的 k-LIS 子序列长度呢？实际上，这

是正确的。

引理 5.3. 对于序列中三个连续的数 x, y, z(x < y < z)，如果它们在序列中不是按照

(x, y, z)(z, y, x) 出现的话，交换 x, z 后序列的最长 k-LIS 子序列长度不变。

证明. 考虑 (z, x, y)。注意到交换 x, z 不会让答案增加。令 G 为原排列的最长 k-LIS 子序列。

如果 G 不同时包含 x, z，那么交换 x, z 后长度不会变短。若 G 同时包含 z, x，那么 G 一定

包含 y。否则把 x 换成 y 就可以得到一个更长的 k-LIS 子序列。这时可以发现交换 x, z 后

不会增加 G 中 LIS 长度。

所以 (z, x, y) → (x, z, y) 不会使答案变化。同理，还有 (x, z, y) → (z, x, y), (y, x, z) →
(y, z, x), (y, z, x)→ (y, x, z)。 □

引理 5.4. 对 于 一 个 排 列 X 和 它 产 生 的 m 行 杨 表 P， 令 排 列 X∗ 为

(Pm,1 . . . , Pm,λm , Pm−1,1 . . . , P1,1 . . . P1,λ1)（即将杨表从下往上每行依次写在后面） 。那么

X 一定可以通过引理 5.3 中的交换操作转化成 X∗。

对于这个定理，考虑归纳，模拟杨表插入算法即可证明。这里不再赘述。

定理 5.3. 对于杨表 P，前 k 列的长度总和就是这个排列最长 k-LIS 子序列长度。同理，前

k 行的长度总和就是这个排列的最长 k-LDS 子序列长度。

证明. 由引理 5.4 可得，每个排列都可以化成 (Pm,1 . . . .Pm,λm , Pm−1,1 . . . ., P1,1 . . . P1,λ1) 的形

式。所以最长 k-LIS 子序列长度（另一个结论可以由翻转排列得到）可以表示成

F(k) =
m∑

i=1

min(k, λi)

可以很快发现这个东西就等于前 k 列的长度总和。 □

例题 1. (CTSC2017 最长上升子序列)
有一个长为 n 的数列 b，对于序列 Bm = (b1, b2 . . . , bm)，设 C 是 Bm 的子序列，且 C 的

最长上升子序列的长度不超过 k，则询问 C 的长度最大值。Q 次询问 k,m，Q ≤ 2× 105, k ≤
m ≤ n ≤ 50000。

分析先思考对于一个询问怎么做，多个询问考虑使用扫描线的方法。这样我们就需要维护

每个前缀的杨表。如果使用以上结论，可以发现问题变成了如何快速维护杨表前 k 列的长

度之和。如果直接维护，复杂度是 O(n2 log n) 的不能接受。考虑维护前
√

n 列和前
√

n 行。

可以发现，杨表一定不会完全覆盖这个 W ×H 的矩形。如果 K ≤ W，那么可以直接得答案；

如果 K > W，那么大于 W 的部分一定在 H 行内。所以可以考虑如何同时维护前
√

n 列和

前
√

n 行。由引理 5.2 可得，将这个排列翻转一下就可以得到杨表的翻转，所以只需要再

同时维护 −Ai 即可，复杂度为 O(n
√

n log n)。
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5.2 LIS 计数

定理 5.4. 最长上升子序列长度为 α，最长下降子序列长度为 β 的排列数就是对于列数 α，

行数 β 的杨表数平方和。即：

A =
∑

行数为β,列数为α,λ⊢n
f 2λ

证明. 使用定理 5.1(首行 LIS)，定理 5.2(首列 LDS) 和定理 3.1(杨表和排列对应) 即可证

明。 □

如果这个序列里允许重复数字的出现，则依照 RSK 算法的运行可以得到如下的结果。

定理 5.5. 最长非严格上升子序列长度为 α，最长严格下降子序列长度为 β 的排列数是对

于列数 α，行数 β 的相同形状半标准杨表数和标准杨表数的乘积。即：

A =
∑

行数为β,列数为α,λ⊢n
gλ/µ fλ

其中 gλ/µ 表示权重为 µ 的半标准杨表数。特别地，当 µ = (1, 1, . . . 1) 时 gλ/µ = fλ。

例题 2. (BJWC2018 最长上升子序列)
现在有一个长度为 n 的随机排列，求它的最长上升子序列长度的期望。为了避免精度

误差，你只需要输出答案模 998244353 的余数。(n ≤ 28)

分析令 E(n) 为随机序列中最长上升子序列的期望长度。即

E(n) =
1

n!

∑
w是一个长为n的排列

LIS (w)

这道题的标算使用了 O(n22n) 的状压 DP。考虑状压每个长度最小结尾数组（就是杨表第

一行）即可，由于本题 n ≤ 28 太大还需要本地打表。实际上，使用定理 5.4，可以发现我

们只需要枚举每种形状的杨表并计算它们的个数就可以了。杨表形状数是 p(n)，其中 p(n)

为 n 的整数拆分数。那么 O(n2p(n)) 的时间得出结果。p(n) 的增长速度远小于 2n，甚至能

做到 1s 内跑出 n ≤ 63 的答案。
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6 杨表与钩子公式

从本节开始，我们将要看到杨表的一系列计数公式，以及它们是如何使用各种组合事

物推演而来的。这一节讲的就是众所周知的钩子公式，钩子公式在代数，概率论等方面都

有应用。这里也给出了标准杨表钩子公式的一个证明；实际上，对于斜杨表的钩子公式也

是存在的 [13]，它使用了一个“Excited tableaux”概念来定义。

令 λ = (λ1, . . . , λm) 为 n 的一个整数拆分。在形状为 λ 的杨图中，定义 hλ(i, j) 为形如

(a, b)(a = i, b ≥ j 或 a ≥ i, b = j) 的格子数量。这个 h 被称作为钩子 (hook) 函数。正因为这

个函数的计数区域形似一个钩子，所以才称作为钩子公式。那么形状为 λ的标准杨表数量为

定理 6.1. (Frame, Robinson and Thrall formula)

fλ =
n!∏

hλ(i, j)
(39)

如果只使用 λ 表达，那么钩子公式可以写成

n!
∏

1≤ j<k≤m(λ j − j − λk + k)∏m
i=1(λi + m − i)!

6.1 钩子公式的一个证明

我们考虑使用归纳法证明。令 λ 为 n 的一个整数拆分，µ 为 (n − 1) 的一个整数拆分。

记 µ→ λ 当且仅当形状为 λ 的杨图包含形状为 µ 的杨图。那么我们要证明就是

n!∏
s∈λ hλ(s)

=
∑
µ→λ

(n − 1)!∏
s∈µ hµ(s)

或者是 ∑
µ→λ

∏
s∈λ hλ(s)∏
s∈µ hµ(s)

= n (40)

对于一个 i 行 j 列的格子 c = (i, j)，令 ct(c) = i − j。对于 (6, 4, 2, 1) 的杨图，每个格

子的 ct 为

0 -1 -2 -3 -4 -5
1 0 -1 -2
2 1
3

Y1 X1

Y2 X2

Y3 X3

X4

X0 Y0

Y4
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令 λ里有 m 个边角，设这些边角从上往下为 Xi = (αi, βi)(i ∈ [1,m])。令 Yi = (αi, βi+1)(i ∈
[0,m])。这里我们令 α0 = βm+1 = β0 = 0, X0 = (α0, β0) = (0, 0)，注意这个点是在图外

的。再令 A(c) 为格子 c 往下走最远的点，B(c) 为格子 c 往右走最远的点。那么 hλ(c) =

ct(A(c)) − ct(B(c)) + 1。

令 xi = ct(Xi), yi = ct(Yi)，我们随即发现

m∑
i=0

xi =
m∑

i=0

yi (41)

这是因为
∑m

i=0(xi − yi) =
∑m

i=0(αi − βi − (αi − βi+1)) = βm+1 − β0 = 0。

我们的证明分为 3 个步骤，分别是 (4),(5),(6) 这三个等式

∑
µ→λ

∏
s∈λ hλ(s)∏
s∈µ hµ(s)

= −
m∑

i=1

∏m
j=0(xi − y j)∏m

j=1, j,i(xi − x j)
(42)

= −1
2

m∑
i=0

(x2i − y2i ) (43)

= n (44)

对 (4) 式的证明 设 µ(i) 是通过加一个边角 Xi 变成 λ 的 µ，这其中只有和 Xi 同行或同列

的格子的 hλ 值会发生变化。对于同列的格子，注意到只有形如 L j = (α j, βi)(1 ≤ j < i) 和

M j = (α j + 1, βi)(0 ≤ j < i) 的格子会对答案造成影响。可以得到

hλ(M j) = ct(A(M j)) − ct(B(M j)) + 1 = xi − y j

hµ(i)(L j) = ct(A(L j)) − ct(B(L j)) + 1 = xi − x j

同理对于同行的格子令 L j = (αi, β j)(i < j ≤ m) 和 M j = (αi, β j+1 + 1)(i ≤ j ≤ m)，则

hλ(M j) = y j − xi

hµ(i)(L j) = x j − xi

所以有 ∑
µ→λ

∏
s∈λ hλ(s)∏
s∈µ hµ(s)

=
m∑

i=1

∏
s∈λ hλ(s)∏

s∈µ(i) hµ(i)(s)

=
m∑

i=1

∏m
j=0 hλ(M j)∏m

j=1, j,i hµ(i)(L j)

=
m∑

i=1

∏i−1
j=0(xi − y j)

∏m
j=i(y j − xi)∏i−1

j=1(xi − x j)
∏m

j=i+1(x j − xi)

= −
m∑

i=1

∏m
j=0(xi − y j)∏m

j=1,i, j(xi − x j)
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对 (5) 式的证明 熟悉拉格朗日插值的人可能会很熟悉这个形式。这里我们沿用多项式的

想法来证明它。定义

P(t) = −
m∑

i=1

∏m
j=0(xi − y j)∏m

j=1,i, j(xi − x j)

m∏
j=1, j,i

(t − x j)

Q(t) =
m∏

j=0

(t − y j)

可以发现 P(t) 是一个 m − 1 次多项式，而我们的式子就是它的 tm−1 项系数，而 Q(t) 是一

个 m + 1 次多项式。现在考虑 P(t) + Q(t) 这个多项式的性质，可以发现它是一个 m + 1 次

多项式，而且在 t = xs 的时候为 0。注意到 xi 互不相同，那么也就是说，存在一个 α 使得

P(t) + Q(t) = (t − α)
m∏

i=1

(t − xi)

⇒ P(t) = (t − α)
m∏

i=1

(t − xi) −
m∏

j=0

(t − y j)

= (−α −
m∑

i=1

xi +
m∑

i=0

yi)tm + (α
m∑

i=1

xi +
∑

1≤i< j≤m

xix j −
∑

0≤i< j≤m

yiy j)tm−1 + . . .

由于 P(t) 是一个 m − 1 次多项式，所以它的 tm 的系数应该为 0。由 (3) 式可得，α = 0。

注意到 x0 = 0，也就是说，P(t) 的 tm−1 项系数可以被写成∑
0≤i< j≤m

xix j − yiy j

我们马上发现 ∑
0≤i< j≤m

xix j − yiy j =
1

2
((

m∑
i=0

xi)
2 − (

m∑
i=0

yi)
2 −

m∑
i=0

x2i −
m∑

i=0

y2i )

= −1
2

m∑
i=0

(x2i − y2i )

对 (6) 式的证明 这个结论的证明很简单，将 xi, yi 用 αi, βi 带入可得

−1
2

m∑
i=0

(x2i − y2i ) = −1
2

m∑
i=0

((αi − βi)
2 − (αi − βi+1)

2)

=
m∑

i=0

(αiβi − αiβi+1)

而这个式子即计算图大小的式子，于是得证，即钩子公式得证。

6.2 在杨图上的随机游走

定义在杨图上的随机游走过程为：从一个位置开始，每次选择同行靠右或是同列靠下

（当然不能选自己）的格子，然后转移到那里，直到到达一个边角为止。
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定理 6.2. (Hook Walk)
在杨图 λ = (λ1, λ2, . . . , λm) 中，从 (1,1) 随机游走到一个边角 (r,s) 的概率是

1

n

r−1∏
i=1

hλ(i, s)
hλ(i, s) − 1

s−1∏
j=1

hλ(r, j)
hλ(r, j) − 1

如果对于每行每列分别设一个权重，随机选择时会通过这个权重来定义每个位置的概

率，具体就是该位置的权重/所有能选的位置权重之和，其中如果这个格子是在下面的那么

权重定义为该行的权重，否则定义为该列的权重。

定理 6.3. (Weighted Hook Walk)
在杨图 λ = (λ1, λ2, . . . , λm) 中，定义 λ′ = (λ′1, . . . )，满足 λ′i = |{ j|λ j ≥ i}|。定义

y1, y2, . . . , ym 为每列的权重，x1, x2, . . . , xλ′1 为每行的权重，那么从 (1,1) 随机游走到一个边

角 (r,s) 的概率是

xrys∑
(p,q)∈[λ] xpyq

r−1∏
i=1

(
1 +

xi

xi+1 + · · ·+ xr + ys+1 + · · ·+ yλi

)
×

s−1∏
j=1

1 + y j

xr+1 + · · ·+ xλ′j + y j+1 + · · ·+ ys


对于这个公式的证明，可以查看参考文献 [5]。

7 杨表与网格图路径

在网格图上，一条路径 P 是从一个整点 A = (A1, A2) 到另一个整点 E = (E1, E2)，规

定每次只能往右或者往上走。这两点之间所有路径可以表示为 P(A → E)。两条路径相交则

是指这两条路径上有公共点。

显然的，从 (A1, A2) 到 (E1, E2) 的路径条数为

|P(A → E)| =
(
E1 + E2 − A1 − A2

E1 − A1

)

7.1 卡特兰数

定理 7.1. 2 × n 的标准杨表个数为卡特兰数：Cn =
1

n+1
(2n

n )

证明. Cn 的组合意义是 (0,0) 到 (n,n)，每次让横坐标加 1 或纵坐标加 1，问有多少种方法

使得过程中横坐标一定不小于纵坐标。假设 Xi 是横坐标到达 i 的时间，Yi 是纵坐标到达 i

的时间。那么一定有 Y1 < Y2 < · · · < Yn, X1 < X2 < · · · < Xn，而且有 ∀i, Xi < Yi。这其实就是

一个 2 × n 的标准杨表。 □
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例题 3. (LOJ 6051「雅礼集训 2017 Day11」PATH)
给定 n 和 {ai} ，满足 a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ 0，求出在 n 维空间中从 (0, 0 . . . .0) 走到

(a1, a2, . . . , an)，每一步使某一维坐标增加 1 的方案中随机选出一种，满足经过的所有点

(x1, x2, . . . , xn) 都满足 x1 ≥ x2 · · · ≥ xn 的概率，答案模 1004535809 输出。ai, n ≤ 500000。

分析同样的，如果记录每一维到达 i 的时间，那么可以发现每条路径可以转化为一个 λ =

(a1, a2 . . . an) 的标准杨表。使用钩子公式，如果令 ri = λi + n − i，式子可以转化成：

Ans =
n!∏n

i=1 ri!

∏
1≤ j<k≤n(r j − rk)

n!∏n
i=1 ai!

=
n∏

i=1

ai!

ri!

∏
1≤ j<k≤n

(r j − rk)

直接计算的话复杂度为 O(n2)。但是可以发现 ri ≤ n + max ai，所以可以使用 fft 计算出每

种 r j − rk 出现了多少次，然后使用快速幂计算。所以总复杂度为 O(n log n)。

7.2 非交叉网格路径

定理 7.2. (Lindstrom–Gessel–Viennot lemma)
平面上有 2n 个点 (A(1)

1 , A
(1)
2 ) . . . (A(n)

1 , A
(n)
2 )(E(1)

1 , E
(1)
2 ) . . . (E(n)

1 , E
(n)
2 )。令 Ai =

(A(i)
1 , A

(i)
2 ),Ei = (E(i)

1 , E
(i)
2 ), Pi = P(Ai → Ei)。设 A(1)

1 ≤ A(2)
1 ≤ · · · ≤ A(n)

1 , A
(1)
2 ≥ A(2)

2 ≥ · · · ≥
A(n)
2 , E

(1)
1 ≤ E(2)

1 ≤ · · · ≤ E(n)
1 , E

(1)
2 ≥ E(2)

2 ≥ · · · ≥ E(n)
2 ，对于一个集合 S = (P1, P2, . . . Pn)，每

个 Pi 里选择一条路径使得路径两两不相交的方案数为

Ans = det( f (Ai,E j))
n
i, j=1

其中 f (x, y) 指从 x 到 y 的方法数。如果只有必须向右或向上走的限制，那么答案就是

det
(E( j)

1 + E( j)
2 − A(i)

1 − A(i)
2

E( j)
1 − A(i)

1

)
n

i, j=1

证明. 对这个行列式的证明可以这样理解：首先我们选择用容斥来解决这个问题。对于从

Ai, A j 开始的路径，如果它们相交了，就将这两个路径在最后的相交点进行反转。考虑最后

每个 Ai 匹配了哪个 E j，这是一个排列 σ（不等式的关系保证了如果 i < j, σ(i) > σ( j) 那么

它们必定相交）。每种排列的容斥系数即 sgn(σ)(-1 的逆序对数量次方)，即：∑
σ

sgn(σ)
∏

i

f (Ai,Eσ(i))

这正是行列式的定义式。 □

非交叉网格路径可以和杨表建立双射关系。

定理 7.3. 一个半标准杨表 λ = (λ1, . . . , λm)(λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm) 且数都在 [1, n] 内，可以和

一个 A = {(−i, 1)},E = {(λi − i, n} 的不相交交叉路径集合建立双射关系。
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→
1 4 4
3 5
4 7
6

证明. 将从 (−i, 1) 出发的路径视作杨表的第 i 行，每次往右走视为在这一行的末尾写下一

个数字，且这个数字为这一步所在纵坐标。我们要证明的是半标准杨表的性质：一行内非

严格递增，一列内严格递增。第一个性质直接可以由该路径的性质得到。若假设第二个性

质不成立，那么必定会产生交点，这是因为同列处横坐标相差不超过 1。反过来，也可以证

明一个半标准杨表一定能写成若干个不相交路径的形式。 □

上述定理稍微拓展一下可以得到斜杨表和非交叉路径的关系

定理 7.4. 一个半标准斜杨表 λ/µ 且数都在 [1, n] 内，可以和一个 A = {(µi − i, 1)},E =

{(λi − i, n} 的不相交交叉路径集合建立双射关系。

→

1 6 7 8
3 3
6 7

5 7
6
7
8

7.3 行列式公式

利用上述杨表和非交叉网格路径的联系，我们得到了杨表计数的行列式公式

定理 7.5. (Aitken’s Formula)
标准斜杨表 λ/µ 的个数为

fλ/µ = (
∑

i

λi − µi)!
∣∣∣∣ 1
(λi−i−µ j+ j)!

∣∣∣∣|λ|
i, j=1

这里，定义 1
a! 在 a < 0 的时候等于 0，在 a = 0 的时候等于 1。

证明. 考虑杨表和非交叉网格路径的对应关系。只考虑其中一个对应排列 σ。标准斜杨表

的定义在非交叉网格路径里的体现就是对于每个纵坐标，只存在一个路径在该路径上走了

一步。这就相当于将
∑

i λi − µi 个纵坐标分配给各个路径，其中第 i 个路径分配的坐标个数
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为 λi − i − µσ(i) + σ(i)。当然，这个值小于 0 的时候答案定义为 0。所以这个对应排列的方

案数就是

(
∑

i

λi − µi)!
∏

i

1

(λi − i − µσ(i) + σ(i))!

直接用行列式表达即可得到原式。 □

特殊的，当 µ = (0, 0 . . . , 0) 的时候我们可以得到对于标准杨表计数的行列式公式，可

以看到的是这个行列式和钩子公式可以联系起来。

定理 7.6. (Frobenius Determinantal Formula)
标准杨表 λ 的个数为

fλ = (
∑

i

λi)!
∣∣∣∣ 1
(λi+ j−i)!

∣∣∣∣|λ|
i, j=1

例题 4. (Euler numbers)
长为 2n 的排列中，计算满足 a1 < a2 > a3 < · · · > a2n−1 < a2n 的方案数。

分析　如果在一个 (2n − 1 + 2, 2n − 2 + 2, . . . , n + 2)/(2n − 1, 2n − 2, . . . , n) 的斜杨表里填上

数，那么这样的斜杨表刚好可以对应一个满足上述条件的排列。具体方法就是把这个斜杨

表从下到上从左到右依次写出。那么答案就是

(2n)!det
(

1

(2 j − 2i + 2)!

)n

i, j=1

对于这个问题，这个答案可能并不鼓舞人心；因为欧拉数已经可以做到 O(n log n) 求出。不

过，这个思路还可以求一些匪夷所思的东西，这里限于篇幅不再说明。

为了继续介绍下面的定理，我们需要了解一些补充定义。

7.4 Hankel Determinants
现在有一个序列 {ai} = a0, a1, . . .，那么它的 Hankel 矩阵被定义为

(
ai+ j−2

)n

i, j=1
=


a0 a1 . . . an−1

a1 a2 . . . an

. . . . . . . . . . . .

an−1 an . . . a2n−2


关于它的行列式，有非常多的研究。这里介绍一个广为人知的引理。

引理 7.1.

det ((Xi + An−1) · · · (Xi + A j+1) (Xi + B j) · · · (Xi + B1))
n−1
i, j=0 =

∏
0≤i< j≤n−1

(Xi−X j)
∏

1≤i≤ j≤n−1
(Bi − A j)
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利用这个引理可以推得一个和卡特兰数 Cn 相关的定理 [17]。

定理 7.7.

det (Cαi+ j)
n−1
i, j=0 =

∏
0≤i< j≤n−1

(α j − αi)
n−1∏
i=0

(i + n)! (2αi)!

(2i)!αi! (αi + n)!

7.5 k-Dyck Path
一个长为 2n 的 Dyck Path 是从 (0, 0) 到 (2n, 0) 的一条路径，每次横坐标一定增加 1，

纵坐标增加 1 或减少 1，但是一定不会越过 x=0。如下图所示。长为 2n 的 Dyck Path 条

数就是卡特兰数第 n 项。

0 1 2 3 4 5 6

定义一个“k-Dyck Path”为 k 条相同起点和终点的 Dyck Path 的集合。假设第 i 条依次经过

的点为 Pi = ((1, x(i,1)), . . . , (2n, x(i,2n)))（起点不算），那么第 i 条路径不能越过第 i − 1 条路

径，即有 ∀i > 1, j ∈ [1, 2n], x(i, j) ≥ x(i−1, j)。

0 1 2 3 4 5 6

我们要提到的定理如下

定理 7.8. 列数不超过 2k 的，元素都在 [1, n] 内的且每行大小为偶数的半标准杨表和长度

均为 2n + 2 的 k-Dyck Path 形成双射关系，且计数公式如下

bn,k =
∏

1≤i≤ j≤n

2k + i + j
i + j

考虑矩阵和 k-Dyck Path 的关系。如果把 k-Dyck Path 旋转一下，就成为了从 (0, 0)

到 (n + 1, n + 1) 的 k 条路径，且每条路径只能往右和上走，且不能越过前一条路径（第一

条路径不能越过 x = y）。
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0 1 2 3 4 5 6 7
0
1
2
3
4
5
6
7

0 1 2 3 4 5 6 7
0
1
2
3
4
5
6
7

如果对于每个路径记下其每次转向的“拐角”，即这条路径每次从上方向转为右方向的地方，

如上图所示。我们发现其实每条 Dyck Path 就是一个严格上升序列。

推论 7.1. 设矩阵 M 满足当 j > i 时 Mi j = 0（这样的矩阵也叫做下三角矩阵）。定义 M 的

LDS 为权值最大的一条路径 (x1, y1)(x2, y2) . . . (xm, ym)(xi > xi+1 或 xi = xi+1 且 yi < yi+1)，

权值的定义是
∑m

i=1 Mxiyi。满足 LDS(M)≤ k 的下三角矩阵 M 和 k-Dyck Path 一一对应。

由参考文献 [1] 可得如下定理

定理 7.9. 元素都在 [1, n] 内的且每行大小为偶数的半标准杨表和一个 n × n 的对称矩阵 M’

有着双射关系。且杨表的列数和 LDS(M’) 相等。

易证满足 LDS(M’)≤ 2k 的对称矩阵 M’ 和满足 LDS(M)≤ k 的下三角矩阵 M 一一对

应。这样我们就成功证明了双射关系。如果我们把 k-Dyck Path 稍微平移一下, 使得第 i 条

Dyck Path 的初始点为 (−2i + 2, 0)，终点为 (2n + 2i, 0)，那么我们要计算的就是这样的 k

条不相交路径数量。使用公式可以得到答案为

bn,k = det(Cn+i+ j−1)
k
i, j=1 =

∏
1≤i≤ j≤n

2k + i + j
i + j

其中 Cm 是卡特兰数第 m 项。套用上节的公式即可得到结果。

7.6 Bender-Knuth Conjecture
我们考虑一个元素都在 [1, n] 内，列数不超过 k 的半标准杨表。它的个数被证明和

n × n 的元素在 [0, k] 内的对称矩阵满足每行每列都非严格递增的数量相同 [11]。下列公式

是 Bender 和 Knuth 在研究平面图划分时所猜想的公式，后来被证明。由于这个公式没有

组合证明，所以不再赘述，有兴趣者可以查阅文献。

an,k =
∏

1≤i≤ j≤n

k + i + j − 1
i + j − 1
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8 半标准杨表的计数公式

半标准杨表 (semistandard young tableaux) 是列严格递增，行非严格递增的杨表。对

于半标准杨表的计数有如下的公式。

定理 8.1. 若表内数为 [1, n] 中的整数，那么半标准杨表 λ = (λ1, . . . , λm) 的个数为∏
(i, j)∈λ

n + j − i
hλ(i, j)

也可以只用 λi 表示 ∏
1≤i< j≤n

λi − λ j + j − i
j − i

其中定义 i > |λ| 时 λi = 0。

为了证明这个公式，我们需要一些补充定义。

8.1 对称多项式和交错多项式

在数学里，对称多项式 (Symmetric Polynomial) 是指对于所有的 n 个参数，无

论怎样排列，这个多项式都是不变的。比如 f (x1, x2, x3) 若是一个对称多项式，那么

f (x1, x2, x3) = f (x1, x3, x2) = f (x2, x1, x3) = f (x2, x3, x1) = f (x3, x1, x2) = f (x3, x2, x1) 对于

所有 x1, x2, x3 成立。

对 于 一 个 多 项 式 f (x1, . . . , xn)， 如 果 满 足 对 于 排 列 σ， f (xσ(1) . . . xσ(n)) =

sgn(σ) f (x1, . . . .xn)，那么这个多项式被称作为交错多项式 (Alternating Polynomial)。
两个交错多项式相乘可以得到对称多项式，而一个交错多项式和一个对称多项式相乘可以

得到一个交错多项式。

范德蒙德多项式定义为 vn(x1, . . . , xn) =
∏

1≤i< j≤n(x j − xi) 是范德蒙德矩阵的行列式，是

一个最基本的交错多项式。

引理 8.1. 所有的交错多项式都可以被表示为 A · vn 的形式。这也就是说，所有的形如

f (x1, . . . , xn) 的交错多项式都有一个因式为 vn(x1, . . . , xn)。

证明. 对于交错多项式 f (x1, . . . , xn)，如果把 xi = x j 带进去，可以得到

f (x1, . . . , xi, . . . , x j, . . . , xn) = f (x1, . . . , x j, . . . , xi, . . . , xn) = − f (x1, . . . , xi, . . . , x j, . . . , xn)，

即 f (x1, . . . , xi, . . . , x j, . . . , xn) = 0，所以 (xi − x j) 是该多项式的一个因式。所以 vn(x1, . . . , xn)

一定是一个因式；又由交错多项式和对称多项式得交错多项式，证毕。 □
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8.2 表内数 ≤ n 的半标准杨表计数

为了说明定理的正确性，我们需要介绍一个东西与半标准杨表建立双射。

定义 8.1. Gelfand–Tsetlin patterns 是一个包含正整数的数字三角形，第 i 行有 i 个数。表

示为 G(gi j)1≤ j≤i≤n。且这些数满足 g(i+1) j ≤ gi j < g(i+1)( j+1)。如下所示。

3

3 4

1 4 6

1 2 6 7

1 2 5 7 8

→

λ(1) = (2)

λ(2) = (2, 2)

λ(3) = (3, 2, 0)

λ(4) = (3, 3, 0, 0)

λ(5) = (3, 3, 2, 0, 0)

→
1 1 3

2 2 4

5 5

引理 8.2. 定义 x j = λn+1− j + j(1 ≤ j ≤ n)，规定大于 |λ| 的都为 0。

那么，可以通过如下的算法将一个最后一行为 (x1, . . . xn) 的 Gelfand–Tsetlin patterns
和一个形状为 λ，数在 [1, n] 内的半标准杨表建立双射。

1. 对于第 i 行，λ(i) = (gii − i, . . . , gi2 − 2, gi1 − 1)，除掉 λ(i) 末尾的 0。可以发现 λ(i)“包

含”λ(i−1)，即 λ(i−1) 每一项都不会超过 λ(i)

2. 从 (1) 开始，每次把数 i 放在 λ(i) 比 λ(i−1) 多的地方。

有了这个引理后，对杨表的计数就变成了对这个数字三角形的计数。

定理 8.2. 对于 n ≥ 1 且 1 ≤ x1 < · · · < xn，最后一行为 (x1 . . . .xn) 的 Gelfand–Tsetlin
patterns 数量为 ∏

1≤i< j≤n

x j − xi

j − i

证明. 考虑使用归纳证明。定义 fn(x1, . . . xn) =
∏

1≤i< j≤n
x j−xi

j−i 。显然 n = 1 成立。定义

Sr
i=l f (i) =

r−1∑
i=l

f (i)(l < r)

自然的，就有Sr
i=l f (i) = −Sl

i=r f (i),Sl
i=l f (i) = 0

那么Sb
i=a f (i) + Sc

i=b f (i) = Sc
i=a f (i)

Wn(x1, . . . xn) = Sx2
y1=x1 . . . S

xn
yn−1=xn−1

fn−1(y1, . . . yn−1)

那么我们要证明的就是 Wn 等同于 fn。首先我们注意到，在上述定义下有

Wn(x1, . . . , xi, xi+1, . . . n) = −Wn(x1, . . . , xi+1, xi, . . . n)。

−Wn(x1, . . . , xi+1, xi, . . . n) = −Sother y . . . Sxi+1

yi−1=xi−1Sxi
yi=xi+1

Sxi+2

yi+1=xi fn−1(y1, . . . yn−1)

= Sother y . . . Sxi+1

yi−1=xi−1Sxi+1

yi=xiS
xi+2

yi+1=xi fn−1(y1, . . . yn−1)

= Sother y . . . Sxi+1

yi=xi(Sxi
yi−1=xi−1

+ Sxi+1

yi−1=xi)(S
xi+1

yi−1=xi + Sxi+2

yi−1=xi+1
) fn−1(y1, . . . yn−1)
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由于 f 是个交错多项式，把上式展开后便可以发现有 3 项都是 0，易得结论。所以我们证

明了 Wn 是交错多项式，即 Wn 含有
∏

1≤i< j≤n(x j − xi) 因式。

我们又可以发现， fn−1 是一个每项的总次数都是 M =
(n−1)(n−2)

2
的多项式，即

fn−1(y1, . . . yn−1) 的每项都形如 c
∏n−1

j=1 ya j

j (
∑

a j = M)。且有 Sx2
y1=x1 fn−1(y1, . . . yn−1) 是一个

关于 x1, x2, y2, . . . , yn−1 的 M + 1 次多项式，且最高次项是形如 − c
a1+1

xa1+1
1

∏n−1
j=2 ya j

j 和
c

a1+1
xa1+1
2

∏n−1
j=2 ya j

j 。

由于多一个 S 就多一个次数，所以我们只需要关心最高项的次数。这样可以得到 Wn 的

最高次是 n(n−1)
2

。又由于 Wn 含有
∏

1≤i< j≤n(x j − xi) 因式，这个因式的最高次刚好就是 n(n−1)
2

。

这就说明所有低于这个次数的项一定会被消去，即

Wn(x1 . . . xn) = c
∏

1≤i< j≤n

(x j − xi) =
n−2∏
j=1

1

j!
Sx2

y1=x1 . . . S
xn
yn−1=xn−1

∏
1≤i< j≤n−1

(y j − yi)

注意到
∏

1≤i< j≤n−1(y j − yi) 里一个形如
∏n−2

i=1 yai
i 的多项式，它的次数一定是 0, 1, . . . , n − 2

的一个排列。而它产生的最高次项系数为
∏n−2

i=1
1

i+1
= 1

(n−1)!。可以得到 c = 1
(n−1)!

∏n−2
j=1

1
j! =∏n−1

j=1
1
j!。易得原式，证毕。 □

所以我们可以得到原先的公式。∏
i≤i< j≤n

λn+1− j + j − λn+1−i − i
j − i

=
∏

i≤i< j≤n

λ j − j − λi + i
j − i

=
∏
(i, j)∈λ

n + j − i
hλ(i, j)

例题 5. (CodeChef BillBoards(BB))
有一排长为 n 的格子，大厨需要在里面放置一些物品，使得任意连续 m 个格子中一

定有 K 个物品。大厨想要放的物品数尽量少，问有多少种方法，答案对 109 + 7 取模。

(K ≤ m ≤ 50,m ≤ n ≤ 109)

分析如果 m|n，那么最小值就是 n
m。将这些格子分成 n

m 段，每段长为 m。记下每段中的 1

的位置，如下图 (n=25,m=5,K=3)

00111 01011 01101 10110 11100→

3 2 2 1 1
4 4 3 3 2
5 5 5 4 3

可以发现在这个表中，每列从上往下是递增的，每行从左往右则必须是非增的，否则

会不满足题目要求；反之则一定满足题目要求。把这个表转一下就变成了半标准杨表，只

需要对半标准杨表计数即可。复杂度为 O(m2) 或是 O(m log(109 + 7))。

剩下的问题就是当 m ∤ n 时怎么办。令 p = n mod m。如果 p ≤ m − k，那么每块的前

p 个必须是 0；如果 p ≥ m − k，那么每块的后 m − p 个一定是 1（注意这个时候要多加 1

块）。这样就把这个问题转化了。
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9 行数限制的杨表计数

9.1 LIS 小于等于 K 的排列计数

定义 9.1.

uk(x) =
∑
λ⊢n,λ1≤k

f 2λ (45)

Uk(x) =
∑
n≥0

uk(n)
x2n

n!2
(46)

Ii(2x) =
∑
n≥0

x2n+i

n!(n + i)!
(47)

其中 Ii 被称作第一类修正贝塞尔函数 (hyperbolic Bessel function of the first kind)，这里

有 Ik(2x) = I−k(2x)（这个函数有很多性质）。

定理 9.1. (The Gessel-Bessel identity)[7]

Uk(x) = det(Ii− j(2x))K
i, j=1

当 k = 2 的时候就有 (注意 I1 = I−1)

U2(x) =

∣∣∣∣∣∣∣I0(2x) I1(2x)

I1(2x) I0(2x)

∣∣∣∣∣∣∣ = I0(2x)2 − I1(2x)2

⇒ u2(n) =
1

n + 1

(
2n
n

)

而当 k = 3 的时候，有

u3(n) =
1

(n + 1)2(n + 2)

n∑
j=0

(
2 j
j

)(
n + 1

j + 1

)(
n + 2

j + 2

)

可惜的是，k > 3 的时候并没有如此“优美”的形式。不过，可以证明 uk(n) 是 P− cursive

的。即一定存在某个多项式 p1, .., pm 满足
∑m

i=1 uk(n + i)pi(n) = 0。下面列出了 4,5 的例子。

(n + 4)(n + 3)2u4(n) = (20n3 + 62n2 + 22n − 24)u4(n − 1) − 64n(n − 1)2u4(n − 2)

(n + 6)2(n + 4)2u5(n) = (375 − 400n − 843n2 − 322n3 − 35n4)u5(n − 1)

+ (259n2 + 622n + 45)(n − 1)2u5(n − 2)

− 225(n − 1)2(n − 2)2u5(n − 3)

例题 6. 求有多少长度为 N(3 ≤ N ≤ 500) 的排列可以表示为 3 个上升子序列。答案对

109 + 7 取模。
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分析　普通的做法是使用 dp[i][ j][k] 表示表示现在有 i 个数, 形成了三个上升子序列, 其中

最大的子序列末尾显然是第 i 大的数, 第二大的子序列末尾是第 j 大的数, 第三大的子序列

末尾是第 k 大的数这样，这个 DP 优化之后可以做到 O(N3)。稍加思考后可以发现这就是

LIS ≤ 3 的排列个数问题。如果使用杨表的性质则可以做到 O(N2)，即枚举三行的形态。如

果使用上述方法，则不仅能做到 O(n)，甚至还能做到 O(
√

n) 的优秀复杂度。

9.2 行数小于等于 K 的杨表

定义 9.2.

yk(n) =
∑
λ⊢n,λ1≤k

fλ

v2k(n) =
∑
λ⊢n,λ1≤k

f2λ′

zk(n) =
∑
λ⊢n,λ′1≤k

f2λ′

这里定义 λ′ 满足 λ′i = |{ j|λ j ≥ i}|（λ′ 也可以理解成将杨表行列翻转之后的 λ），2λ′ =

(2λ′1, 2λ
′
2, . . . )。

在 k 比较小的时候，有如下比较简洁的公式。

定理 9.2. [8]

y2(n) =

(
n
⌊n/2⌋

)

y3(n) =

⌊n/2⌋∑
i=0

(
n
2i

)
Ci

y4(n) = C⌊(n+1)/2⌋C⌈(n+1)/2⌉

y5(n) = 6

⌊n/2⌋∑
i=0

(
n
2i

)
Ci

(2i + 2)!

(i + 2)!(i + 3)!

这里 Cm 指卡特兰数第 m 项。

定义 9.3. 定义它们的指数生成函数如下。

Yk(n) =
∑
n≥0

yk(n)
xn

n!

V2k(n) =
∑
n≥0

v2k(n)
xn

n!

Zk(n) =
∑
n≥0

zk(n)
xn

n!
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定理 9.3.

Y2k(x) = det(Ii− j + Ii+ j−1)
k
i, j=1

Y2k+1(x) = ex det(Ii− j − Ii+ j)
k
i, j=1

V2k(x) = det(Ii− j − Ii+ j)
k
i, j=1

Z2k(x) =
1

4
det(Ii− j + Ii+ j−2)

k
i, j=1 +

1

2
det(Ii− j − Ii+ j)

k−1
i, j=1

Z2k+1(x) =
1

2
ex det(Ii− j − Ii+ j−1)

k
i, j=1 +

1

2
e−x det(Ii− j + Ii+ j−1)

k
i, j=1

例题 7. 一 排 n 个 点， 每 个 点 最 多 只 能 和 一 个 其 他 点 进 行 匹 配。 对 于 匹 配

(a1, b1)(a2, b2) . . . (ak, bk)，如果存在 a1 < a2 < · · · < ak < b1 < · · · < bk，那

么 这 些 匹 配 被 称 作 为 k-crossing。 对 于 匹 配 (a1, b1)(a2, b2) . . . (ak, bk)， 如 果 存 在

a1 < a2 < · · · < ak < bk < bk−1 < · · · < b1，那么这些匹配被称作为 k-nesting。比如

(1,5)(2,8)(3,6)(4,7) 存在一个 3-crossing(1,5)(3,6)(4,7) 和一个 2-nesting(2,8)(3,6)。一个

排列被称作 k-noncrossing 当且仅当这个排列中不存在 k-crossing。同理定义-nonnesting。
现在分别询问对于一个长为 n 的排列，k-noncrossing 的排列个数和 k-nonnesting 的排列

个数。

分析　先解决 k-nonnesting（可以证明 k-nonnesting 答案和 k-noncrossing 相同，实际上若

令 i-nonnesting,j-noncrossing 的长度为 n 的排列个数为 fn(i, j)，那么 fn(i, j) = fn( j, i)）考

虑对于匹配 (a1, b1) . . . (am, bm)，对于每对都交换。这正是对合排列，我们在之前已经知道

每个对合排列都对应一个杨表。易得一个 k-nonnesting 排列，其 LDS 一定小于等于 2k− 1；
而一个非 k-nonnesting 排列，其 LDS 一定大于等于 2k。这说明问题的答案就是“行数不超

过 2k-1”的杨表个数。

10 总结

由于作者无法读到系统介绍杨表的资料，所以这篇文章可能略显得有点杂乱。实际上

这篇文章介绍的内容还相当浅（如果有兴趣翻看参考文献的话会发现有的长达几百页）。许

多内容由于需要大量前置知识或说明过程非常冗长所以略去不提。希望这篇文章能够让同
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学们真正地认识杨表，能给同学们打开一扇窗户，能让同学们看到在信息学竞赛之外还有

更广阔的天地。
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